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durch die au-G, gehörige Transformation 7, (mit den Parametern a,,...,a,) in 
UD (E,) X,Y,2, Y,2,5..4, YsZ 
übergeführt wird, so können wir a,,...,a, als Funktionen der Koordinaten von 


^. e und E, ausdrücken: 


(2) a, = a, (er, Er), (o = 1,...,r). 
Nun bleibt bei 7, das Pfaffsche System 
dy—y,dx=0, dz—z,dx =0 

invariant. Es werden also Beziehungen von folgender Art gelten: 

(3) | dY — Y,dX = l, (dy — y, dx) + m, (dz — z,dx), 

: dZ — Z,dX — l, (dy — y, dx) + m, (dz — z,dz), 
wo die /, m von z,y,2, 4,2, und a,,..., a, abhängen. Setzt man für a,,..., a, 
die Ausdrücke (2) ein, so erscheinen die /, m als Funktionen von er und £,. Die 
Gleichungen (3) gelten dann, sobald nur das groß Geschriebene mit dem klein 
Geschriebenen durch eine Transformation der Gruppe zusammenhängt. Dieser 
Zusammenhang bleibt aber erhalten, wenn man unter Festhaltung des Großen 
das Kleine einer beliebigen Transformation der Gruppe unterwirft. Man erkennt 
auf solche Weise, daß zwei invariante Pfaffsche Ausdrücke 

(4) | II, = A, (er) (dy -- y1dz) + py (ex) (dz — z,dz), 

Il; = hy (e) (dy -- y1dx) + ps (e) (dz — z, dz) 
vorhanden sind !). Wegen ihrer Herkunft aus den Relationen (3) haben sie eine 
von Null verschiedene Determinante 4,454 — A44,. Daher kann jeder ähnlich 
gebaute Ausdruck 7/7 in der Form o, (e,)/1, + os (er) I1 geschrieben werden. Soll 
er wie //, und 17, die Invarianteneigenschaft besitzen, so müssen sich o, und o, 
invariant verhalten. Dies ist aber wegen der Transitivität der Elemente e, nur 
in der Weise möglich, daß sie sich auf Konstanten reduzieren. // hat also die Form 
11, + 11,4. Diese linearen Kombinationen aus /7, und //, sind die einzigen 
Invarianten vom Typus 
À (e) (dy — yıdz) + u (e) (dz — 2, dz). 

II, und //, nenne ich die Pfaffschen Grundinvarianten. Sie lassen sich eindeutig 
fixieren, indem man verlangt, daß für ein gewisses Anfangselement e? von all- 
gemeiner Art 4A,,,, À, ug in 1,0,0,1 übergehen sollen. 


8 2. Die beiden niedrigsten Differentialinvarianten einer Kurve 
gegenüber der Gruppe G, und ihre Beziehung zum invarianten Bogenelement 
und den Pfaffschen Grundinvarianten. 

DaB eine Raumkurve gegenüber G, zwei Differentialinvarianten (t + 1)-ter 
Ordnung hat, die in bezug auf y,,, und z,,; voneinander unabhängig sind, folgt 
aus der Betrachtung des zugehörigen vollständigen System:, und das war der Stand- 
punkt, den Lie solchen Fragen gegenüber stets einnahm. Man kann sich aber auch 
einer ganz elementaren Betrachtung bedienen, die wir sogleich darlegen werden, 


!) Da E, festgehalten wird. braucht bei den 2. # nur die Abhängigkeit von e, hervorgehoben 
zu werden. 
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und hat dann den Vorteil, diese Differentialinvarianten in besonders einfacher 
Form zu erhalten, nämlich linear in den höchsten Ableitungen y...ı und 2,4. 


Wenn . 
. | À = X (2, Y, 2, Gy, ~~ -, Gr), 
(5) Y = ¥ (x, y, 2, ay,..., 4), 
| Z=Z (2, Y, 2, A, .--, Gp? 


eine Transformation aus G, ist, so ergeben sich bei der Erweiterung dieser Trans- 
formation auf die Kurvenelemente folgende Gleichungen: 
Y Y, + hl, + ZY 
| X + yıXy + AX, ) 
Zz + ey + 212: 


Z Yl 
bt X, + yyXy + 2X,’ 
, aX . dY 
(Y. — À, D) gs + (v. 5 — X, da}? 
£m o0 00 SEPP . | 
dx 
dX dZ dX dz 
CA dz — ^" dz Wt (2.7, — Ar de Fa 
Z,=- -— ays | 
| dx 
, dX , dY dX . dY 
(9 Gy — Xv ag) ve + n Ne 
Ya,2 M e. T ax“ | | 
dx 
dX . dZ , aX . dZ 
z CPE CTP cas 
3 = c ——— —- (ax 4 m . + ... 
dx 


usw. Dabei deuten die Punkte jedesmal Glieder von niedrigerer Ordnung an. 

Geht man in diesem Erweiterungsprozeß bis zur Ordnung t, so kann man ' 
aus den gewonnenen Gleichungen in Verbindung mit (5) die Parameter a durch 
e, und E, ausdrücken und gewinnt so die Relationen (2). Nun werden diese Aus- 
drücke in die beiden Gleichungen eingesetzt, die beim nächsten Schritt des Er- 
weiterungsverfahrens entstehen. Diese lauten dann: 


| À dY 
v, — Xr wa lr oe —X - [aca 





Yd "dx “ad , 
Yen = u T m dX t4? m TUS. - + B (es Er), 
az | 
6 
(6) | dX — dX dZ 
Ly 537 Xy de | ven + [2 — X,-,-- 2r--1 
dz /— dx dz dz 
Zn re. 


1° 
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Die eckige Einklammerung soll hier andeuten, daß a,,..., a, durch ihreAusdrücke 
(2) ersetzt worden sind. 

Wenn man nun £E,,,; festhält und e,,, einer beliebigen Transformation 
der Gruppe G, unterwirft, so bleiben die Gleichungen (6) bestehen. Daher stellen 
die rechten Seiten dieser Gleichungen nach Fixierung von E, Differentialinvarianten 
dar. Das sind die beiden zu Anfang dieses Paragraphen erwähnten Differential- 
invarianten (r + 1)-ter Ordnung. Die Determinante der Koeffizienten von y, : 
und z,,; hat folgenden Wert: 


(7) [21% Y, 2) [ax 20:3 
© (x, y, 2) 
ist also von Null verschieden. 


Kehren wir jetzt zu den Relationen (3) zurück, von denen wir zu den 
Pfaffschen Grundinvarianten (4) gelangten, so ergibt sich durch Vergleichung 
der Koeffizienten von dy und dz 





I 


dX dY | dX dY 
L = É da *¥ dz _ er ^ dz 
17 dX , m = ax? 
dz dz 
d X dZ dX dZ 
rdg ^as 2: dz — A: 7, 
3 dX ’ My = ——iX ^ 
dx dx 


und die Pfaffschen Grundinvarianten können unter Benutzung der eckigen 
Klammern, deren besondere Bedeutung oben erklärt wurde, so geschrieben 
werden: 


dX — dX dY 
Me a nn + [re St 
n--- 1 [ex dz __ del ^ 5, 

(4*) 

x, a4 d X dz 
"IL dz X, 4 (dy — dz) + [2.2 — X; A (da ade) 
BD ETS | 

dz 


Nun brauchen wir noch eine Bemerkung über das invariante Bogenelement 
€ (e,)dx. Wenn man in 


ax = aX as 
dz 
auf der rechten Seite statt a,,...,a, die Ausdrücke (2) einsetzt, so ergibt sich 


dX = 22] de o (eg) dr 


Diese Gleichung gilt, sobald groß Geschriebenes und klein Geschriebenes durch 
eine Transformation der Gruppe G, zusammenhängen. Daher bleibt die rechte 
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Seite ungeändert, wenn man unter Festhaltung des GroBen das Kleine irgend 
einer Transformation der Gruppe unterwirft. w (e,,£,)dz stellt somit nach 
Fixierung von E, ein invariantes Bogenelement dar und kann, da E, festliegt, 


in der Form o (e,) dx geschrieben werden. Man darf, kurz gesagt, c (e,) mit FA 


identifizieren. 

Beachtet man nun die Gleichungen (4), (4*), (6) und die soeben über «o 
gemachte Feststellung, so ergibt sich der SchluB, da8 die beiden Differential- 
invarianten (t + 1)-ter Ordnung, die eine Kurve gegenüber der Gruppe G, be- 
sitzt, in folgender Form geschrieben werden kónnen: 


(1) [| ha-7 o (Ay, a + 42,4) +B (6), 
\ Ju = © (ED (AY: + 4,243) + y (e,) . 
Dabei ist w (e,) dz das invariante Bogenelement und 
A, (dy — y,dx) + u, (dz — z,dz),, 
A, (dy — yıdz) + Us (dz — z, dx) 
sind die Pfaffschen Grundinvarianten der Gruppe G,. 


Man kann es, wie oben bereits gesagt wurde, so einrichten, daB sich 
Àj, Ua, Ag, Le für ein gewisses Anfangselement e? auf 1, 0, 0, 1 reduzieren. Durch 
Beigabe eines konstanten Faktors kann man ferner bewirken, daß « für e, = e; 
zu 1 wird, und durch Hinzufügen additiver Konstanten schlieBlich noch er- 
reichen, daB a und B für e, = e; verschwinden. Dann gehen aber Z,,, und J,,: 
in Y.+ı und 2,4; über. Sie sind nach einer Lieschen Ausdrucksweise die zu e; 
gehörigen Hauptlósungen des vollständigen Systems, dem diese Differential- 
invarianten genügen. 


Man sieht die volle Analogie, die zwischen den Formeln (I) und der Formel 
(1) besteht. Es handelt sich hier um ein allgemeines Strukturgesetz, das auch 
für die Differentialinvarianten der Kurven in hóheren Räumen gilt, wobei aller- 
dings hinsichtlich der Parameterzahl der Gruppe die früher angegebene Ein- 
schränkung gemacht werden muß. Es bedarf kaum der Erwähnung, daß sich 
ähnliche Formeln auch für andere Arten von Differentialinvarianten aufstellen 
lassen und daß sich daran eine vereinfachte Berechnungsweise dieser Größen an- 
schließt, falls von der Gruppe nur die infinitesimalen Transformationen als be- 
kannt vorausgesetzt werden. 


Aus der unter (7) angegebenen Determinante 
9 (Tni, Ji) 
O (yc; 20) 
läßt sich, was nicht unerwühnt bleiben soll, das invariante Volumelement 


2 (e,) drdydz der Gruppe G, berechnen, wenn man die Bemerkung macht, daß 
dieses mit 





[pora 


OQ (z, y, z) | dadydz 
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identifiziert werden kann. Es ergibt sich dann folgender Ausdruck für das in- 
variante Volumelement: 


2:439 (Le: Jii) 
a, —— IT dxdydz. 
° © (Yr+1 Ze+1) d 


Es handelt sich hierbei um eine Invariante des Kurvenelements e, und eines um- 
gebenden infinitesimalen Raumstückes. 


Cesaro’sche Raumkurven 
und Mannheim’sche Hilfsgerade. 


Von Hans Bóhmel in Naumburg a. S. 


In dem Artikel: Mémoire sur les pinceaux de droites et les normalies, con- 
tenant une nouvelle exposition de la théorie de la courbure des surfaces !) und in 
verschiedenen Noten in den Comptes Rendus ?) gibt Mannheim u.a. eine ,,Dar- 
stellung‘‘ der Regelflächen durch eine ebene Kurve und daran anschließend die 
Ableitung gewisser Eigenschaften von Klassen von Raumkurven (Bertrandsche 
Kurven; Kurven der Klasse Ax? + At? = x, wo x,t die beiden Krümmungen 
bedeuten). Diese Methode läßt sich allgemein auf Cesarosche Raumkurven er- 
weitern 3). 

Der Zusammenhang zwischen Regelfläche und der ebenen „Bildkurve“ 
ist kurz folgender: Jedem Punkte der Erzeugenden einer Regelfläche ist eindeutig 
eine Tangentialebene zugeordnet und umgekehrt. Wählt man einen Punkt O auf 
dieser Erzeugenden als Ausgangspunkt, seine Tangentialebene als Ausgangsebene, 
so läßt dieser Zusammenhang sich ausdrücken durch 


(1) ytg p +ay+btg p=0 
wo y die Entfernung der betrachteten Punkte von 0, g der Winkel seiner . 
Tangentialebene gegen die Ausgangsebene, a und b Konstante sind. Setzt man 


ET ; so erhält man: 
tg v 


(2) ytar+b=0, 


die Gleichung einer Geraden — der Mannheimschen Hilfsgeraden —, wenn man 
die Erzeugende als Y-Achse, eine Senkrechte dazu als X-Achse wühlt. 


Beschreibt O eine Kurve auf der Regelfläche, und läßt man stets die Y -Achse in 
die Erzeugenden der Regelflüche fallen, so erhá]t man eine Schar von Hilfsgeraden, 
die eine Kurve — die Mannheimsche Bildkurve — umhüllen. Das Lot vom Ko- 
ordinatenanfang auf die Hilfsgerade gibt auf der Hilfsgeraden den Punkt der 


1) Liouville: Journal de Mathématiques 2° série, t. XVII (1872). 

3) Comptes Rendus hebdomaires t. 85 (1877); t. 86 (1878). 

3) Vgl. Diss. Böhmel. Jena 1920 (nicht im Druck erschienen): Untersnchungen zu den Kurven 
der Klassen Ax* + Cr? — x und Ax* + C1? — 1. 
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Regelfläche, der der Striktionslinie angehört. Ist die Regelfläche Hauptnormalen- 
fläche der vom Punkte O beschriebenen Kurve, so sind die Achsenabschnitte der 
Hilfsgeraden auf der X- und Y-Achse der Torsionsradius und der Kriimmungs- 
radius der Kurve 0. Dem Schnittpunkt zweier infinitesimal benachbarten Hilfs- 
geraden entspricht ein Punkt auf der Hauptnormalenfläche der Kurve O, für den 
diese entgegengesetzte gleiche Hauptkrümmungsradien hat. Die Ordinaten dieser 
Punkte sind also ihre Entfernungen vom zugehörigen Punkte der von O beschrie- 
benen Kurve. 
Die Gleichung der Hilfsgeraden ist dann: 


(3) xy + tx —1. 
Umbhüllen die Hilfsgeraden einen Punkt, so erhält man: 
(4) at + bx —1 


die Gleichung der Bertrandschen Kurvenklasse 1). 
Soll von den Hilfsgeraden der Kegelschnitt: 
(5) Qu 2? + 2a,g ry + 054 y* + 20,5% + 2agy + Ass = 0 
umhillt werden, so muß seine Tangentialgleichung für den Berührungspunkt 2,,%9 
f (0,1 Zo + AyeYq + O13) + V (an To + Aaa Yo + das) + (AsıTo + dag Yo + das) = 0 
mit der Gleichung der Hilfsgeraden identisch sein. D. h. 
7 = — To T Gaye T o4. u — To T daao TG 
ds To + AgaYo + Ass ' G3 Xo + AzaYo + Ass 
Das gibt: 
— Gt t Ma s. yo = (TT tar Zus . 
Qg,T + Age X — Ogg ' © gy T + dag X — Ass? 
wenn mit a;, die adjungierten Unterdeterminanten zu den Elementen a,, der 
Determinante: 


To 


04 yo dis 
Ó — Ay Ay Ay | bezeichnet werden. 
‚ 0*8 Qa ss | 

Für 6 + 0 ergibt dies in die Gleichung des Kegelschnittes eingesetzt: 

(6) a, 7? + 2 je HT + Age Xa + Ag = Aag t + 2agg X. 

Wir haben daher: 

Die Kurven der Klassen (6) — d. h. Raumkurven mit allgemeiner quadratischer 
Bezielung zwischen den beiden Krümmungen — haben als Mannheimsche Bild- 
kurve einen Kegelschnitt (5). 

Wird a4, = 0, so stellt (5) eine Parabel dar, (6) wird dann die Gleichung 
der Cesaroschen Kurvenklasse. Also: Die Cesaroschen Raumkurven haben als 
Mannheimsche Bildkurve stets eine Parabel. 

Im folgenden sollen nun einige spezielle Lagen der Parabel benutzt werden, 
um zu gewissen speziellen Cesaroschen Kurvenklassen gemeinsame Eigenschaften 
aufzustellen. 





1) Mannheim 1. c. 
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Für die Parabel, die die Y-Achse als Achse und den Scheitelabstand g hat, 
deren Gleichung also lautet: 


(7) z* = 2py + 2pq 
wird in der allgemeinen Kegelschnittgleichung: 
a, = 1; Ag = Age = dis = 0; gg = —p; ds, = —2pq. 
Also: 
a, = — PP; Ge = Ms = dys = 0; ds = —2pq; ag — p. 
lhr entspricht also die Kurvenklasse: 
(8) | 5 oU - gett x = 0. 


Die Scheiteltangente einer Parabel halbiert nun den Abschnitt jeder anderen 
Parabeltangente zwischen ihrem Berührungspunkt und ihrem Schnittpunkt mit 
der Parabelachse. 

Da die Parabeltangente Hilfsgerade ist, so entspricht ihrem Berührungs- 
punkt der Punkt der Hauptnormalenfläche der entsprechenden Raumkurve, für 
den diese entgegengesetzt gleiche Hauptkrümmungsradien hat; der Schnittpunkt 
mit der Hauptachse, die hier die Y-Achse ist, entspricht dem Krümmungsmittel- 
punkt; und der Schnittpunkt mit der Scheiteltangente entspricht einem Punkt, 
der von der betrachteten Raumkurve den konstanten Abstand g hat. Also: 

Für die Kurven der Klassen (8) halbieren die Punkte auf der Hauptnormalen, 
die von der Grundkurve den konstanten Abstand q haben, den Abschnitt auf der 
Hauptnormalen, der begrenzt wird von Krümmungsmittelpunkt und dem Punkt, 
für den die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrümmungs- 
radien hat. 

Für die Parabel: 

(9) x? = 2py + p° 
fällt der Brennpunkt in den Koordinatenanfang; da q = 5 ist, so ist die Gleichung 


der entsprechenden Kurvenklasse 
(10) (t+ mt) + x= 0, 


ein haufig behandelter Fall. 

Der FuBpunkt des Lotes vom Brennpunkt auf jede Tangente der Parabel 
liegt auf der Scheiteltangente. Also folgt hier: Für die Kurven der Klasse (10) 
teilt die Striktionslinie der Hauptnormalenfläche den Abschnitt auf der Haupt- 
normalen in gleiche Teile, der zwischen Kriimmungsmittelpunkt und dem Punkt 
liegt, für den die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrimmungs- 
radien hat 4). 

Der Parabel 


(11) 1? = 2py, 





1) Mannheim: Comptes Rendus t. 8ö (1877), p. 849. 
Journal für Mathematik. Bd. 155 Heft 1. 2 
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deren Scheitel im Koordinatenanfang liegt, entspricht die Kurvenklasse: 


(12) 5 tte =0. 


Aus der Lage dieser Parabel folgt sofort: 

Die Kurven der Klasse (12) halbieren auf ihren Hauptnormalen den Ab- 
schnitt zwischen Krimmungsmittelpunkt und dem Punkt, fir den die Haupt- 
normalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrümmungsradien hat. 


Betrachtet man die Parabel 


(13) y* — 2pz t 2pq 
mit der X-Achse als Achse und dem Scheitelabstand g, so sind hier: 
deg — 15 Ay = 4, — d, — 0; adag — — Pi day = —2pq. 
also: | 
dj — — 2995; Gr = es = O33 = 9; aig = Ps As = —p°. 
demnach die Gleichung der zugehôrigen Kurvenklasse: 
(14) 5 9 tgttr=0. 


Hier ergibt sich aus der Lage der Parabel der Satz: 


 Diejenigen Punkte auf den Hauptnormalen einer Kurve der Klasse (14), 
die den Abschnitt zwischen Kurve und Krümmungsmittelpunkt im Verhältnis 


(} + q): — q teilen, halbieren den Abschnitt zwischen den Punkten der Kurve 


und den Punkten, für den die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Haupt- 
krümmungsradien hat. 


Der Parabel 

(15) | y. = 2px + p* 
entspricht die Kurvenklasse: 

(16) 5 (x? + rt) + r = 0. 


Es sind dies die Kurven mit konstanten Windungsparameter. Das Lot vom 
Brennpunkt der Parabel (der hier Koordinatenanfang ist) auf jede andere Tangente 
trifft diese in ihrem Schnittpunkt mit der Scheiteltangente. Daraus geht hervor: 

Die Striktionslinie der Hauptnormalenfläche einer Kurve. der Klasse (16) 
teilt den Abschnitt auf der Hauptnormalen zwischen dem Kurvenpunkte und dem 
Punkte in gleiche Teile, für den die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche 
Hauptkrümmungsradien hat. 


Die Parabel 


(17) y? — 2pr 
führt auf die Kurvenklasse 
(18) 5 x? + 1 = 0. 


Hier ergibt sich sofort der Satz: 
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Auf der Hauptnormalen einer Kurve der Klasse (18) teilt der Krümmungs- 
mittelpunkt den Abschnitt. zwischen Kurvenpunkt und dem Punkt in gleiche 
Teile, für den die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrümmungs- 
radien hat. 


Die Verschiebung der Parabel (17) in die folgende: 


(19) (y — a) = 2pr 
macht: 
Au dig — 0; a = — p; wel dy = —4; Ay; 
a = Ag — Ogg — Ü; dye — Gp; =P; Usa = — p*, 
gibt also die Kurvenklasse: 
(20) px? — 2axı = 2r. 


die genauer von Spieweck !) behandelt ist. 


Entsprechend der Verschiebung der Parabel ergibt sich hier der Satz: 

Der Krümmungsmittelpunkt der Kurven der Klasse (20) liegt in der Mitte 
zwischen den Punkten der Hauptnormalenflüchen, für die die Hauptkrümmungs- 
radien entgegengesetzt gleich sind, und den um die konstante Strecke a von 
der Grundkurve entfernten Punkten der Hauptnormalen. 

Die Verschiebung der Parabel (11) z? = 2py in die Parabel: 


(21) (x —ay = 2py 
gibt: 
du = 1; dq = Gy = 0; yg =— 4; 4g = —p; dg = a; 
d = — p*; ie = AP; gg = Us = Ogg = 0; gg = p. 
Die zugehörige Kurvenklasse wird: 
(22) p? — 2axt +2x=0. 
Der Schnittpunkt der Tangente mit der Achse der Parabel hat die Ordinate: 
ZEE 
pu 


Daraus geht hervor: 
Für die Kurven der Klasse (22) wird der Abschnitt auf der Hauptnormalen 


zwischen dem um u — — entfernten Punkt und dem Punkt, fir den die 


Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrümmungsradien hat, von 
der Kurve selbst halbiert. 


Der Parabel 


(23) (y —a) = 2px + p 
entspricht die Kurvenklasse: 
(24) p(® + 1?) = 21 (ax —1). 


1) Spieweck: Genauere Untersuchung der Kurven Ax + Br=C ; . Diss. Halle 1919. 


2€ 


- 
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Die Ordinate der Schnittpunkte der Scheiteltangente mit einer beliebigen 
Tangente ist: 


_ _P x 
U=—S.. 
Also : 
Für die Kurven der Klasse (24) halbiert der Punkt auf der Hauptnormalen, 
der den Abstand u — —£ - hat, den Abschnitt zwischen dem um den kon- 


stanten Abstand a von der Grundkurve entfernten Punkt und dem Punkt, für 
den die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrümmungsradien hat. 

Die Parabel, die in den Punkten z = 0, y = a und x = a, y = 0 die Achsen 
berührt, hat die Gleichung: 


(25) (x --y — af —4zy —0. 
Die Gleichung der zugehórigen Kurvenklasse ist: 
(26) ar — x + T. 


Der Schnittpunkt .der Parabelachse mit einer beliebigen Parabeltangente 
hat die Ordinate: | 


_(e—a)e 
a 


u 


Daraus ergibt sich also der Satz: 

Der Punkt auf der Hauptnormalenfläche der Kurven der Klasse (26), dessen 
Abstand sich zum Abstand der Krümmungsmittelpunktes verhält, wie der Abstand 
des Krümmungsmittelpunktes von dem um die konstante Strecke a von der Grund- 
kurve entfernten Punkte zu dem Abstand dieses Punktes vcn der Grundkurve, 
liegt ebensoweit von der Striktionslinie der Hauptnormalenfläche entfernt wie 
der Punkt, für den die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Haupt- 
krümmungsradien hat. 


Die Parabel | 
(27) (zr — a) = 2p (y. — 5) 


hat die X-Achse als Leitlinie. Die Schnittpunkte einer Sekante durch den Brenn- 
punkt mit der Parabel bilden mit dem Brennpunkt und dem Schnittpunkt mit 
der Leitlinie vier harmonische Punkte. Die Tangenten in den Schnittpunkten 
schneiden sich unter rechtem Winkel auf der Leitlinie. Die Abstände der Be- 
rührungspunkte von der Leitlinie verhalten sich also wie die Abstände dieser Punkte 
von der Geraden y — p, die durch den Brennpunkt geht. 

Die zugehórige Gleichung der Kurvenklasse ist: 

(28) p (x3 — 7) + 2axx = 2x. 

Zu jeder solchen Sekante durch den Brennpunkt gehóren zwei Tangenten, 
die auf der X-Achse denselben Abschnitt abschneiden, also denselben Torsionsradius 
ergeben, aber verschiedene Werte für die entsprechenden Krümmungsradien. 
Wegen der quadratischen Beziehung zwischen x und r gehören zu jedem Torsions- 
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radius gerade zwei Werte von Kriimmungsradien. Betrachtet man also solche 
Paare von Hauptnormalen der Kurven (28), die denselben Torsionsradius haben, 
so gilt die Beziehung: Die Entfernungen von der Grundkurve der beiden Punkte, 
für die die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrümmungsradien 
hat, verhalten sich zu einander wie ihre Entfernungen von der um die konstante 
Strecke p von der Grundkurve entfernten Kurve. 

Diese Beziehung behält auch noch ihre Gültigkeit für a = 0, d.h. für die 
speziellere Kurvenklasse: 

(28’) p (x? — 2) = 2x. 

Die allgemeine Kegelschnittgleichung (5) gibt eine Ellipse für a, > 0, die 
für a,,6 oder a,,0 < 0 reell, für a,,ö oder a,,0 > 0 imaginär ist. Bezeichnet 
man mit ß,, die adjungierten Unterdeterminanten zu den Elementen a,, in der 
Determinante: 


| a dig — ds 033/0313 Us | 
€ — 031 Age Ags = Gq, Ugg Aggy , 
— 0g — O33 Os | , 93 (gg Css 


so hat die Kurvenklasse (6) als Bildkurve eine Ellipse, da 6-a,, = f, ist, 


wenn: | 
Bin Bag — Big > 0 
ist. Die Ellipse ist reell für: 


Bu oder By, < 0, imaginär für: fj, oder Ba >-0. 
Die Kurvenklasse (6) hat als Mannheimsche Bildkurve einen Kreis für: 


By, = Bas; Big = 0, 

und eine Hyperbel fir: | 
Bi; Baz — Big < 0. 
Mit 6 = 0, d.h. dem Zerfall der Kegelschnittgleichung, wird auch € = 0. Die 
allgemeine quadratische Beziehung zwischen den beiden Krümmungen zerfallt 
in zwei lineare, also in ein Paar von Bertrandschen Kurven bzw. Schrauben- 
linien. 

Es lassen sich hier, wie natürlich auch für Kurven höheren Grades, geo- 
metrische Eigenschaften der ebenen Bildkurve auf Klassen von Raumkurven 
übertragen. 

In der Darstellung der Kurvenklassen (6) durch Kegelschnitte läßt sich 
auch leicht die Lage der folgenden Kurven auf der Hauptnormalenfläche zur 
Grundkurve überschauen: der Krümmungsmittelpunktskurve, der Striktions- 
linie, der Kurve, längs deren die beiden Hauptkrümmungsradien entgegen- 
gesetzt gleich sind. 

Den Tangenten vom Nullpunkt an die Bildkurve entsprechen die Punkte, 
für die x = oo, t = oo ist, also die singulüren Punkte, deren es zwei (ev. imaginüre) 
gibt. 

Im allgemeinen hat die Ellipse zwei, die Parabel eine, die Hyperbel zwei 
oder keine Tangente parallel zur Y- bzw. X-Achse. Dementsprechend haben die 
zugehörigen Kurvenklassen Punkte, für die x = 0 bzw. t = 0 wird. 
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Die Striktionslinie der Hauptnormalenfläche wird dargestellt durch die 
Fußpunktskurve zur Mannheimschen Bildkurve, bezogen auf den Koordinaten- . 
anfang als Pol. Ihre Ordinaten geben den Verlauf der Striktionslinie bezüglich 
der Grundkurve. Ein Schneiden der X-Achse entspricht also einem Schneiden 
der Grundkurve. 

Die Kurve, längs deren die Hauptkrümmungsradien entgegengesetzt gleich 
sind, wird durch die Mannheimsche Bildkurve selbst dargestellt. Für die Ellipse 
bleibt sie ganz im Endlichen, für die Parabel hat sie einen, für die Hyperbel zwei 
unendiich ferne Punkte. Sie schneidet die Grundkurve in höchstens zwei Punkten. 
Berührt der Kegelschnitt die X-Achse, so berührt diese Kurve entsprechend die 
Grundkurve; dafür ist stets x = oo; in demselben Punkte kreuzt aber auch die 
Striktionslinie die Grundkurve. Denn die Ordinaten der Fußpunktskurve werden 
nur für die Tangenten, die durch Nullpunkt gehen, zu Null. Die Striktionslinie 
kreuzt also ebenfalls höchstens zweimal die Grundkurve. 
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Über Konvergenz von trigonometrischen Reihen. 


Von A. Plessner in GieBen. 


Das folgende soll einen Beitrag liefern zu der viel behandelten Frage, wie 
man aus der Größenordnung der Koeffizienten a,, b, einer trigonometrischen Reihe 


(1) Z (a, cos n Ü + b, sin n 6) 


auf das Maß ihrer Konvergenzmenge schließen kann. Das erste nicht triviale 
Ergebnis in dieser Richtung erzielte Fatou!), der unter der Voraussetzung 
lim n (ja„| 4-15,]) = 0 bewiesen hat, daß die Divergenzpunkte von (1) eine 


Nullmenge bilden, oder anders ausgedrückt, daß dann die Reihe (1) fast 
überall konvergiert. Eine Verschärfung dieses Resultates brachten die Arbeiten 
von Jerosch und Weyl ?), auf Grund einer ganz anderen Methode, die auch bei 
Reihen, die nach allgemeinen Orthogonalfunktionen fortschreiten, anwendbar 
bleibt. Die letztgenannte Arbeit von Weyl wurde dann der Ausgangspunkt für 
eine ganze Reihe von Arbeiten, bei denen allgemeine Orthogonalfunktionen zu- 
grunde gelegt wurden. Inzwischen haben W. H. Young *) und Hardy *) für trigono- 
metrische Reihen sehr weitgehende Resultate gefunden mit Hilfe von Methoden, 
die mehr auf den Fall der trigonometrischen Reihen zugeschnitten sind. Ins- 
besondere bewies Hardy *) auf sehr einfache Weise einen Satz über allgemeine 
Fourierreihen, der auf die Fourierreihen von Funktionen, die samt ihrem Quadrate 
integrierbar sind, angewandt, ergibt, daß schon die Konvergenz von 


(2) 2 (a& + 53) (Ign)? 
genügt, um zu schließen, daß die Reihe (1) fast übérall konvergiert. Ein weiter- 
gehendes Resultat erzielten Kolmogoroff und Seliverstoff 5), indem sie auf die 


1) P. Fatou, Séries trigonometriques et séries de Taylor. Acta Mathem. 30 (1906), S. 335. 

2) F. Jerosch und H. Weyl, Über die Konvergenz von Reihen die nach periodischen Funk- 
tionen fortschreiten. Math. Ann. 66 (1909), S. 67. H. Weyl, Über Konvergenz von Reihen, 
die nach Orthogonalfunktionen fortschreiten. Math. Ann. 67 (1909), S. 225. 

*) W. H. Young, Sur les series de Fourier convergentes presque partout. Comptes Rendus 
155 (1912), S. 1480. 

*) @. H. Hardy, On the summability of Fouriers series. Proceedings of the Lond. math. Soc. 
(2) 12 (1913), S. 366. 

*) A. Kolmogoroff und G. Seliverstoff, Sur la convergence des séries de Fourier. Comptes 
Rendus 178 (1924), S. 303. 
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Jerosch-Weylsche Methode zurückgriffen. Sie beweisen nämlich, daß (2) ersetzt 
werden kann durch die Konvergenz der beiden Reihen: 
1 
2 2 ———— 

Z (aj + bj) n (n), Pann): 
wo u(n) < u(n +1). Hiernach kann der Faktor u(n) = (lgn)* durch 
(lg n)'+° (ô > 0) ersetzt werden, während für u(n) —lgn die zweite Reihe 
divergiert. Das Hauptergebnis dieser Arbeit besteht in dem Nachweis, daß in 
der Aussage des Hardyschen Satzes (Ign)? durch Ign ersetzt werden kann. Wie 
die letztgenannte Arbeit, knüpft auch die vorliegende an die oben zitierte 
Arbeit von Weyl an. 


§ 1. 

Wir beweisen zunächst einen allgemeinen Satz über Konvergenz von Folgen 
integrierbarer!) Funktionen. Wir setzen ganz allgemein voraus, die Funktionen- 
folge f, f2... sei definiert auf einer meßbaren!) Menge A (von positivem, end- 
lichem Maß) eines p-dimensionalen Raumes, dessen Punkte wir mit X bezeichnen; 
außerdem sollen die f, über A integrierbar sein. Wir setzen?): 


Dun = max. (fm — fur I» — fm, + + In — In) 
Pan = min. (fm — fm, Imrı — fay --- In — Im) 


J mn = Band X P — | mn d . 
/ J? " 


(n > m) 


Da die D, bzw. aa eine mit n aufsteigende bzw. absteigende Folge bilden, so 
gilt dasselbe von J,4 bzw. j,4,. Es existieren somit 


Im = Tim In, jm = lim ja. 


Der zu beweisende Satz lautet dann: 
Hilfssatz?): Ist 
(3) lim J, = lim j4, = 0, 


80 konvergiert die Funktionenfolge f., fo ...f,... fast überall (mit Ausnahme 
einer Nullmenge) auf À gegen endliche Grenzwerte. 


Beweis: Wir wählen 
e E1 > Eg > Egg...) 


so daB 
e, > 0 lim e, = 0, 
und ö,,ö3,.... so daß d, > 0. die Reihe 6, + 6, + --- konvergiert und 
5=2 6,. 


1) ,integrierbar^ und „meßbar“ sind in der vorliegenden Arbeit stets im Lebesgueschen 
Sinne gemeint. 

3) Unter max (f, fs... fa) bzw. min (fy fs... fa) verstehen wir die Funktion, die in jedem 
Punkte X als die größte bzw. kleinste Zahl unter den Funktionswerten fi (X), f:(X).., fa (X) 
definiert ist. . 

5) Vgl. hierzu H. Weyl loc. cit. $8 2. 3. 
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Aus (3) folgt die Existenz eines »,, so daß für alle m > », 
0Z= Jp <ed, (>> —e,6, 

und um so mehr: 

OS Jan < &, 46, , 0 2 Jua — & 6, (n>m2>»,). 
Es sei außerdem!) 

B. = A (PD, ,n = Ex) Cyn = A ( Pv mn = — €) (n > »,) 
und | 
B, = Bund Bar + +>: C, = Cur + Conte tee. 
In der Menge (A — B,) (A —C |) ist daher für jedes n > », und gleichmäßig für 
alle Punkte der Menge: 

$, n « Es — Qus > — Ex) 


also auch 
, — Ex € fa — fr, € &. 
Nun ist: 
e,m B,s = J,,n < €, 0, ; — & NC yn = Joye > — €, Ó, , 
also 
(4) MB,n < Ô,, mC,. <6,» 


Andererseits ist aber 
Buri < Bart <.... Crutr <'Cixrs Le, 
folglich ist | 
mB, =lmmBy, mC,=limmC,. 


Aus (4) folgt dann UT UT 
(4’) mB,=6,, mC,S6, 
und aus (4’), wenn man setzt | 
B=B,+B,+8,+:::, C=C,+¢€,+¢C,+--: 
(4) mB<ö, mCS6é. 


In der Menge A* = (A — B) (A — C) gilt dann folgendes: Zu jedem c läßt sich - 
ein » so finden, daß für n > » 

| —e<fa—fy <E 

gleichmäßig für alle Punkte von A*. Ist nämlich e, X e, 80 ist schon nach dem 

vorherigen sogar in (A — B,) (A —C,) > A* 


so daß » = », gewählt werden kann. Damit ist aber gezeigt, daB die Folge 
hi, fu»... in A* gleichmäßig (gegen endliche Grenzwerte) konvergiert. Nun 
wird sich, wie aus (4") folgt, wenn 6 genügend klein gewählt wird, m A* be- 
liebig wenig von m A unterscheiden, woraus die Behauptung des Hilfssatzes 
unmittelbar folgt. 


1) Unter A(fzz a) A(f Z%) verstehen wir wie üblich die Menge der Punkte von A, in 
denen die betreffenden Ungleichungen gelten. 
Journal für Matbematik. Bd. 155. Heft 1. 8 
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§ 2. 


Es sei 
(1) Z (a, cos x0 + b, sin x6) 
eine trigonometrische Reihe und 
$(0)20,... s,(0) = 2 (a. cos x0 + b, sin x0) 
seien ihre Partialsummen. 


Wir werden den Hilfssatz zur Anwendung bringen, und zwar wird hier für 
A das Intervall (0,2) und für f, s,(0) zu setzen sein. Es sind dann in der 
Bezeichnung des § 1 die Integrale J, und jm» abzuschätzen. Wir weisen nach, daß 


0 zm Im = f 0.46 <= KY, Z a + b?) lg x 

(5) "a E — — — 

OZ jun = / “Gmnd0=—KY SF (a? +52)lgx, 
0 €T 

wo K eine absolute Konstante bedeutet. 


Es genügt, die erste dieser Ungleichungen zu beweisen. Wir setzen zunüchst 
m — 1 voraus und betrachten 


Din = max (0,5,,54...5,) ; 
indem wir a, = b, = 0 setzen, kónnen wir das auch in der Form schreiben: 
A(0) 
®,,, = 2 (a, cos x0 + b, sin x6), 


wo die Funktion 4(0) nur die ganzzahligen Werte 1,2,...n annehmen kann. 
AuBerdem sei gesetzt: 


X, (6) = À (a, cos x0 —- b, sin +6) Vig x ; 


so daß 
1 323 . 
a, = | X,(t)ecosxt, b= :-- X,(t) sin xtdt (x z 2) 
| wel o "m . 
27 A(0) 
CREE! 3 cos x (6 — 1) x (t) dt 
st x= 2 | lg x 
Jin = 


2n 27 À(0) cos X (0 — t) 1 
^" nd0 = - —— n 
1 ef |. VE: t. Vigx we X, (t) dt 


4) cos x (0 — 1) 
== — Vigx 
Die Anwendung der Schwarzschen Ungleichung ergibt dann: 


1 per ub. 0 — 25 n 
(6) A<- af 1/2 con x (P "ala. f Xidt - LE (at + bi) ig, 


(in den beiden letzten Formeln ist für A(#) = 1 die — ( zu setzen). 


‚== lg 


27 2 bj 
wo L= 31 |/ Pis ias ) "| dt gesetzt wurde. 
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Wir werden zeigen, daß L < K?, wo K eine absolute Konstante ist, womit 
die Ungleichungen (5) für m = 1 bewiesen sein werden. Es ist 


na _. 4a’ RS | 
/ |, f "cos x (0 —10) 16 f D D) a» | dt 


=>  "Igx x=? gx 


04 sr 2n 49 cos x (0 — 1) 6 cos x (6° — t) ; 
(7) T J [/ ES Vigs igs | a en 
- _f SE "3 goce» ") de dv’, 
gr 


wo A(0, 6’) = min (4(0), 4(0')) gesetzt wurde. 








Setzen wir 
4 A | sin (m + 2) (0 — 0’) 
9 — 3 Om > +2,00 «(8 — 6) = eg 
2 sin ^ ——- 
2 
sin (206, 6") +5) (9 — 6’) 
0, — 3 1, Y ‘cos x (6 — 0") = —P — 
2 sin ge 
(0-- „9 ‚(0 -- 6’) 
; sin? (m + 1) -—— EL sin? 40, 6’) —9— 
ee be pa Ee quoc 
2 | 2. 
so folgt: 
46,9 cos x(6—0) Lo, o. 1 0) 6, 
AU Ign = Es gx Al lg( s + "LE du 1gA(9,6’) Ig2 
Cio 2 a ty (tt 
~ x-fMgx Ig(x +1) gern ^ "ER gi’ ^ Mg2 183 
O1 
T li 92 


(für A= 2 treten nur die beiden letzten Glieder auf). 
Aus (7) folgt dann, wenn wir noch negative Bestandteile weglassen, 


2m f'2n 53 2 
OSL a JE x=2 lee — lg(x +1) T lg(x + "m 1206 


e +f "f" m —1) Ig 7j) ado + f. M wi do af 
| 0 0 0 0 


= Li + Li + ls. 
In L, ist 
2 2 2 | 
gx — igi Ay TG ED 3) = ge) À xi(lgx)s s ig) at (gx) 
3% 
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und somit 


osh,s(i+, DS Y E etg ,40d6" 
s gs =.) J "f p (lez dé d 
25 n— 
= (+ 2) Eon "n 1.4040 = 2 (14 TAE da» x 


«4n (i 5) = 


Um L, und L, abzuschätzen, bedürfen wir des folgenden Lemmas. 
Lemma. Wenn F(6, 6’, t) = F(0',0, t), so ist: 


(10) | f MA 7 F(6, 6’, 4(6, 0 )) dé dé” | <2f *" 40 f 7 | F(6, 6", 2(6)) | de’. 
0 0 0 0 


Es sei Q das Quadrat 


(9) 


Erle 


00S 22, 0=6 S22 
Q, = (A(8)S A9). Qn = (AB) > A(O")) 4). 
Dann ist | | 
in Q,: À(0,0°) = (6), in Q,: A(0, 0’) = A(0') 
. und 
Q = Q: + Qs . 
Also folgt 


Jf re 6’, (0, 6" )) dé do’ N F(0, U' , À(0)) dôdf’ +J/ ro. 6”, 1(0')) dedo 
Jf F(9,U', A(0, 0 )) dude’ = s/fire 6’, 4(#)) | dó d6' - Miro 0',a(0")) | dudu' 
Q 


_ f^ d f^ | F(9, 6, 4(6)) | de, 
0 0 


womit das Lemma bewiesen ist. - 
In L, ist 
(4 00101 1 < 1 
Ig(A—1) 19827 (A—1)[lg(4—1)]? = (Ig 2)#(4 — 1) " 
da man nach der vorhin gemachten Bemerkung in L4, À = 3 voraussetzen darf. 
Die Anwendung des Lemmas (10) ergibt dann: 


$a ren T1 d0 de’ 
NEU / (0,6) —1 


(41) " ein? un = 


9 »2n en) (w)dé _ 6 x? 
rl if 


ow d "af 16) —1 = UN 
2 


iA 


2 sin? 


1) Siehe Anmerkung 1, S. 1%. 
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Auf L, wenden wir wieder das Lemma an: 


en | 8in (4(8) + 5) (6 — 0j 








/ ig dé’ 
HAE */ qx 7 ET 
sin —5—— 
25 an | sin(4(6) T > d 
lg 36), 2 gin Tu 
Nun ist: 
, |sin(A(6) + 3)" sin(25) 4 x) 
I TRE MC mnm -— À 
0 sin 9 sin > 


1 
- f+ f"s PEE +a [D < + nig A0) < 371840), 
0 1 1 


4(0) 


also 
: an 
(12) |Z,| <6x d0 = 1272. 
J 


Aus (6), (8), (9), (11) und (12) folgt somit, wenn K eine absolute Konstante 
bedeutet, 





[Sul e KV À at + gx. 
Hieraus folgt auch leicht die Ungleichung (5) fir beliebiges m. Denn 
Dan = max (Sn — Sm, Sm+1 — Smo - Sn — Sm) 
kann auch als @,, definiert werden, wenn man 


a, — b, =a, = b, =... dn = by = 0 
setzt. Also ist: . 
(6) Js KY, E atat 
und ebenso 
(52) Jun = — K Ë (a? + 5?) lgx. 
Setzt man die Konvergenz der Reihe - 
(13) Z (ai + bi) lgx 


voraus. so folgt aus (5) 
ImSKY E (at +o2ige 


jn = — —KV $. 2. (a? + b)lg x 
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und weiter 
(3) ‚im Ja = 0, lim jn =0. 
so daB die Anwendung des Hilfssatzes des § 1 den Satz ergibt: 
Satz I. Konvergiert die Reihe 
(13) PAC — bt)lgz 
so konvergiert die trigonometrische Reihe 
(1) J (a, cos x0 — b, sin x0) 


fast überall, d. h. für alle 9 mit Ausnahme einer Nullmenge. 


Unter Zuhilfenahme des Fischer-Rieszschen Satzes. kann man. wie un- 
mittelbar ersichtlich, dem Satz 1 auch die folgende Formulierung geben: 


Satz I’. Ist f(6) eine samt ihrem Quadrate integrierbare Funktion und 
(14) f(9) ^» 7 Ta, cos x0 — B, sin x9 


ihre Fourierreihe, so ist die Reihe: 
a, 608 xÜ — p, sin 29 


15 Ze - cos 0 + sin 6 — X» 
( ) ay By z—2 Vlg x 


2 
fast überall konvergent. 
Bezeichnen wir mit $,(0) die n-te Partialsumme der Fourierreihe (14). d. h. 


$4,(0) = > +2 (us cos x0 -- D, sin x6). 


so folgt aus einem Satz von Kronecker !), daß an jeder Konvergenzstelle der Reihe 
(15) die Beziehung 


(16) lim ——— 





gilt. In Verbindung mit Satz I’ ergibt das: 


Satz II. Bedeutet S,(@) die n-te Partialsumme der Fourierreihe einer samt 
ihrem Quadrate integrierbaren Funktion, so gilt fast überall die Gleichung (16). 


§ 3. 
Die trigonometrischen Reihen (1), bei denen die Reihe (13) konvergiert, 
‚und deren Konvergenz wir nachgewiesen haben, sind Fourierreihen einer Klasse 
von Funktionen, die samt ihrem Quadrate integrierbar sind. In diesem Abschnitt 
wollen wir gewisse Eigenschaften dieser Funktionsklasse angeben, insbesondere 
auch sie zu charakterisieren suchen, ohne Zuhilfenahme der Fourierkoeffizienten. 
Wir bezeichnen die Funktionen dieser Klasse mit f(0) und setzen: 


f(0) ^» Z (a, cos x0 + b, sin x6) 


1) L. Kronecker, Quelques remarques sur la determination des valeurs moyennes. Comptes 
Rendus 108 (1886), S. 980. 
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(0,1) = f(0 +t) — (6 —0, v(t) = f "Lp(6, n ae 
0 


p(#,t) = f(0 4- t) + f(0 —t) —2f(0), — p(t) = f " [v(6, t)]? dé. 
0 


Dann gilt der folgende Aquivalenzsatz: 
Satz III. Für die Funktionen f(0) der von uns betrachteten Klasse sind die 


p(t) vo 
t 


Funktionen in 0 = t € 2x integrierbar, und umgekehrt, wenn für eine 


quadratisch integrierbare Funktion /(0) eine von diesen Funktionen integrierbar 
ist, so gehört sie zu der von uns betrachteten Klasse, d.h. 2(a? + b?)lgx ist 
konvergent. 


Wir erbringen den Beweis nur für die Funktion vn da er für 22 ganz 
analog verläuft. 
Es ist 
(6, t) rv £2 (b, cos x0 — a, sin x0) sin xt 
und nach dem Parsevalschen Satze 
27t : . 
(17) y(t) = f [ (0, t) dt = in E (a? + b*) sin? xt. 
0 
Es sei 
Pn(t) = an E (a! + b?) sin? xt. 


Dann sind die £40 


, wie man unmittelbar sieht, integrierbar, und es ist 


Gilt) — qat) — 


und 
lim gt) _ _ v(t) 
ne t 7 
Nach einem bekannten Satze ist a dann und nur dann integrierbar 
wenn | 


+2 
im / "Pa 
endlich ist. Nun ist aber 
2 
f^ *)aoani: uL) tar. 


a 


an sin? xt 


Es ist aber leicht zu zeigen, daß I genau von der Ordnung lgx 


ist, d. h. lim f me ) dt ist dann und nur dann endlich, wenn Z(a* + bi) lg x 
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konvergiert, woraus die Behauptung folgt. Aus der Existenz des Integrals von 
"e folgt wegen der Formel: 


molt), f f Det 0) 


auch die Existenz des Doppelintegrals auf der rechten Seite und hieraus ergibt 
sich nach einem Satz von Fubini !): 


Satz IV. Für die Funktionen /(0) der von uns betrachteten Klasse existiert 
fast überall das Integral 


2n — — 2 
f ern m9, 
0 
und stellt eine integrierbare Funktion dar; dasselbe gilt vom Integral: 
Fe [/(0 + 0 + f(0 —0 —2f(0)1 „ 
t 
0 


Über die Funktionen g(t) und y(t) wollen wir noch den folgenden Satz 3) 
beweisen. 

Satz V. Gehört f(#) der von uns betrachteten Klasse an, so gelten die Be- 
ziehungen: 


(18) lim lg 1 g(t) 20, X limlg 1 p(t) = 0. 
t—»0 t t—0 t 


Beweis: Wir setzen 

(19) a, = a, Vigx, Br = 6, Vigx; 
dann ist die Reihe 2(a? + £?) konvergent, und man kann zu jedem e ein » so 
finden, daß 


o,— 2 (ah + ft) <e. 
Nun ist nach (17) und (19) 


lg, e(t) — Ang ı £ (at + Bt) 
(20) E 


in 
-Anlg A E Anl. E+ 4alg | Y = M, + M,+ Ms. 
a 1 


[s 


gin? xt 
lgx 


Tv 
1) @. Fubini, Sugli integrali multipli. Rend. d. R. Acc, dei Lincei (5) 16, I. (1907). 
3) Wie aus dem Beweise ersichtlich ist, kann man den Satz V folgendermaßen verallgemeinern: 
Ist für die Fourierreihe von f(8) 2 (a? + 5?) u (x) konvergent und wächst # (n) monoton ins unend- 
2 4 
liche, so daB noch ata) (bzw. um’ wenn man nur y(t) betrachtet) von einer gewissen Stelle 


an monoton ins unendliche wächst, so gelten lim « (1) y(t)=0, limu (+) w(t) =0. Unter 
t—0 t t—0 t 


einschränkenderen Voraussetzungen für «(n) lassen sich auch die Sätze Ill u. IV entsprechend ver- 


allgemeinern. 
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Es gibt dann zunächst ein 6,, so daß für t< 6, — 
(24) M, =4nlg LE <hne 


1 . 
je i E (gi "A 210 À 
M, < Ant lg 4 2, (a A = Ant lg 4 M4. 


In M, führen wir partielle Summation aus: 
: . B , 
1, = 24 gn * n oy (37 0)* 
Mis 2+ BO La ign 


_ 412 412 
0, (» + 1)? Du (x + 1)? “2 “(2 [1] 2e [+ 
= lg (» 4 i) BER le(x + 1) — lgx 0x — sel < w[£] N 


wo NH die größte ganze Zahl, die in E enthalten ist, bedeutet; dann ist 


4 2 

1 [7] 

(22) M, « án i31lg pU T1] <êre 
[| 

also mit e beliebig klein. 
Anlg 0 
2 2 t l 
top arte 00 D. 


(23) M,<Anlg ler lg x ig ((=] +1) 
.t t 


Mit (20), (21), (22) und (23) ist die erste der Beziehungen (18) bewiesen. Für 
die zweite verlüuft- der Beweis ganz analog. 
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Von der Umkehrung eines einzelnen Abelschen Integrals. 


Von Bernhard von Ludwig in Berlin. 


—— - —— 


Es ist bisher noch nicht gelungen, das vollständige System der voneinander 
unabhängigen, notwendigen und hinreichenden Bedingungen zu bestimmen, unter 
denen der allgemeine Ansatz 


(Te Vy) 
(I) | u = À f R, (x, y) dr (A =1,2,...n) 
(cy, dy) 
im bekannten Sinne eindeutig umkehrbar wird, wenn die Anzahl n der von einander 
linear unal-hüngigen rationalen Funktionen /2,(z, y) von x und von der algebraischen 
Funktion y von + beliebig ist. So hat z. B. die Frage noch keine Beantwortung ge- 
funden, ob, wenn p das Geschlecht der betreffenden Riemannschen Fläche bedeutet, 
unter den R,(x, y) die sämtlichen p linear unabhängigen Integranden 1. Gattung, 
sei es explicite, sei es. implicite (d. h. linear und homogen durch die A,(z, y) aus- 
drückbar) vorkommen müssen. In früheren Arbeiten habe ich diverse Beiträge 
zur Aufstellung der genannten Bedingungen geliefert und unter anderem gezeigt, 
daß der obige Ansatz nur dann eindeutig umkehrbar sein kann, wenn n = p, oder 


wenn b --p-.1zn >, + p ist, je nachdem das ,,Polygon’* ®, zu welchem 


die Integranden A, „gehören“, einen Grad b = 0, oder 5 | 0 besitzt, und daß 
andererseits diese eindeutige Umkehrbarkeit auch immer wirklich besteht, wenn 
n seinen Maximalwert b + p -- 1 (resp. p) hat!) (Math. Ann. 77 (1916), S. 369 
und J. f. Math. 154 (1924), S. 50 ff.). Ist nun aber auch hieraus zu schließen, daß 
n in den Fällen b = 0,2,3 bzw. die Werte p, p + 1, p + 2 haben, also die H, 
nach dem /tiemann-Rochschen Satze ein vollständiges System linear unabhängiger 
Integranden bilden müssen, die zum Polygon % ,,gehóren^', so ist eben nur für 
die drei niedrigsten Werte von b (der Wert b = 1 bleibt bekanntlich ausgeschlossen) 


!) Daß die letzgenannte Ainreichende Bedingung der eindeutigen Umkehrbarkeit durchaus 
keine notwendige ist, wird allein schon durch das sogenannte erweiterte Umkehrproblem von 
Clebsch und Gordan bewiesen, welches eindeutig lösbar ist. obwohl hier rn. anstatt gleich b + p —1 


zu sein. nur den Wert P + p besitzt. 
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.das Auftreten der sämtlichen p Integranden 1. Gattung als ein notwendiges hiermit 
dargetan; daß aber die gleiche Notwendigkeit auch für andere Werte von b besteht, 
dafür ist ein Beweis bisher. noch nicht bekannt geworden. 

Mit den allereinfachsten Mitteln dagegen,.(zu denen z. B. die sonst meist 
verwendete konforme Abbildung der Riemannschen Fläche durch Abelsche Inte- 
grale doch gewiß nicht zu zählen ist!), läßt sich der Fall n = 1, mit dem wir 
uns hier hauptsächlich beschäftigen wollen, völlig erschöpfend behandeln: 

Wir nehmen also an, es sei ein einzelnes Abelsches Integral durch die 
Gleichung 
(7) 

(II) | v= / R(x, y) dx 

(e, 4) 

definiert, wobei (c, d) eine fest gegebene, (x, y) eine variable Stelle der für y als 
einer algebraischen Funktion von x konstruierten Riemannschen Flüche bedeuten, 
und fragen, unter welchen Bedingungen diese Gleichung eindeutig umkehrbar 
wird, derart, daß durch jeden nicht singulären Wert von v eine und nur eine Stelle 
(r,y) als obere Integrationsgrenze bei passender Wahl des Integrationsweges 
bestimmt wird, indem sich hierbei z und y als eindeutige Funktionen der unab- 
hangigen Variablen v ergeben. 

Bekanntlich kann man in der Terminologie von Dedekind und Weber die 
rationale Funktion R (x, y) von x und y als Quotient von ,,Polygonen‘‘, d. h. von 
Aggregaten mehrerer Stellen der Riemannschen Flüche symbolisch in der Form 


R= 15 darstellen, wenn © als ,,0bereck‘* von # = R (x, y) das System aller 


Nullstellen von À und U als ,,Untereck*‘ von /? das System aller Unendlichkeits- 
stellen von A in der Weise bilden, daB die betreffenden Stellen genau so oft in 
$? resp. ll enthalten sind, wie die Ordnungszahlen des Null- oder Unendlichwerdens 
von À an diesen Stellen angeben, und wenn ® ein beliebiges Polygon bedeutet. 
Der Sinn der symbolischen Gleichung ist dann der, daß die Ordnungszahl der 
Entwicklung von R an einer beliebigen Stelle (x, y) übereinstimmen muß mit der 
Differenz m — n, falls (x, y) in dem als Komplex von © und ® gebildeten Polygon 
© -598 genau m-mal und in dem analog gebildeten Polygon Ul.‘ genau n-mal 
enthalten ist. Offenbar läßt sich durch geeignete Wahl von ® die Gleichung für 
H auch auf die Form 
9. 0. U, 


bringen, wo U, als Untereck von x das System der unendlich fernen Punkte der 
Riemannschen Fläche bedeutet, während das ,,Verzweigungspolygon'' 3, alle Ver- 
zweigungspunkte, und zwar jeden so oft enthalt wie die Ordnung der betreffenden 
Verzweigung angibt. Die Gleichungsform (1) hat aber, wie aus der Theorie der 


Abelschen Integrale bekannt ist, für das gegebene Integral f R (x, y) dx noch 
die besondere Bedeutung, daB in allen birationalen Transformationen von den 


für beliebige unabhängige Variable definierbaren Polygonen nur ll, und 3, sich 


ändern, während die Polygone X und 8 beim Ubergang zum neuen Integranden 
4* 
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völlig ungeändert bleiben. Da nun bekanntlich durch birationale Transformationen, 
welche ja für die Frage nach der eindeutigen Umkehrbarkeit von (II) offenbar 
völlig belanglos sind, stets bewirkt werden kann, daß U, und 8, weder miteinander 
noch mit den festen Polygonen 9, 8 eine Stelle gemein haben, so dürfen wir ohne 
jede Beschränkung der Allgemeinheit — und dies soll im folgenden stets ge- 
schehen — voraussetzen, daß in (1) nicht nur A und $8, sondern überhaupt je 
zwei der vier Polygone 9, 8, 1, 8. „relativ prim‘‘ zueinander sind. 

Wenn nun $8 die Stellen (z, y) = (a, &,) je n, (o = 1,2,...1) mal ent- 
hält, was durch die symbolische Gleichung 


(2) 8 = (a By)” (0s Ba)”: (a Bi)” 
ausgedrückt werden möge, und woraus sich also für den ,,Grad*' b von 8 der Wert 
(3) b=n+ns+:...rm 


ergibt, so sind dies bekanntlich die einzigen Stellen, an denen das durch (II) 
definierte Integral » unendlich wird, und zwar genau (nm, — 1) Ordnung 
(o = 1,2,...1), resp..rein logarithmisch, falls n, = 1 ist, eine Tatsache, die wir 
durch die kurze Redewendung ausdrücken wollen, daß der Integrand AR (x, y) 
von (II) zu dem durch (2) definierten Polygon $8 „gehört“. 

Ist andererseits (x, y) = (a, B) irgendeine im Polygon 9 auftretende Stelle, 
so ergibt sich aus unseren Bemerkungen in ihrer Umgebung für R eine Entwick- 
lung von der Form 

R(z,y)=e, (x — ay + 64 (z— a)*! +...., 
worin k eine positive ganze Zahl bedeutet, wührend von den Koeffizienten c der 
erste als von Null verschieden anzunehmen ist. Da hier somit logarithmische 
Bestandteile bei der Integration nicht auftreten kónnen, so erhalten wir an der 
Stelle (a, 8) für das Integral v die Darstellung 
pC = pty eat eats 

worin sich C, nachdem man über den Integrationsweg bis in die Umgebung von 
(a, B) in ingondeiner Weise verfügt hat, als wohlbestimmte Integrationskonstante 


ergibt. Wegen i +0 folgt aber hieraus nach einem bekannten Theorem 


kx 
(von Weierstraß), daß sich x in der Umgebung von v — C und x =a als (k + 1)- 
deutige Funktion von v verhält !); es muB also, damit (II) eindeutig umkehrbar 





1) Dies ist auch durch beiderseitige Wurzelausziehung nach dem binomischen Lehrsatze: 
GOT = ea) | + +e @—a) + ea tat... 
eicht zu erkennen; denn da hierin für den ersten Koeffizienten g, einer der k +1 von Null ver- 





1 
c — © 
schiedenen Wurzelwerte ( Je zu setzen ist, so ergibt sich nach dem gewóhnlichen Satze 


k 4-1 
über die Inversion von Potenzreihen für unabhüngige Werte von v — C von hinlänglich kleinen ab- 
Ca 1 2 


soluten Beträgen sofort die Umkehrung 2x — a = e, (v — cy *1 + eg (c — crt} Tc, wobei 
wiederum e, = at O ist. 
1 


v. Ludwig, Umkehrung eines einzelnen Abelschen Integrals. 29 


ist, k = 0 sein, und als eine notwendige Bedingung der eindeutigen Umkehrbarkeit 
von (II) ergibt sich somit, daB sich Gleichung (1) auf 
WU, 

(4) R= 3-3 3. 
reduzieren und demgemáfl b + 2 p — 2 = 0 sein muß, wie man, da Nenner und 
Zähler in (4) den gleichen Grad besitzen, nach elementaren Beziehungen aus der 
Theorie der algebraischen Funktionen unmittelbar erkennt. 

Es kann also das durch (II) definierte Integral v nur dann eindeutig um- 
kehrbar sein, wenn entweder der Fall 

I, wo p —1, b —O ist, oder der Fall 

II, wo p = 0, b = 2 ist, 
vorliegt; und es bleibt nur noch zu untersuchen, ob diese notwendige Bedingung 
für die eindeutige Umkehrbarkeit auch eine hinreichende ist. 

DaB dies für den Fall p = 1, b = 0, d. h. für ein Integral 1. Gattung vom 
Geschlechte 1 zutreffen muB, wird in der Regel mit Hilfe von Thetafunktionen 
umständlich bewiesen. Ein anderer Beweis, welcher wenigstens in bezug auf Kürze 
und Einfachheit nicht mehr zu überbieten sein dürfte, ist der folgende: 

Aus den soeben erwühnten elementaren Beziehungen folgt direkt aus (1), 
daß für die Gradzahl a des Polygons 3X stets die Gleichung a = b + 2 (p — 1) 
besteht, und daß daher (1) hier wegen p = 1, b — 0 in 


U.. U, 
5 — t 
(5) 3. | 
übergeht. Gabe es nun noch eine von (x, y) verschiedene Stelle (z', y’), welche 
die Gleichung (II) ebenfalls befriedigt, so kônnte sich, wie sofort zu sehen, das 
(^ y^) 
Integral f R(z, y)dx von Null nur um ganzzahlige Vielfache der beiden Periodi- 


(2, y) 
zitátemoduln unterscheiden, woraus nach der bekannten Umkehrung des Abelschen 


Theorems, weil hier p = 1 ist, auf die Existenz einer rationalen Funktion 9 (z, y) 
von z und y zu schlieBen ware, welche nur an der Stelle (z', y') verschwindet und 
nur an der Stelle (x, y) unendlich groß wird, und zwar je 1. Ordnung. Offenbar 
kann es aber des Residuensatzes wegen eine solche Funktion hier überhaupt nicht 
geben (denn sonst existierte eine algebraische Funktion S(z, y) = y (z, y) . R(z, y) 
von z, welche, wie aus (5) unmittelbar folgt, in der ganzen Riemannschen Flüche genau 
eine einzige Residualstelle besäße), und wir sehen daher, daß durch (II) im Falle 
p=i1, b=0 x und y für alle endlichen v-Werte, denen überhaupt Stellen der 
Riemannschen Fläche entsprechen, als schlechthin eindeutige und selbstverständlich 
auch doppelt periodische Funktionen von v definiert werden. 

Andrerseits ergibt sich für (II) in der Umgebung einer ganz beliebigen Stelle 
(zo, yo) der Riemannschen Fläche wegen (5), wie leicht ersichtlich, stets eine Ent- 
wicklung 

(6) 9 — vo = C$, ct? +----, 
worin c, unter allen Umständen von Null verschieden ist. Dabei bedeutet v, den 
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(zu Ye) 
Wert des Integrals f R(x, y) dx in einem beliebig gewählien Periodenparallelo- 


(e, d) 
1 


. — 1 
gramm, und für t ist (2 — x)“ oder z u setzen, je nachdem (2%, yg) eine 


Stelle im Endlichen von der eventuell verschwindenden Ordnungszahl pu — 1 
der Verzweigung ist, oder im Unendlichen liegt, wo ja, wie wir voraussetzen 
durften, keine Verzweigung stattfindet. Wegen c, +0 folgt nun hieraus als 
Umkehrung eine Darstellung von der Form 
(7) = yet —%) + Ye(v — v9)? + °°: 

mit wohlbestimmtem Konvergenzkreis A, dessen Radius stets von Null ver- 
schieden ist, wie sich aus dem Satz über die Umkehrung von Potenzreihen un- 
mittelbar ergibt. Hierbei sind die Konstanten y,, y,,... eindeutig. durch 
die Koeffizienten c,c,,... von (6) bestimmt, die ja ihrerseits, wie bekannt, 
lediglich von der betreffenden Entwicklung von A(z, y) abhängen, von dem ge- 
wählten v, aber ganz unabhängig sind. Folglich gilt auch die Entwicklung (7) 
für jedes Periodenparallelogramm, d. h. sie bleibt völlig ungedndert, wenn man 
bei der Wahl von vg zu einer kongruenten Stelle eines anderen Periodenparallelo- 
gramms übergeht. 


Da nun jedenfalls für y oder für ; an der Stelle (ry, yg) eine nach ganzen 
positiven Potenzen von t fortschreitende Entwicklung existiert, so folgt aus (7), 
daß nicht nur x oder » sondern auch y oder 1 an der Stelle v =v, den 


Charakter einer ganzen Funktion von v haben, daf also x und y an jeder im 
Endlichen gelegenen Stelle v = vy, an der sie als Funktionen von v überhaupt exi- 
stieren, den Charakter einer rationalen Funktion dieses Arguments besitzen müssen. 


Es bleibt also nur noch übrig, die durchgängige Existenz dieser Funktionen 
zu beweisen, was sich sehr einfach in folgender Weise erledigen läBt: 

In jedem Periodenparallelogramm seien die in endlicher Anzahl vorhandenen 
Stellen v = of) (A = 1,2,...) markiert, welche sich aus (II), da wir es gegen- 
wärtig mit einem Integral 1. Gattung zu tun haben, für alle im Polygon U, ent- 
haltenen unendlich fernen Punkte der Riemannschen Flache ergeben. Die Kon- 
vergenzkreise K, der zugehórigen Entwicklungen (7) denken wir uns konstruiert 
und dann noch jeden derselben konzentrisch beliebig so weit verkleinert, daB sich 
die Kreise gegenseitig vóllig ausschlieBen, was, weil die Umkehrung von (II) nach 
unserer jetzigen Voraussetzung, wie wir sahen, für endliche Werte von v nicht 
mehrdeutig sein kann, die v(? also alle voneinander verschieden sein müssen, 
stets móglich ist. 

Der in jedem Blatt der Riemannschen Fliche um den Nullpunkt geschlagene 
große Kreis O;, dessen .iußeres die durch die zugehörige Entwicklung (6) be- 
stimmte Umgebung des betreffenden unendlich fernen Punktes darstellt, läßt 


sich dann wegen Stetigkeit dieser für i- t = 0 verschwindenden Potenzreihe 
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(6) offenbar noch derart vergrößern, daß die Gleichung (6) für alle außerhalb 
des Kreises gelegenen Stellen (x, y) nur solche Werte von v ergibt, welche in den 
entsprechenden, verkleinerten Kreisen K; liegen. Das /nnere und die Peripherie 
jedes der so vergrößerten Kreise O; betrachten wir dann als ein gleichfalls mit 
O, bezeichnetes endliches Gebiet der Riemannschen Fläche,- welches mit dem 
auBerhalb und auf der Peripherie der Kreise K; sich erstreckenden Teile V' der 
komplexen v-Ebene offenbar in der Beziehung steht, daß alle Stellen (x, y) der 
Riemannschen Fläche, für welche die vermöge (1I) ihnen entsprechenden v-Werte 
in V' liegen, notwendig den Gebieten O, angehóren müssen. 


Ist nun (z, y) = (xo, Yo) eine ganz beliebige, im Inneren oder auf der Be- 
grenzung der Gebiete O, gelegene Stelle, so gilt dort für x, wie sich durch das Er- 
heben der betreffenden Gleichung (7) in die u-te Potenz unmittelbar ergibt, stets 
eine Darstellung von der Form 

(8) X = Ly + 1 (0 — ve) + ya (o —%)? sss 
deren Konvergenzkreis C einen sicher von Null verschiedenen Radius r besitzt. 
Dabei lassen sich die Koeffizienten y;, ys, . .., von denen die # — 1 ersten natür- 
lich verschwinden müssen, aus den y,, y, ... in einfachster Weise berechnen. 
Es spielen also auch die wirklichen Verzweigungsstellen der Riemannschen Fläche 
(u > 1) hier gar keine für uns wesentliche Rolle mehr. 


Offenbar kann man den Radius r des Konvergenzkreises von (8), da er 
nach unseren früheren Ausführungen nur von (2%, yg) abhängt, von dem für v, 
gewählten Periodenparallelogramm aber unabhängig ist, in dem betreffenden Ge- 
biete O, als eindeutige Funktion r (&,, £',) der reellen Koordinaten der komplexen 
Zahl x, = &, + LE, betrachten; solange indessen kein exakter Beweis dafür vor- 
liegt, daß diese Funktion auch überall als eine stetige zu gelten hat, ist es völlig 
unzulässig, die Existenz eines Minimums aller dieser Werte von r (&,, £y) zu be- 
haupten, welches dann ja natürlich von Null verschieden sein müßte. Wohl 
aber existiert für diese Größen in dem betreffenden O; und folglich auch in der 
Gesamtheit dieser endlichen Gebiete bekanntlich unter allen Umständen eine 
„untere Grenze" u (in der Terminologie von Weierstraß), und daß auch diese 
nicht verschwindet, muß nun erst sorgfältig bewiesen werden: 

Nach dem bekannten Weierstrassschen Satze gibt es im Inneren der Gebiete 
QO, oder auf ihrer Begrenzung mindestens eine Stelle (x, Yo) = (Zo; yo), deren 
zugehöriges r mit r bezeichnet sein möge, von der Beschaffenheit, daß für alle 
Stellen (z,, yg) innerhalb einer beliebig kleinen, den Gebieten O; angehörigen Um- 
gebung U von (z,,Y,) die untere Grenze der zugehörigen r ebenfalls den Wert u 
besitzt. Für U wählen wir eine um (x,, yg) herum abgegrenzte Kreisfläche (bzw. 
kreisfórmige Windungsfläche), insoweit sie innerhalb der Gebiete O; liegt, welche 
so klein ist, daß für alle in ihrem Inneren und auf ihrer Begrenzung gelegenen 
Stellen (z,, yg) der absolute Betrag | vy — v, | der an der Stelle (zo, ¥9) geltenden 
Potenzentwicklung (6), die ja hier für x = x, die Form 


1 2 
vg — Vo = Cy (Lp — Lo)” + Ca (To — Lo)” +. 
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annimmt, höchstens den von Null verschiedenen Wert 3 besitzt. Wegen der Stetig- 


keit dieser für z, — z, verschwindenden Potenzreihe ergibt sich dabei der Radius 
von U sicher als eine von Null verschiedene GróBe. Es genügen dann nicht 
nur alle diese (x: Ye), wenn wir unter v, *, die entsprechenden v-Werte ver- 
stehen, für z = x, und ? = v, der nach dem Schema (8) für die Stelle (x, Ye) 
zu bildenden Umkehrungsgleichung 


(9) z= Lo t+ yv — 0%) + ys(e — V0) oss 
deren Konvergenzkreis C ja den Radius r besitzt, sondern es können die eigenen 
Umkehrungsgleichungen (8) dieser Stellen (zo, 7.) nach dem Taylorschen Satze 


auch direkt aus (9) abgeleitet werden, so daß ihre, um die zugehörigen Stellen 
v = vy beschriebenen Konvergenzkreise C mindestens bis an die Peripherie von 


C heranreichen, also notwendig je einen Radius r > y besitzen müssen, denn 
wegen | 1) — t% | <> kann vg nicht um weniger als um 5 
des um v, beschriebenen Kreises C entfernt sein. Folglich muß nach dem Weier- 


von der Peripherie 


r » 
straßschen Satze auch u > ;-, also sicher eine von Null verschiedene positive 


Größe sein. 

Nach diesen Vorbereitungen sind wir imstande, die Frage, ob x und y als 
Funktionen von v überall existieren, oder, mit anderen Worten, ob jedem beliebigen 
Werte von v eine die Gleichung (II) befriedigende Stelle (x, y) der Riemannschen 
Fläche wirklich korrespondiert, in dem jetzt betrachteten Falle p = 1, b = 0 
sofort vollständig zu beantworten: Ist v ein beliebiger endlicher Wert, so liegt 
er entweder in einem der von uns konstruierten Kreise X, (A — 1,2,...) oder 
im Restgebiet V' der komplexen v-Ebene. Im ersten Falle ist die Existenz der 
Funktionen x und y an der Stelle » durch die für den betreffenden Kreis geltende 
Entwicklung (7), die sich ja hier als Umkehrung von (6) auf die Umgebung 
einer ganz bestimmten Stelle des Polygons ll, bezieht, unmittelbar gesichert. 
Im zweiten Falle dagegen sind die folgenden beiden Tatsachen von entscheidender 
Bedeutung: 


1. Es gibt auch in V’ Stellen v = v,, in denen x und y als Funktionen von 
v existieren. (Da wir uns die Kreise K, willkürlich verkleinert denken konnten, 
80 steht es uns jederzeit frei, den Bereich V' durch Ringgebiete, in denen diese 
Funktionen existieren, zu erweitern.) 

2. An keiner in V' gelegenen Stelle v = v,, welcher ein bestimmter Punkt 
(x, y) = (Zo Yo) der Riemannschen Fläche wirklich entspricht, kann der Kon- 
vergenzradius der zugehörigen Entwicklung (8) unter den von v, ganz unab- 
hängigen, von Null verschiedenen, festen, positiven Betrag u herabsinken, (denn da 
vo in V' liegt, muß der korrespondierende Punkt (x,, yo), wie wir sahen, notwendig 
einem der Gebiete O, angehören usw.). 

Hiernach ist klar, daß man von irgendeiner der ad 1. genannten Stellen 


al \ 
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© = v, ausgehend jede in V’ gelegene, willkürlich vorgeschriebene Stelle v von end- 
lichem Wert unter allen Umständen bei der analytischen Fortsetzung. der Funktion 
x auf Grund der betreffenden Entwicklungen (8) wirklich erreichen, also dem 
Existenzbereiche dieser Funktion einverleiben kann. Dem Fortsetzungswege, 
der von v, bis v führt, entspricht dabei eine ganz bestimmte, von der betreffen- 
den Stelle (z,,%,) ausgehende Bahn von x in der Riemannschen Fläche, wodurch 
auch die zugehörigen y-Werte sofort mitbestimmt werden. 

Unseren obigen Resultaten gemäß müssen daher x und y eindeutige, doppelt- 
periodische Funktionen von v sein, welche im Endlichen überall den Charakter 
einer rationalen Funktion besitzen und daher, wie bekannt, als Quotienten ganzer 
transzendenter Funktionen allgemeingültig darstellbar sind. 

In bezug auf den Fall p = 1, b = 0 haben wir also für unsere Umkehrungs- 
funktionen, wenn wir hierunter alle rationalen Verbindungen von x und y verstehen, 
die die elliptischen Funktionen charakterisierenden Fundamentaleigenschaften, 
ohne, wie üblich, die Theorie der Differentialgleichungen, oder die der konformen 
Abbildung, oder gar die der Thetafunktionen irgendwie zu benutzen, auf ganz 
direktem Wege höchst einfach hiermit sämtlich nachgewiesen. 

Was nun den Fall II, wo p — 0, b — 2 ist, anbelangt, so läßt sich be- 
kanntlich bei verschwindendem p die Riemannsche Fläche durch birationale Trans- 
formationen auf die gewöhnliche komplexe Ebene reduzieren, so daB R (z, y) = R (z) 
d. h. als eine rationale Funktion von x allein angenommen werden kann, wobei 
die symbolische Gleichung (1) in 

U, U, 


(10) R = “5 


übergehen muß, denn bei fortfallendem 8, kann hier wegen b = 2 offenbar auch 
das Zählerpolygon # nicht auftreten. Auch hier kann % als relativ prim zu U, 
angenommen werden, denn, sollte bei der angewandten birationalen Transformation 
etwa eine Stelle von 8 ins Unendliche gerückt sein, so läßt sich dies durch eine 
weitere linear gebrochene Substitution für x leicht wieder rückgängig machen. 

Da hier 5 =2 ist, so sind als einzige Unendlichkeitsstellen der rationalen 
Funktion R (x) im Polygon B zwei von einander verschiedene Stellen x = a,, a, 
je einmal, oder nur eine Stelle x = a zweimal enthalten. In dem einen oder 
anderen Falle müssen also hinsichtlich dieser im Endlichen gelegenen Stellen 
fir R(x) Entwickelungen von der Art 


R (x) = ——— at $$ (x — a) 


R(x) = 





(x — ag), 


oder von der Art R(x) = UU. + (xr — a) bestehen, worin B, $,, Ps ge- 


wöhnliche Potenzreihen und a einen konstanten Koeffizienten bedeuten. Nach den 
Elementen der Funktionentheorie kann sich daher R(x) im ersten Falle von der 
Funktion a( 1 __1_ , im zweiten Falle von der Funktion 5 

T — a, r— — as (x — a) 
Journal für Mathematik Bd. 155. Heft 1. 5 
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nur durch eine additive Konstante unterschieden, und diese Konstante muß ver- 
schwinden, da ja R(x) wegen (10) für x = oo von der zweiten Ordnung Null wird. 
Unser Integral (II) geht also hier über in 














ff” = ff 4 — To CIE 
vof Rad = f Za, ga) = a log l7 alog a? 
resp. in 
T a a a 
v -/ (gape > late a 
woraus sich sofort die eindeutigen Umkehrungen 
a, (C — a,) e* — a, (c — a4) a 
pm —— " resp. z — a — ———— ergeben. 
(c — a,) e" — (c — a4) 7 ca 


Mit Rücksicht darauf, daß der zuerst behandelte Fall p = 1, b = 0 bekannt- 
lich die hinreichende und notwendige Bedingung dafür bildet, daB sich das be- 
treffende Integral birational in ein elliptisches Integral 1. Gattung transformieren 
läßt, können wir also das Resultat unserer Betrachtungen wie folgt formulieren: 

Ein einzelnes Abelsches Integral ist dann und nur dann in dem angegebenen 
Sinne eindeutig umkehrbar, wenn es sich, je nachdem es von der 1%, 2%", oder 
3ten Gattung ist, durch eine birationale Transformation auf ein elliptisches Integral 
1. Gattung, oder auf die rationale Funktion f ca dz = — —*_ + konst., 


T— a 





oder auf den Logarithmus f ( 2 _ o» dz =a log ——™ + konst. redu- 
e ~~ 2 


T—d T— 
zieren läßt, wobei a, a, a,, a, beliebige konstante Werte bedeuten, unter denen die 
beiden letzten voneinander verschieden sind. 

Um zu zeigen, mit wie einfachen Mitteln sich der Fall n = 1 vollständig 
erledigen läßt, habe ich hier von den, in der Einleitung zum Teil angegebenen 
Hauptresultaten meiner früheren allgemeinen Untersuchungen gar keinen Ge- 
brauch gemacht. Daß es aber unter Benutzung dieser Resultate nicht schwer ist, 
auch für höhere Werte von n zu wesentlich neuen Ergebnissen zu gelangen, soll nun 
durch einige Andeutungen über den Fall n = 2 zum Schluß noch erläutert werden: 

Wir betrachten also jetzt das Gleichungssystem 

(Fn y) (Le: 9a) 
n= f R(y)dr / Rilr,y)ar 


(ei. di) (6. di) 





(III) 


(un) (s 9 
la = f R, (x, y) dr + / Rs (x. u) dx, 

OLA) (es. d.) 
wobei wie im allgemeinen Falle die unteren Integrationsgrenzen willkürlich aber 
fest gegebene, die oberen dagegen unbegrenzt veränderliche Stellen der Riemann- 
schen Fläche bedeuten sollen unter der Voraussetzung, daß die zwischen den- 
selben Grenzen genommenen Integrationswege übereinstimmen müssen, im 
übrigen aber beliebig sind. Wie bekannt, ist dann die eindeutige Umkehr- 
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barkeit durch die Forderung zu definieren, daß zu jedem Wertepaar v,, v,, wo- 
fern nur diese Größen wirklich unabhängig voneinander gewählt sind, ein und 
nur ein System von Stellen (x, y) = (£i, 71), (£s, 72) gehören soll, mit denen die 
Stellen (x, Yı), (Ze, Ye) in irgendeiner Reihenfolge übereinstimmen müssen, um 
die Relationen (III) bei geeigneter Verfügung über die Integrationswege zu er- 
fülen. Wir denken uns dann in analoger Weise, wie oben dargelegt, die 
Gleichungen 

(11) R; _ E 
hergeleitet, durch welche die rationalen Funktionen R, = fü; (xz, y) symbolisch 
als Polygonquotienten dargestellt werden, wobei für das Polygon 8, zu dem die 
R, gemäß (11) ‚gehören‘, und für dessen Grad b wiederum die Gleichungen (2) 
und (3) gelten mógen. Beim Vergleich mit dem vorigen Falle n — 1 ist hier nur 
der Unterschied zu beachten, daß wir in Anbetracht des gemeinsamen Nennerg 
in (11) die Polygonpaare 9f,, 33 und 9f,, B nicht mehr als relativ prim ansehen, 
sondern nur voraussetzen können, daß 9f, 91, 99 keinen „gemeinsamen Teiler“ 
haben, und daß demgemä für jede Stelle (a, Be) (o = 1,2, .../) von 8 wenig- 


stens eins der beiden Integrale f R, (x, y) dz, f Rs (x, y) dz (n, — 1)'* Ordnung 


(resp. rein logarithmisch) unendlich wird, wührend das andere dort auch von 
niedrigerer Ordnung unendlich werden, oder gar endlich bleiben darf. 


(A = 4, 2) 


Da nun im allgemeinen Fall des Ansatzes (I) stets n = 2 + p sein muB, 


damit die eindeutige Umkehrbarkeit nicht von vornherein ausgeschlossen ist 
(Math. Ann. 77 (1916), S. 369), so ergibt sich hier wegen n = 2 die Zahl 4 
als Maximalwert für b, und diese Größe darf demgemäß hier nur einen der vier 
Werte b = 0, 2, 3,4 besitzen. In den drei ersten Fällen müssen, wie in der Ein- 
leitung bereits ausgeführt, R,, R, ein vollständiges System linear unabhängiger 
Integranden bilden, die zum Polygon 8 „gehören“, woraus sich nach dem Riemann- 
p,b = 0 

b6+p—i,b =2,3 


für b=4 die Relation n>) -- p sich hier offenbar auf die Gleichung 


Rochschen Satze die Bedingung n = 2 = | ergibt, während 


2=n= 2 +p=2-+p reduzieren muß. Wir sind also jetzt schon zu dem 


Ergebnis gelangt, daß mit der eindeutigen Umkehrbarkeit von (III) nur die 
folgenden vier Fälle verträglich sind: 
.5=0, = 2 
II. 5b —2, p=1 
IIl. 5=3, p=0 
IV. b —4, p=0 : 
Im ersten Falle kann die Riemannsche Fläche wegen p = 2 bekanntlich stets 
als eine hyperelliptische, im zweiten (p — 1) als eine elliptische vorausgesetzt 
werden, wührend sie in den beiden letzten Fallen (p = 0) sich auf die gewóhnliche 
6* 
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komplexe Ebene reduzieren läßt. Nach dem Riemann-Rochschen Satze besteht 
jedes vollständige System von Integranden, die zum Polygon 8 „gehören“, in den 
ersten drei Fällen aus je 2 Integranden 9,, 9,, im vierten dagegen aus 3 Inte- 
granden y,, Ye, ys. Im ersten Falle hat man für 9,, y, zwei linear unabhängige 
hyperelliptische Integrale 1. Gattung des Geschlechts p = 2 zu wählen; im zweiten 
Falle kann für y, der Integrand des elliptischen Integrals 1. Gattung und für 9, 
je nachdem 8 von der Form 8 = (a, B)?, oder von der Form 8 = (a,, f,) (a, Ba) 
ist, der Integrand des elliptischen Normalintegrals 2. Gattung, das die einfache 
Unendlichkeitsstelle (a, B) besitzt, oder der Integrand des elliptischen Normal- 
integrals 3. Gattung mit den Unendlichkeitsstellen (a,, BP), (ag, B5) gewählt 
werden. Wie endlich g, und 2, resp. %,, Ya, vs im dritten und vierten Falle 
bestimmt werden können, ergibt sich unmittelbar durch Spezialisierung der all- 
gemeinen Tatsache, daß, wenn p —0 ist, die b —1 rationalen Funktionen 

1 1 1 oe =1,2,...1 
ae za 47539] und ET je ko, = 2,3,...n, 
dem Riemann-Rochschen Satze gemäB ein vollständiges System linear unabhängiger 
Integranden bilden, die zu dem durch Gleichung (2) definierten Polygon 8 ,,ge- 
hören‘, (da sie nämlich teils in ihren Unendlichkeitsstellen von einander abweichen, 
teils an der gleichen Stelle verschieden hohe Ordnungen des Unendlichwerdens 
aufweisen, müssen sie linear unabhängig von einander sein, denn jede wirkliche 
Linearverbindung derselben muß mindestens eine Unendlichkeitsstelle haben, weil 
ja ein gegenseitiges Sichaufheben der unendlich großen Bestandteile nach dem 
eben Gesagten ausgeschlossen ist). ~ 

Aus obigen Darlegungen folgt dann für die Integranden R, = R, (x, y) (4 — 1,2) 
des Ansatzes (III), daB in den ersten 3 Fallen Gleichungen von der Form 


| Ry = 04 Pi + Ga Pa 
Ra = Gg P1 + 033 Pa; 
im vierten Falle dagegen Gleichungen von der Form 


Ry = By yi + Bis Va + Bis Vs 

R, = Pa Vi. + Boo Va + Pas Vs 
bestehen müssen, worin die a und f konstante Koeffizienten bedeuten, während 
die y und y in allen Fallen in der angegebenen Weise bestimmt werden kónnen. 
Aus einem früher von mir bewiesenen, allgemeinen Satze (J. f. Math. 154 
(1924), S. 50ff. und Math. Ann. 77 (1916), S. 38611.) ergibt sich sofort, daß in 
den ersten 3 Fallen die eindeutige Umkehrbarkeit von (III) auch wirklich gesichert 
ist, wenn die Koeffizienten a beliebig gewählt werden, wofern nur die Determinante 
Ai Gye | 
| Ge) G29 
Ba und By (A = 1, 2,3) außer der selbstverständlichen Bedingung, daß sie ein- 
ander nicht proportional sein dürfen, gewissen Beziehungen genügen, die, weil hier 


der Fall n = 3 + p vorliegt, gemäß $ 3 der ersten meiner vorgenannten Abhand- 
lungen (Math. Ann. 77 (1916), S. 370ff.) zu bestimmen sind. 


/ÁoN 


nicht verschwindet. Im vierten Falle dagegen müssen die Koeffizienten _ 
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Annäherung beliebiger komplexer Größen 
durch ganze Zahlen des Körpers |/ — 2." 


Von Dr. Paul Buchner. 
Mit 1 Tafel. 


Einleitung. 


1. Mit großem Erfolg hat Hermann Minkowski geometrische Vorstellungen 
in die Zahlentheorie eingeführt. Aus seinem tiefgreifenden Prinzip der zentrierten 
konvexen Körper ?) im Zahlgitter beweist Minkowski den Satz 3): 


In den n ganzen, homogenen Formen von n Variablen 


& = Ay 4 045 2, + ses + din In 
£4 = 031 24. + dag Le + ss. + daa In 
En = Any Li + Gag 3a + ........ + Ann In 


mit beliebigen reellen Koeffizienten und einer von Null verschiedenen Deter- 
minante 4 kann man den Variablen immer solche ganzzahlige Werte, die nicht 
sämtlich Null sind, geben, daß dabei ! 


ax {|Al,1#l,.. ....,18&1} SIV! 
wird. Von diesem Resultat macht Minkowski zahlreiche Anwendungen auf die 
Theorie der speziellen konvexen Körper, auf das Problem der dichtesten Lagerung 
und auf die Theorie der Formen. Solchen Anwendungen sind auch wesentlich 
seine ,,Diophantische Approximationen' *) gewidmet. Insbesondere legt er im 
letzten Kapitel der Dioph. Approximationen seinen Untersuchungen zwei binäre 
lineare Formen 


= az + By A = ad — py +0 
y= yr t+ oy, a0 — By + 





1) Habilitationsschrift zur Erwerbung der Venia Legendi an der mathematisch-naturwissen-. 
schaftlichen Fakultät der Universität Basel, 1924. 

3) H. Minkowski: Verh. d. 64. Naturf. u. Arztevers. z. Halle 1891, p. 13 oder Ges. Abhandl. 
Bd. I, Nr. X, Über Geometrie der Zahlen, pg. 264. 

3) H. Minkowski: Ges. Abhandl. Bd. I, Nr. XI, Extrait d'une lettre adressée à M. Hermite, 
18983, pg. 266 oder in dem Hauptwerk: Geometrie der Zahlen, 1896, pg. 104. 

*) H. Minkowski: Dioph. Approximationen, 1907, Leipzig. Siehe auch: H. Minkowski: 
Die Geometrie der Zahlen, Verh. d. III. Intern. Math. Kongress. Heidelberg, 1904, pg. 164 oder 

Ges. Abh. Bd. IL, Nr. XX, pg. 43. 
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mit beliebigen komplexen Koeffizienten und Variablen x, y aus einem quadratischen, 
imaginären Zahlkörper zugrunde. Damit gibt Minkowski die Anregung für ein 
Formensystem mit komplexen Koeffizienten analoge Theoreme aufzustellen, wie 
für Systeme mit reellen Zahlkoeffizienten. 


2. Ergibt sich im Reellen über ein System derartiger linearer Formen ein 
einziger Satz !), so erhält man im Komplexen je nach der Wahl des Körpers deren 
eine große Mannigfaltigkeit. Minkowski beschränkt seine Untersuchungen auf 
die Körper der dritten und vierten Einheitswurzeln, der für das vorliegende 
Problem einfachsten Körper, und erhält für diese als erstes Resultat den Satz: 

Es ist möglich, die ganzen Zahlen z, y im Körper Y—3 derart zu bestimmen, 
daß 


(1) max. | i£ Inl] < | iva 


wird. Im Körper | — 1 kann ein Paar ganzer Zahlen z,y stets so gefunden 
werden, daB 


(2) max. | 18141 7| | < 


wird. 


y; 4l 


Im $ 1 der vorliegenden Arbeit wird allgemein nachgewiesen, daß es stets 


ganze, nicht zugleich verschwindende Zahlen x, y des Kórpers |/ — d gibt, derart, 
daß . 


un 
(3) max. {161,101 | </ Siva! 


wird, wo —d eine Diskriminante bedeutet ?). Hieraus ergeben sich die Spezial- 
fälle (2) und (3). Diese Ungleichungen erhält man durch Abschätzung des 
Volumens des konvexen Körpers 


(4) max. {|&|, [y |) M, 


wobei M den kleinsten Wert bedeutet, den die reellwertige Funktion max. { |£|, ||} 
für ganzzahliges (z, y) + (0, 0) annimmt. Auf Grund des allgemeinen Satzes von 
Minkowski ?) über konvexe Bereiche muß das Volumen des konvexen Körpers (4), 
mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt, kleiner als 2* sein. 


3. Da der betrachtete konvexe Kérper (4) kein Polyeder ist, so kónnen 
in den Ungleichungen (1) — (3) die Grenzwerte selbst niemals erreicht werden t), 
vielmehr läßt sich stets ein Zahlenpaar z,y so finden, daß max. {|&|,|n|}' 
Kleiner wird als die angeführten Grenzwerte (1) — (3). Es erhebt sich daher die 
Frage nach dem genauen Minimum dieser binüren, linearen Formen. 


1) C. Siegel: Approximationen algebr. Zahlen, Math. Zeitschr. Bd. 10, 1921, pg. 173. 

3) Für die zahlentheoretischen Sätze siehe E. Hecke: Theorie d. algebr. Zahlen, 1923. 

?) H. Minkowski: Über Geometrie d. Zahlen, Ges. Abh. Bd. I, Nr. X, 1891, p. 264, ferner 
Über Eigenschaften von ganzen Zahlen, die durch die ráumliche Anschauung erschlossen sind, Ges. 
Abh. Bd. I, Nr. XII, pg. 271, 1893 oder Geometrie der Zahlen, 1896, pg. 73. 

*) H. Minkowski: Ges. Abh. Bd. I, pg. 274 oder Geometrie d. Zahlen, pg. 96. 
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Im Falle des Körpers | —3 findet Minkowski), daB stets 
max. (|[£], |4|}<|V4' 


gemacht werden kann. Das Gleichheitszeichen gilt nur in denjenigen Füllen, wo 
wenigstens eine der Formen £, » von der Gestalt ' 

o baw iw 

“ V A| e(— gx + py) 
ist, wobei w eine beliebige reelle Größe und (p, g) ganze, teilerfremde Zahlen des 
Körpers Y — 3 bedeuten. 

Minkowski nennt es eine merkwürdige Tatsache, daß in dem Körper der 
vierten Einheitswurzel der entsprechende Satz und der darin enthaltene Grenzfall 
einen wesentlich andersartigen Charakter trägt. Er weist nach, daß es stets ganze 
Zahlen im Körper |/ — 1 gibt, so daß 


i 9 TT | 
max. | £ ; | <= V2 A ' 
(m su a 
wird. Das Gleichheitszeichen gilt dabei nur, wenn £, 7 so beschaffen sind, daß 
eine ganzzahlige Substitution von einer Determinante e = + 1 oder + i existiert, 
welche die Formen (£, 7) in das Formenpaar 


 yà-, rx rig 
Val [X + (— 1 — 7?) Y] 


|^ 195 ni . 
1 V2 Li x (4 — i j*) + Y] 





überführen, wobei j = — 1 IB und « eine reelle Größe bedeutet. 


4. Um weiteres Material über den allgemeinen Charakter dieser Sütze, wie 
auch den Zusammenhang der im Grenzwert auftretenden Irrationalität mit der 
Kórperdiskriminante (— d) zu erhalten, habe ich den Körper Y2i eingehend 
untersucht. Damit wird ein Kórper herangezogen, der bereits allgemeinere Ver- 
hältnisse aufweist; insbesondere reduziert sich die Anzahl der Einheiten, die bei 
Minkowski von wesentlicher Bedeutung ?) sind und den Beweis erheblich zu ver- 
einfachen gestatten, auf zwei. Im § 12 wird als das Hauptresultat dieser Arbeit 


nachgewiesen, daß es im Körper V — 2 stets ganze Zahlen x, y gibt, so daD 


max. [ 11, Im] Js [25 5val 


wird. Das Gleichheitszeichen gilt dabei nur, wenn es ganzzahlige Substitutionen 
der Determinante + 1 gibt, welche die Formen (£, 7), abgesehen von der Reihen- 
folge, in die Formen 


!) H. Minkowski: Diophantische Approximationen, pg. 233. 
3) H. Minkowski: Dioph. Approximationen, pg. 189. 
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ı A, » 
3+ V6, | gm . 114, 2V2—y3. 
er ai KG EIER 2r] 
4l. EN. à -- 


überführen, worin «o, ©, reelle Größen darstellen. Demnach ergeben sich als 
Grenzwerte im Körper 


EN 
K (V2): V°+ 3+ V6 _4 1609. … 


5. Ein Hauptziel der vorliegenden Untersuchung war festzustellen, wie weit 
die von Minkowski gegebene geometrische Untersuchungsmethode ausreichend 
und gangbar sei. Im ersten Unterfalle E = 1 sind 58 Gebietspaare zu untersuchen, 
während Minkowski noch mit 5 auskommt. Deswegen erwies sich die Heran- 
ziehung neuer Prinzipien als notwendig, immerhin unter Beibehaltung der geo- 
metrischen Methodik. Die Zahl dieser Bereiche wird mit wachsender Körper- 
diskriminante rasch zunehmen und vielleicht bezeichnet schon der Körper Y2i 
die Grenze der Leistungsfähigkeit dieser Methode. 

Um weiteres Material für den allgemeinen quadratischen Zahlkórper zu 
erhalten, sollen diese Untersuchungen auf Kórper die nicht die Klassenzahl 1 
besitzen, ausgedehnt werden. 


& 1. Linearformen im quadratischen Zahlkórper. 
Ist 2 eine beliebige komplexe Größe und setzt man 
T = LT + Or, y = Y1 + By, 
so entspricht jedem Wertsystem der vier reellen Variablen 2,, x, Yı, y, ein Paar 
‘komplexer Zahlen x, y. Jede eindeutige Funktion f (z,, 2g, Yı, Ya) der vier reellen 
Argumente kann alsdann als eine reellwertige Funktion dieser komplexen Variablen 
z,y aufgefaßt werden im Sinne der Dirichletschen Funktionsdefinition: 
f (zi, Tg, Yu Yo) = o(t, y) . 
Diese Funktion (x, y) soll den Bedingungen genügen: 
(2) p(x,y)> 0, falls .(z,y)-- (0,0) ist, 
(3) . o (tz, ty) 2|t|-g(x, y) für jedes reelle t, 
4) platzt, y +y) = px y) + e(z*, y*), 
(5) 9 (tz, ty) = 9 (c, y), 
falls + eine komplexe Größe vom absoluten Betrage 1 darstellt. Bezeichnet dann 
u eine beliebige komplexe Größe, so folgt aus (3) und (5) 


9 (ux, uy) = || pl, y). 


=? 
ra 
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Durch die Ungleichung 
g(r,y) €1 
wird ein konvexer Kórper mit Mittelpunkt im Nullpunkt im vierdimensionalen 
Zahlgitter z,, Ze, Yı, yg definiert. Nach Minkowski enthält ein konvexer Körper 
mit Mittelpunkt im Nullpunkt, dessen Volumen 


] = fff f az is dia 


gleich 16 ist, auBer seinem Mittelpunkt immer noch mindestens einen weiteren 
Gitterpunkt. Wir wenden diesen Satz an auf die Linearformen: 


£ = ax + fy, n = yz + dy, 
wobei a, B, y, à beliebige komplexe Größen mit nichtverschwindender Deter- 
minante A bedeuten. Durch 
(6) 9 (z,y) = max. (181, 19]; St | 
wird eine reellwertige Funktion definiert, welche den Bedingungen (1) — (5) 
Genige leistet. Für das Volumen dieses Eichkôrpers ergibt die Durchführung 
der Integration | 
=. 31. 
4 |Ap" 


wenn 


A = ab — By, o = —2tt¥d 


ist. Bezeichnet M den kleinsten Wert den die Funktion 9 für ganzzahlige, nicht 
insgesamt verschwindende Werte der Argumente 2,, Ze, V1, ya anzunehmen vermag, 
so wird durch 

(7) g (z, y) SM 
ein zum Eichkörper (6) zugeordneter M-Körper definiert, der auf seiner Ober- 
fläche ein Paar zum Nullpunkt symmetrisch gelegene Gitterpunkte besitzt und 
dessen Volumen 
4n?  M' 
d 148 
beträgt. Da nach dem Minkowskischen Satz dieses Volumen kleiner als 16 sein 
muß, ergibt sich der | 

Satz 1: Zu zwei Linearformen £, 7 in zwei komplexen Variablen mit be- 
liebigen komplexen Koeffizienten und nicht verschwindender Determinante A 
lassen sich für die Variablen immer zwei ganze Zahlen des quadratischen, ima- 
ginären Zahlkórpers K (8), die nicht zugleich verschwinden, derart angeben, 
daß für diese Zahlen zugleich gilt: 


In — ‘o> 
4d 4d 
(8) HESS EIPLE la|l< mar. 


Der M-Körper (7) besitzt auf seiner Oberfläche mindestens ein Paar 


Gitterpunkte z = p, y=q und x = — p, y = —q. Wir untersuchen lediglich 
Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 1. 6 


Jo = 
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vierfache M-Körper, die auf ihrer Oberfläche außerdem noch einen mit (p; q) nicht 
assozilertes Gitterpunktpaar (r;s) und (—r; — s) ad Es ist also zugleich 
| 9(n49)-M,  plr,s) = 

Mit Hilfe der Ungleichung 

(9) pa, y) = 129 —ypl-- [zs —yr| | E| 
leitet man eine obere Grenze für den absoluten Betrag der Determinante 

E = ps —rq 

ab. Der durch diese Ungleichung definierte konvexe Kórper ist vollstándig im 


M-Körper (7) enthalten. Durch Integration findet man für das Volumen J, dieses 
konvexen Kórpers 


3d" 


Da das Volumen dieses Kórpers aber kleiner als 16 sein muB, so ergibt sich als 
obere Grenze von |E| 


40) ee 
Hieraus ergeben sich die von Minkowski behandelten Spezialfälle: 

d=3 |Ep-L, 

96 


d=4 JEP<Z. 


u $ 2. Die Zahlwerte der Determinante E im Körper |/24. - 


Im folgenden beschränken wir uns auf den Körper K = K (y2i) und ‚setzen 
daher für die Basiszahl 
. 9 —y2i. 

Die Ungleichung (10) ergibt uns als obere Grenze des Betrages der Deter- 


minante E 


LEP IS =19, 4.. «20. 


Als Norm einer ganzen Zahl in K wird dadurch | E |? auf die Zahlwerte 
1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 14, 12, 16, 17, 18, 19 


eingeschränkt. Um eine weitere Verringerung der zulässigen Werte von E zu 

erhalten, bemerke man, daß mit (r;s) stets auch (—r; — s) Gitterpunkt auf 

der Oberfläche des M-Körpers ist, so daß man immer erreichen kann, daß E einen 

positiven Realteil besitzt. Ferner dürfen (p; q) und (r; s) je als teilerfremde Zahlen 

angenommen werden. Es gibt daher zwei Zahlen (p*; g*) in X derart, daß 
pg* — p*q = 1 

wird, Alsdann führt man das Gitter (z;y) durch die Substitution 

: z=pÂ +p*Y, y=qX +qtY 
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in ein Zahlgitter (X; Y) und insbesondere (p; 2 in di 0) und me s) in 
(R = q*r — p*s; E = ps —rq) über. - | 
An Stelle des konvexen Körpers (9) tritt alsdann 


(11) IXE—RY|I+|YISIE|. 
Ist jetzt z. B. E —1--3|/2i, so gibt es. 
t9 (1 — 5) = 18 


inkongruente Reste nach diesem Primideal (1 + 3 /2 i). 
Ein vollstándiges Restsystem bilden die Zahlen: 


| t1, +23, +3, +1+Y2i, +2 +Y2i, + (3+ V2i). 

Nun ist mit (r;s) auch (R; E) teilerfremd, d.h. R muß nach dem Modul E 
einem dieser Reste kongruent sein. Wählt man Y = 1, so kann man daher eine 
ganze Zahl X in K so bestimmen, daß 

IXE—R| +1 <y19 
wird, d. h. der Gitterpunkt (X;1) liegt im Innern des konvexen Körpers (11) 


und daher erst recht im Innern des M- -Körpers, im Widerspruch zu seiner 
Definition. 


In analoger Weise schließt man alle noch möglichen Werte von E aus bis 
auf die Zahlwerte 
a) E=1, 
- 0b) E=Yi, R=1 (mod. Y2i), 
ce) E=1-+Y2i, R=+1 (mod. 1 + y2 i), 
d) E=2, R=1-+Y2i (mod. 2). 


§ 3. Untersuchung von E = 1. z 
Sind 1 (p; q) und (r,; s) zwei nicht assoziierte Gitterpunkte auf der Oberfläche 
des vierfachen M-Kórpers derart, daB 
E = ps —rq —1 
ist, so transformiere man das Zahlgitter (z;y) unimodular durch 
z=pÂ+rY, y=qX+sY | 
“in das Gitter (X; Y). Hierbei gehen (p,g) und (r,s) über in (1,0) resp. (0, 1) 
Gleichzeitig wird die Funktion 9 (z, y) übergeführt in eine Funktion ® (X, Y). 
Bezeichnet man mit c eine positive Konstante, so hat cgo (z, y) mit o(z,y) die 
Eigenschaften (1) — (5); daher kann die Normierung der Funktion so vorge- 
nommen werden, daß der M-Körper (7) zu einem Eichkörper 
o(z,y)=s1 resp 6(X,Y)zm4. 
und gleichzeitig 
(12) @(1,0)=1 und (0,1) =1 


." wird. Andererseits muß für jedes. ganzzahlige Wertepaar (G, H) aus K die Un- 


gleichung 
6* 


44 Buchner, Annäherung komplexer Größen durch ganze Zahlen aus K(V — 2). 


(13) O@(G,H)21, (6,H)+(0,0) 
bestehen. Der Kernpunkt der weiteren Untersuchung liegt im Nachweis der Rück- 
führbarkeit der unendlich vielen Ungleichungen (13) auf endlich viele unter ihnen, 
die alsdann einer geometrischen Untersuchung unterzogen werden können. 
Satz 2: Es lassen sich die unendlich vielen Ungleichungen (13) mit Rück- 
sicht auf das Bestehen der beiden Gleichungen (12) auf die 34 folgenden unter 
ihnen zurückführen. 


a) D(e,1) = 1, 
b Œ(V2i;e)=1, (es V2i)z1 
coe) D(e:1+V2i)21, o0ry2üó)zt! 
(44)  - 3. 3. 3. 
d SU +Y2;el —y2)] zt, óp(—y2üed -y2)]zt 
e) Ó(ey2i51 42y2i) z1, (4 -y2i ey2i) 21 ; 
t (2651-c-y2i)z1, $0 -J|2i, 2e) >1, 
wobei e = + 1 sein kann. | 
Durch dieses System (14) sind alle Ungleichungen (13) gewährleistet, für 


welche G und H zugleich dem Betrage nach = V3 sind. Wegen der Symmetrie 
der Bedingungsungleichungen kónnen wir vereinfachend annehmen, es sei | 


(15) |H| 6l. 

A. Zunächst sei | H | 4. Wegen (15) ist Z ein Punkt im Innern oder 
auf der Peripherie des Einheitskreises. Aus der Funktionalungleichung (4) er- 
gibt sich | 

D(X; Y)= G(X -_ Y;0) + (7 Y; i) 
G u | 
-X-gY Ó(1; 10) gri 00H) - (X — F oY ag SGA). 
Wäre jetzt, trotz dem Bestehen der Ungleichungen (14), OG: H) « 4, so würde 
demnach für beliebiges (X; Y) 
nix Grit 
(16) P(X, VY) s; X—g Y ty 


Dies führt aber für einen beliebigen Punkt e des Einheitskreises auf einen 


H 
Widerspruch mit einer der Ungleichungen (13). 


Erteilt man (X; Y) nacheinander die Werte 
(00:1) (+151), (4V2054), (414)2%; 2), 
so folgt aus (16), daB für e die Ungleichungen 


H 
3 6G Ä Gi. 3 
4*|g 5b 810977 
| 3 | G,, 1 
+ Y 2i > +1+}2: 2H 5 
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zugleich bestehen müßten. Diese Kreisschar überdeckt den Einheitskreis lückenlos 


und daher könnte T nicht im Innern des Einheitskreises liegen; somit ist beim 


Bestehen der Ungleichungen (14) und für | H | = 4 niemals 9 (G, H) <1, d. h. 
es ist stets  (G, H) > 1. 


B. Die noch zu erledigenden Fälle | 3 < | H | « 4 diskutiert man am besten 
einzeln. 


8 4. Untersuchung von E = V2 i. 
Bezeichnen jetzt (p;q) und (r;s) zwei nichtassoziierte Gitterpunkte der 
Oberfläche des vierfachen M-Körpers, für die 
E = ps —rq V2i 
wird, so folgt aus ihrer Teilerfremdheit 
p+ræ0 und g+s=0 (mod.Y2i). 
Führt man durch 
zs—yr _ U = A yp V 





V2i y2i! pai fai 
ein neues Zahlgitter ein, so entsprechen den Gitterpunkten (x; y) die Gitterpunkte 
(X; Y) und auch die Punkte mit gebrochenen Koordinaten von der Form 


(zm: Ge): worin U; V ganze Zahlen in X bedeuten, die zugleich der Zahl 4 
Y2i V2i | Hv d bee) 


nach V2 i kongruent sind. 
: Zu den Gitterpunkten (X; Y) kommen demnach noch die Punkte 


(x 4 ET Y + a) hinzu. Alsdann definiert 
@(X; Y)=1 
einen vierfachen Eichkörper, wenn 
(17) 6(1;:0)—1, @(0;1) =1 
ist und fiir jedes ganzzahlige Wertpaar (G; H) gilt 
(18) | ®(G;H)>1,  (G; H)3- (0,0), 
1 
(19) é(c + yas #+ va) > 1. 


Satz 3: Es lassen sich die unendlich ides Ungleichungen (18) und (19) 
mit Rücksicht auf das Bestehen der Gleichungen (17) durch die folgenden 18 
unter ihnen vóllig ersetzen: 


a) ®(e,1) > V2, 

b Sl, i+V2i) = V2, O(1+V2i;e) > y2, 

ce) SA +Y2i;el —V2i)] 2 y2, PM —V2i; ei Ey 20] z y, 
d) @(c,f2i)>1, SlY2i,e)>i, 

wobei e = + 1 ist. 


(20) 
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In $ 3 ist gezeigt worden, daß die unendlich vielen Ungleichungen (18) aus 
dem System (14) vollständig folgen. Wir brauchen deswegen nur nachzuweisen, 
daß aus dem System (20) sämtliche Ungleichungen (14) hervorgehen, was sich 
unmittelbar ergibt. 


Setzt man zur Abkürzung 


U —Gy2i 4- 4, V=Hy2i+1, ; 
so ist weiter nachzuweisen, daB eine Ungleichung | 
(21) D(U;V) < V2 


auf einem Widerspruch mit dem System (20) führt. 
Wegen der Symmetrie dürfen wir | V! — | U| voraussetzen und außerdem 
|V| > V3 annehmen. 


A. It |V | >4 und gilt die Ungleichung (21), so sind die Voraussetzungen 
fir die zu (16) analoge Ungleichung | 


- v U Y va 
gegeben. Erteilt man (X: Y) nacheinander die Werte 
(0,1), (4451), (4£@+V28);1), (+1; YV2i), 


80 verlangt | diese Ungleichung, daB U zugleich 


V 
saint > 1; HA — pVai > 


genüge leiste. Diese Bereiche überdecken den Einheitskreis vollständig und daher 
kann (21) niemals statthaben. 


B. Die Fälle 4> |V|> V3 sind einzeln zu untersuchen. 


§ 5. Untersuchung von E = 1 + y 21. 


Die Diskussion von E = 1 — Y2i kann auf den Fall E = 1 + V2i zurück- 
geführt werden. Sind (p,q) und (r,s) je teilerfremde ganze Zahlen in X, 
für welche 


g (p,q) = 9(r,s) = 1 

und zugleich 

E = ps —rq = 1 + V2i 
ist, 80 ist entweder 

p=r, s==q oder p=-—r, s=—gq (mod. E). 
Wenn notwendig ersetzt man gleichzeitig y durch (— y), Y durch (— Y) 
und p,r,q,s durch p, —r, —4, s, so daß man stets 
ptr=s+q=0 (mod. E) | . 


/* 
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annehmen darf. Führt man durch 





„an Up me py OV 
14+V2i 1+V2i 1+y2i 1+7y2i 
ein neues Zentguter ein, SO het man zu den Gitterpunkten (X; Y) noch die Punkte 
Y + ———— ) hinzuzunehmen. 
(x #77 1+ ^u P + 4+ Vi 
Alsdann definiert 
@(X;Y)=1 
einen Eichkörper, wenn 
(22) B(0;1)=1, :70(1,0) — 1, 
(23) $(6; H) Z1 bei (G; H) + (0,0), 
24 ó(G ° H + >1, e=+1 
en) ( * aa yai ZEE t 
gelten. 


Saiz 4: Der Inhalt der unendlich vielen Ungleichungen (23) und (24) 
wird, mit Rücksicht auf (22), bereits durch die folgenden 10 besonderen unter 
ihnen erschöpft: 


a) $(1;1) zy3, $(—1;1) 21, 
b 6(—1; y2i) z y3, $(y2i; —1) zy3, 
(25) e) 6(—1;1—y2) zy3, 901 YA; —1) Sys, 
d $(y2í51—y2)zy3, 960—y2i; y2)) zy3, 
e) $(—1;2) > y3, (2; —1) z: y3. 
Die Ungleichungen (20) erweisen sich als eine Folge dieser Ungleichungen 
(25) und daher folgen aus letzteren alle Ungleichungen (23). Man setze 
U-G(i--y2) -e, V=HA+HVIi)+te; e=+1, 
und wähle |V| Ul. 
A. Ist |V| z 3, so folgt aus (4) für einen im Einheitskreis gelegenen 
U ) 


Punkt y 


D (X; ns|x-yr+lylew; V). 
Ware für ein solches (U, V) 


(26) | ®(U;V) < V3, 
so müßte 


 (X: n«x-y ry y V3 


sein. Setzt man hierin für (X, Y) einen der Werte 


| (0:1), (x45; (—t5y2)0, (y2e; —1), 
(—1; 1 —y2iy, (1 —y2i; — 1), (Y2i; 1 —y2i), (4 —y2i; V2i), (— 1; 2), 
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so erhält man für p ein System von Ungleichungen. Die hierdurch für (U,V) 


ausgeschlossenen Bezirke überdecken den Einheitskreis, und daher kann (26) 
nicht gelten. 


B. Die Fälle V —2y2i, 2 + y2i, 2 Cibdigen sich leicht. 


§ 6. Untersuchung von E = 2. | 
Sind (p;g) und (r;s) nicht assoziierte Gitterpunkte, für welche 
g(p:q) 1, plr;s)=1, E-—ps—rq-—2 
ist, so bestimme man zwei ganze Zahlen (p*; g*) in K derart, daß 
pg* — p*g —1 
wird. Durch die Transformation 
x= pX + p*yY, = 9X 4- q*Y 
geht das Gitter (x; y) über in ein Zahlgitter (X, Y) und zwar wird speziell (p; q) 
in (1; 0) und (r;s) in (R = q*r — p*s; E = 2) übergeführt. Infolge der Teiler- 
fremdheit von (r;s) ist entweder | 
A R=1 ode R=1+Y2i (mod. 2). 
Der erstere Fall führt auf E — 1 zurück; demnach kann 
R= q*r — p*sz1-4-y2i (mod. 2) 
angenommen werden. Durch die Substitution 
z=pÂ+rr, y=qX +sY 
erhalten wir ein neues Gitter, in dem außer (X, Y) noch die Punkte * 


. y | Tt 
[x 55/955 vui] una [ate ts re tI 
Gitterpunkte sind. | 
Demnach definiert ®(X; Y) < 1, nur dann ¢inen Eichkörper, wenn gilt 


(27) D(0;1) — 1, $ (1:0) «1, 
(28) $(G;H)z1, (6; H) +48, 9), 
wo (G; H) ganze Zahlen in K darstellen, und 
ee 26 
(29) OG+ ys H+'z5)a4, 
(30) "EI n+,)21, 
(31) (6 +5; gj 1t. 


Satz 5: Mit Rücksicht auf die Gleichungen (27) kann das System von un- 
endlich vielen Ungleichungen (28) —(31) durch die folgenden 10 besonderen unter 
ihnen erschöpfend dargestellt werden: 
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a) ®(e,1)2 2, 
b) 6(512y2)22, 60 +V2i; e) > 2, 
wobei e = + 1 ist. 

Man beweist leicht, daB das System (20) eine Folge von (32) ist, und daher 
auch die unendlich vielen Ungleichungen (28)—(29). Um zu zeigen, daB auch 
(30)—(31) aus (32) sich ergeben, bezeichnet man mit (U;V) ein Zahlenpaar in 
K, so daß die eine Zahl in bezug auf 2 der Zahl 1 und die andere der Zahl (1 + Y2i) 
kongruent wird. Außerdem sei | V | = | U |, alsdann ergibt sich aus (4) die Un- 
gleichung: 


(32) 


D(X;, Y)= X — J Yol .:$(U; V). 
A. Ist |V| 23 und wäre alsdann 
(33) @(U;V) <2, 
so wiirde 
(34) o5 Y «ix—pr cal. 


Gibt man (X; Y) die Werte 
(001) (+151, (44472851), (4; 444 /2%), 
so folgen aus (34) Ungleichungen die besagen, daB M nicht im Innern des 


Einheitskreises liegen, daher (33) niemals erfüllt sein kann. 


B. Wenn V = 1 + V2i ist, muB U =1 (mod. 2) sein, daher ist U = +1 
und somit schon in (32) berücksichtigt. 


§ 7. Genaues Minimum der Linearformen. 


Nach (8) ist es im Kôrper JV 21 möglich, ganze Zahlen (x; y) so zu 
wählen, daß 


elle Er. 

max. El; Inl p <yzaviA 
wird. Da diese obere Grenze . ıcht erreicht wird, stellen wir uns die Aufgabe, 
die exakte obere Schranke zu bestimmen. Um dieses genaue Minimum M von 
max. {|&|; ||} bei beliebig variierenden Koeffizienten a, f, y, 6 zu bestimmen, 





ermittelt man den größtmöglichen Wert von UE und weist zugleich dessen 


Existenz nach. | | 
Multipliziert man die Koeffizienten von £, 7 mit einer positiven Konstante f, 





ji 
E 


80 bleibt Taj ungeündert. 


Wählt man t = a und modifiziert die Bezeichnungen geeignet, so hat 
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man das Maximum von "4 bei beliebig variierenden a, p, y, à zu besti 
wobei der konvexe Kórper 
(35) g(z,y) = max. (!2]; |y]; S1 


außer dem Nullpunkt keinen weiteren Gitterpunkt im Inneren, wohl aber t 
Oberfläche besitzen darf. Bei festgehaltenem Gitter (x; y) hat man demna 
Volumen des Eichkörpers (35) zu einem Maximum zu machen. Ein : 
Maximal- M-Kórper ist notwendig ein vierfacher -M- Kórper, d. h. er enthi 
der Begrenzung sowohl Gitterpunkte, für welche 

i€é|=1, |! «41 ist, als auch solche, für die 

jé! «1, | n| = 1 ist. 

Es seien (p; g) und (r; s) Oberflächenpunkte des Maximal- A/-Körpers, 
daß für ersteren ! 2| =1, [5j «1 und für letzteren | £| «1,19| = 
Durch 

z=pÂ +rY, y=qY¥+sY 
gehen | 
F=ar+ py, n = yx + oy 
über in Ausdrücke der Form 

(36) B= A(X+e0Y), H=mu(oi + Y¥) 
und der Eichkérper wird definiert durch 

$ = max. {|2!;|H|} S1. 


Wegen der Festsetzungen bezüglich (p;q) und (r;s), resp. (1; 0) und 
im neuen Gitter, muB | 


(37) i4|-21, lal=1, [ol <1, Jo|<i 
sein, und für die Determinante ergibt sich 
(38) AH (1 — oo) = (ad — By) (ps —rg) = AE. 


Unsere Aufgabe reduziert sich darauf, die komplexen Zahlen o und on 
soluten Beträgen kleiner als 1 so zu bestimmen, daß ! 1 — oc : zu einem Mir 
wird, wührend der konvexe Kórper 

(39) IX+e¥{Si, |oX+Y|S1 
im Innern, außer dem Nullpunkt, keinen weiteren Gitterpunkt enthält. 
kommen nur die Werte 

1, Y2i, 1+V2i, 2 
in Betracht. 


S 8. Geometrische Diskussion von E = 1. 
Ist E = ps —rq =1, 
so reduziert sich (38) auf 
i4 —e7| =|4]. 
Die Bedingung dafür, daß (39) einen Eichkörper darstellt, wird nach 
(p. 44) charakterisiert durch ein System von 34 simultanen Ungleichungen. 





T 


[d 
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tauscht man in denselben (o; c) mit (— o; — o), so ändert sich weder | 1 — oo |, 
noch die Gesamtheit dieser Ungleichungen. Dasselbe gilt aber auch beim Über- 
gang von (o; o) zu den konjugiert komplexen Größen (9; c). Daher ist es erlaubt, 
e auf den ersten Quadranten der komplexen Ebene zu beschrünken.. Hierdurch re- 
duzieren sich die 34 Ungleichungen auf die 14 folgenden: 


a) max. {|@—1|; |o—1]}=1, 
b) max. ([o —V2i|; |1—Y2io]|12 4, 
c) MA le - V2ij} 21, 
d) max. {| 1-Ee(—1-- V2j)ile- (—14 y2)|iz 5 - 
e) max. {{|+1+e@(4+/2i)|; |o x (1 - V22)| >21, 
(40) f) max. (je — (14- y22)|; Jod +Y2ı) —11}>1, 
g) max. {| +V2i) Fo(t F V2] Jet x V2) x (xz V2) > 
h) max. (| +Yii te T /2¢)|; | xey2i - 0 T y2211 >1, 
i) max. (|(1 — Y2i) + ey 2i]; Joel — 2i) + V 2i| 1 2:4, 
k) max. ([—2-Fe(1 —V2i)|; | 2e - (0 —Y22)]) S14, 
1) max. {|(1 + V2) — 2e |; |o (1 + V2i) — 211 >1, 
wobei entweder überall die obern oder die untern Vorzeichen zu nehmen sind. 


Dieses System von Ungleichungen verlangt, daB so oft für ein Zahlenpaar 
(X; Y) sich 


Le. 


|X+oY|<i 
herausstellt, für dasselbe Wertepaar (X; Y) alsdann 

oXA+Yı >21 
sein muß; d. h. wenn g im Innern eines bestimmten Kreises liegt, so muß o gleich- 
zeitig im Äußern eines zugeordneten Kreises liegen. Durch diese Kreise erscheint 
alsdann der erste Quadrant des Einheitskreises in 58 Bezirke, die zu 34 Bereichen 
zusammengefaßt werden können, aufgeteilt. Hierbei ist zu einem Bereich eine 
konkave Begrenzung niemals mitzuzählen. Wegen (37) sind auch die Punkte der 
Einheitskreisperipherie auszuschließen. 


Es ist jetzt zu ermitteln, für welche Werte-Kombination (o; 0) bei beliebig 
im ersten Quadranten variierenden o ein Minimum von | 1 — oo | eintritt. Bei 


festem o = o, macht man zunächst E —o zu einem Minimum. Wegen der 
einfachen geometrischen Bedeutung dieses Ausdruckes ist es gegeben, die 34 Be- 
reiche durch reziproke Radien am Einheitskreis abzubilden. Ist - ein fester 
Punkt in einem dieser Bereiche, so läßt man c im zugeordneten Gebiet variieren 


und bestimmt o so, daß F — 6 | ein Minimum wird. 
0 


In der Figur 1 sind sämtliche Bereiche für 9 und ; samt den zugeordneten 


o-Bezirken eingezeichnet. Entsprechend den 14 Ungleichungen (40) bezeichnen 
7? 
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wir die Bereiche für o und zugleich die innere Gebietsgrenze für die Variable o mit 
I—XIV. 

In der folgenden Tabelle A wird für jeden der 58 Bereiche angegeben, in welchem 
dieser 14 Gebiete der betreffenden o-Bereich liegt. Der Bereich 1 ist demnach ent- 
halten in den Gebieten I, X und XI, daher muß o zugleich auf der konvexen Seite 
der Bogen I, X und XI liegen und erscheint daher auf das Kreisbogenviereck 
V'tyOZVCV' eingeschränkt. In dieser Weise sind die in der Tabelle A zu einem o- 
Bereich angegebenen o-Bereiche zu bestimmen. Der Bereich 2 ist enthalten in den 
Gebieten I, IV, X und XI. Die letztere Forderung ist aber bereits in I, IV enthalten 
und fällt darum XI für die Gebietsbegrenzung der Variablen o außer Betracht, und 
daher setzen wir in Tabelle A unter XI das Zeichen + statt 0. 


Tabelle A. 


———' ne m En nen m 


Minimum 
















Zugeordnete 
o Bereiche 





0 0 VezUeV 

0 + H’vtx0¢V " 

0 + H'vix0ctH » 

0. | + ” ” 

0 | ” ” 

0 | T H'vtxOCcB „ ß 

0 - | +0 V’yxy0cV yi €; A 
0: | | +. 0 V'yxx08B| zx:V e; J 
0. | 0. 0:+i0 H'yxxOtV| xi 

0 " 0: + 0 H'vxx0tB| xi» € ; B,J 
0 + | | +0 Ola xy0tB ix es y 
O 1 +) | ++ OF | 87 0CB x 

0 |, 0 T: ticdu G'eExOCB » 

b [o 0 + | + +!4:4)4+ " » é 

c 0. 0 + | | | ++ + 1 » 

e 0 0 +. + + + 99 LL 

f 0 ME | + + LL ” 

g |o jo+ | + " " 

h 0 lou 9 » 

Ha [0 0 + 0, + G’e,8400H " 

b jo 0 +' 0 . id 
138 [0 (0 4'0 + + t | Me, E706 x 

b 0 i 0 + 0 + + „ » 

e [eo 0 +0 7 + » " 

d 0 .0 + 0 | » X355 é; X 
14 0 T: | 0 + + + +[H mé0iB H' d 
15 0 + 0 0 +++ +17’ mé0CB "i D 
16 0 0-4 0 + +++ 4168 £008 t € 
17a [00 + + + + +++ 6G 506B G' 

b 0 0 + + + +++ + LL G' 

c 00 + + + + + + " " 3 

d [0 0 + + + +, , + " " 
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Minimum 



















1 
| 
e | Zugeordnete 1 
Bereiche| | le %| a Bereiche von [z-— e| 
| 4 4 ü 
188 |0'0 ++ Lo! ++ Jara0rz 
b [0 0 ++ ı + + * 
19 0 rc T0604 B 
20 0++ | (0 +,+[@4,0« Kuda u [183 
21 04-4 ++]@0,0aKul| Gd o,V 
2 Of + 4/4) RUOaKuJ'| J; 0, 
23 0 + + 0 + +|R0,0aEuA| wy dy : 
24 0 4 0 + +10" 8,08u A 8 [4 
25 0r 05 + +) R'03u4 is 
26a 0rd | 10, cp +p, Ope A ai 
b 0 0 ES * " 
c 0 4 +) 10 ++ e ” 
d ++ (0 + " ^ 
2 0 0 |4- ar,08J7 B. 
98 0 4 0 4 | R’6,039° B,J’ 

29 0++ 0!R'4,08yd" y = 
30a 0| 0|a'(,03yJ^ | ph 7 n y 
b 0r 0 D yid J x 

3 940 | 3 
32 04 RS, 08758" ^ 
33a 0+0 M'd,08y8 J’ $ 
b 0!+10 ” " 
" 04/0 » x x 
d 04 0| » ” x 
34 oo M'J,E, Ege J’ € 4 


Den Wert o = 0 können wir ausschließen, da sich das Minimum von | 1 —ço| 
als kleiner als 1 herausstellen wird. 
Es sei jetzt À ein fester Punkt von 1’, d. h. des durch Inversion aus 1 ent- 
o 
standenen Bereiches. c liegt alsdann in V'2z07V und die Entfernung der Punkte * 
t o 


und o wird móglichst klein, wenn c auf der Geraden (s D an + heranritckt, 
0 1] 


bis c mit einem Randpunkt seines Gebietes zusammenfällt. Bewegt sich o auf dem 


Bogen V’Z, dessen Zentrum ö’ ist, so wird à — c, nur in t einen Minimalwert 
0 





erreichen, ebenso wie auf V£ in 2. Verschieben wir c auf £x0x C, einem Kreisbogen 
mit dem Zentrum in A, so wird der kleinste Wert nur in einem der Endpunkte an- 
genommen, da dieser Punkt A dem Bereiche 1 nicht mehr angehört. Da jeder 


Punkt H von 1’ von £ einen kleinern oder höchstens gleichen Abstand wie von & 


besitzt, so genügt es, erstere Annahme zu verfolgen (Figur 1). 
Durchgeht man in dieser Weise die einzelnen Bereiche, so findet man, daf ein 
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Minimum von oe | lediglich eintreten kann, wenn, wie in Tabelle A an- 
; 0o | 


gegeben, o in einem der Eckpunkte 
C, Y 6, v, X, £j Mar $, On My B, y ó, a, € 

liegt. Eventuell kann eine untere Grenze erreicht werden, wenn o in einen der 
Punkte V', H', G' oder J' der Peripherie gelangt. 

Bezeichnet o, einen dieser aufgeführten Werte, so bestimmt man denjenigen 
Wert der Variablen o, welcher den Ausdruck 

1 — «pic 11, 
io | 

zu einem Minimum macht. Durch Inversion am Einheitskreis bilden wir diese 
Punkte o, auf das Äußere des Einheitskreises ab. Dabei geht z.B. « in a’ über 
(Figur 1). Ist E — (/ und bewegt sich o in den Bereichen 1 — 4 (siehe 


9 
Tabelle A), so tritt ein kleinster Wert von 5 — 0 | nur ein für o — fl, einen 


Punkt des Bereiches 4 (Tabelle A, letzte Kolonne). 
Die Diskussion der auf Grund der beiden letzten Kolonnen in Tabelle A noch 
möglichen Werte-Kombinationen wird etwa folgendermaßen geführt: 


Ist = = x’ und bewegt sich o auf dem Bogen IV zwischen J’ und s, so ist 
0 


= — 3 | für o = € kleiner, als für o = J’ oder ó. Variiert c auf dem Bogen III, 
0 
so erkennt man, daB o = € auch einen kleinern Wert ergibt, als o = e,. Derart 
sind 3 Kombinationen zugunsten von (y; €) eliminiert. 
Durch diese ern stößt man auf das Minimum in 
2V2—V3. 3—V6 | y3—3y2 , 


0 = € = ——4ao--d, g-—y-— 6 — 6 


3 2 





im Betrage von 
1—&j-4li6-1-03—y2 i - V3 Ve = 0,74 196... 


Außerdem wird das Minimum im ersten Quadranten noch in o = y; 0 = € | 
angenommen. Heben wir diese Beschränkung auf den ersten Quadranten auf, so 
können an Stelle dieser Werte auch die dazu assoziierten oder konjugierten Größen 
treten. Für o = c, o = xy erhält (36) die Gestalt 


a - ix «(5 22-3 y], 
n= ES EVE) x 4 y]. 


Durch die Substitution X — X*, Y — —— Y* von der Determinante — 1 
geht (41) über in 


B= A[X* — c¥*|, H= — u|—- xX* + Y*].- 


(41) 
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Durch die Transformation 
X = X* + Y*, Y = — y* 
geht (41) weiter über in 


- /3 _ | 
B= ALX* +er*], n=(-? YS. y2—3y2 i)u [yX* + Y*], 


wobei 
32-y6e, y3—3y2. 

TT + UU i — À 
ist. Diese Ausdrücke sind demnach einander arithmetisch äquivalent. Ganz ana- 
loge Verhältnisse liegen vor für o == y, c = €, so daß wir zusammenfassend sagen 
können, daß im Falle E = 1 die Größe | 1 — oo | ihr Minimum dann und nur dann 
erreicht, wenn eine ganzzahlige Substitution von einer Determinante + 1 existiert, 
welche die Formen £, » in Ausdrücke der Art (41) oder 


z= a[x + (VS VS 3? 2 y |, 
«d AE Qe 


überführt und das Minimum von | 4 | hat den Wert |/3 — V6. 


(42) 


8 8. Geometrische Diskussion von E = y 24. 
Es gelten wiederum die Voraussetzungen des $ 7, im speziellen sei 
E = ps —rq— V2i; 
alsdann reduziert sich die Gleichung (38) auf 
|1—0c| =V2| A. 

Die Bedingung dafür, daß die Ungleichungen (39) einen Eichkörper darstellen 
wird nach dem Satz 3 charakterisiert durch ein System von 18 simultanen Un- 
gleichungen. Aus denselben Gründen, wie bei E = 1 können wir die Variable o 
auf den ersten Quadranten einschränken. Alsdann verbleiben die 12 Unglei- 
chungen 

a) max.([e--el; |o+e|} >V2, 

b) max. (|e-Fe(1 + V2i)|; |oe + (1 + V201}ZV2, 

e) max. {| ge + (1—eW2i)|; |o(i—eV2i) +e]} 2 V2, 

d) max. {|(1+V2i)—o(1—V25)l; loi +Y2) —(4—V2i)l}ZY 

e) max. {|(1—V2i)+e(i+V2i)l; lot—V2i)+(1+V25)1} > V2, 

f) max. {|V2i—e|; loV2i—11}2>1, 

g) max.(|1--ey2i|; |o+Vail}>1, 
wo € — + À ist. 

Auf Grund der Ungleichung a) kann man den Variabilitätsbereich von o 
sogar auf das Kreisbogendreieck ABE einschränken (Figur 2). Bei dieser neuen 
Verkleinerung des o-Bereiches fallen zwei der 4 Ungleichungen b) weg. 


2, 
2 
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Durch die verbleibenden 9 Ungleichungen wird das Dreieck ABE in 14 Be- 
reiche zerfallt (Figur 2). 

Um das Minimum von | 1 — oc | zu bestimmen, hält man o fest und variiert 
c. Hierzu ist es zweckmäßig, die o-Bereiche durch Inversion am Einheitskreis 
abzubilden (Figur 2). Die den 9 Ungleichungen entsprechenden g-Bereiche 
werden mit I—IX bezeichnet, ebenso die zugeordneten Gebietsgrenzen der 
Variablen o. . 

Die Tabelle B enthalt die Verteilung der 14 Bereiche auf die 9 Gebiete und er- 
laubt, die zugeordneten o-Bezirke zu bestimmen. Einrichtung und Verwendung 
sind dieselbe wie bei Tabelle A. 


Tabelle B. 















Bereich 
der Variablen a 















FDMKSDFC 
FDMKsnPC 
EDMK9nFC 
EDMKSnTC 
FDMK95TC 
EDMK9VC 
FDMK9VC 
EDMKVC 
EDMKQC 
FDMKC 
EDMKC 





+++44+fa0000» 
+++++++++es 
+++++++ee 





EDMC 
Durchgeht man die 14 Bereiche, so findet man, daß ein Minimum von 


la — c | nur eintreten kann, wenn c in einem der in Tabelle B unter Minimum 
o 


von 





+ — | aufgeführten Punkte sich befindet. Diese Punkte bildet man durch 
0 D 
Inversion am Einheitskreis ab (Figur 2) und bestimmt für diese Werte o, das 
s ! | ; 
Minimum von ls —e ; Unter den in Tabelle B angegebenen Wertekombina- 
J 


tionen (c; o) findet sich alsdann das Minimum in 


pan a8, 19 = 293, 





und zwar ist 
[1—eo| =| 4+ (3—Y3i| = 2/3 — ye. 
Auf Grund der Relation (43) ergibt sich als Minimalwert der Determinante 
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1—o0o| yz = 
|4| = | Te = | 3 — V6, 


genau derselbe Betrag wie im Falle E = 1. 

Hebt man die Beschränkung von o auf den ersten Quadranten auf, 80 wird 
dieses Minimum erreicht, wenn o = D, op = H oder o = K, o = L oder wenn 
(c; o) die hierzu assoziierten oder konjugierten Werte annimmt. Die durch diese 


Wertsysteme erzeugten Formen (=; H) sind aber untereinander und den Aus- 
drücken (42) arithmetisch äquivalent. 


S 10. Geometrische Diskussion von E = 1 -- V24. 


Es seien (p;q) und (r;s) Gitterpunkte auf der Oberfläche eines maximalen 
A1-Körpers, für welche die Determinante 


| E = ps — rq =14)2i 
sein:soll. Nach (38) ist dann. 
MEE |4 —eo| =) 3] 4]. 
Auf Grund des Satzes 4 umschließt der konvexe Körper 
| |X+eY|s1, |Xs+Y|jsi 
außer dem {Nullpunkt keinen weiteren Gitterpunkt (X; Y), noch einen Punkt 
[x + Tye F+ ayy jJ 
gleichungen' Geltung haben: 
I. max. (le-F 1|; jo 11) zY3, 
I. max.{|@—1 |; |o—1|} 21, 
II. max. {|e V2i—1|; |o —y2i |] 2 V3, 
IV. max. {|o—V2il; |o y2i —1|) 2 V3, 
V. max. {| e(1 — 20) —1]; Je— (1 — Y20) |} SVB, 
VI. max.(1e-— (1 —y2i) |; Jet —V2i)) — 11) x V3, 
opo VIL max. {| @¥2i + (1 — y 22) |; Jo —V2t) + y2i |) z y3, 
VI. “max. {!e1 —y2i) - V2i|; |oy2i + 14 —V2i)) |] 2 V3, 
IX. max. {|20—1|; |o—2]} EU 
X. max. {|@—2|;|20—1|}> 
Die Ungleichungen III und IV erlauben, das Kreiszweieck AQTSCKR, 


und die Ungleichungen I und IX, das Kreiszweieck BUQRVB’KT aus dem zu- 
lássigen Bereich der Variablen o auszuscheiden (Figur 3). 


Die durch die Ungleichung II ausgedrückte Forderung ist vollständig ent- 
halten in den Bedingungen I, IX, und X. Der für o zulässige Bereich zerfällt in 


12 Bezirke (Figur 3). Das Ergebnis der Diskussion ist in der Tabelle C 
enthalten. 
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wobei e = + 1, wenn die folgenden 10 Un- 
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Tabelle C. 












R 
Bereiche Bereiche 








1 
2 

3 R 

4 8 Q 

5 T Q 

6 T, u 
7 U T, B 
8 Q T 

9 Q 

10 R K 

u y K 

12 V K B 


Unter diesen noch möglichen Kombinationen von (o;c) ergibt sich das 
Minimum für 
_V6—1 y3-y2. c-k- 3-28 YS, 
und zwar ist dann 
11 —ea| = 3|6—v$ — (v3 —V)i| = sys — vs. 


so daß wiederum 





141=V3—V6 
sich herausstellt, ebenso wie die Formen 


z= ipo O57 - i38) 


u- [C 


sich mit den assoziierten oder konjugierten Ausdrücken als arithmetisch äqui- 
valent erweisen. Durch die Substitution 


X = X* 4 Y* LIA Y-2y* 1 —y3i 





(44) 





geht (44) über in (41), abgesehen von einem Faktor vom Betrage 1. 


§ 11. Geometrische Diskussion von E = 2. 
. Endlich seien (p, g) und (r, s) Oberfláchenpunkte eines maximalen M-Körpers 
derart, daß 
E = ps —rg —2 
wird, alsdann ist 
I1 —eci —214|. 
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Der konvexe Körper (39) stellt nach Satz 5 einen maximalen M-Körper 
dar, wenn die 10 Ungleichungen 
a) max. {|o+el; lod eli 2 V2, 
b) max. (|[e-c-e(1 +V2i)|; Je e(1 +121} 72, 
e) max. {|e+e(t+V2il; !e(1 + V2i)+e|} 72, 
wobei e = + 1 ist, bestehen. 

Diese Ungleichungen erlauben es, wieder o auf den ersten Quadranten und 
daselbst insbesondere auf die Kreisbogendreiecke EJH und HGA zu verweisen 
(Fig. 4). 

: Die Variable o befindet sich alsdann in ELF resp. FMF'. Das Minimum 
von |1 — oc | tritt ein für 


c E10—1 wy. V10-14. 
=6= 7, o= M = — 3 , 
alsdann ist 
d Eu 00. = $ 10 — y 10 ı = 1,519... 
und | | 
4| =p goi = 0 VIO 67507. 
" | | 


Das Minimum ist demnach größer als 


V3—V6 2074196... 
in den bisherigen Füllen. Es ist aber zu beachten, daß wir den Fall E = 2 zur 
Untersuchung in zwei Unterfälle zerlegt haben, je nachdem | 
R=1 oder R=1-+Y2i (mod. 2) 
war (pg. 48). Der erstere dieser Unterfälle führt aber auf E = 1 zurück, während 


im zweiten Falle das Minimum y3— V6 nicht erreicht wird. 


4$ 12. Zusammenfassung. 
In $ 1 ist gezeigt worden, daB in den zwei Linearformen 
£ = ax + By, y = yt + oy 
die Variablen sich stets so als ganze Zahlen im Körper y 2i bestimmen lassen, daß 


4, - 
die Beträge |£|, || zugleich kleiner werden als y ie Vi4!. Nunmehr kann 


als Ergebnis der Untersuchung nach dem genauen Grenzwert ausgesprochen 
werden: 
Satz 6. Sind 
¢=ar+ py, y= yx + Oy 
zwei lineare Formen in den komplexen Variablen r,y mit beliebigen komplexen 
Koeffizienten und einer von Null verschiedenen Determinante 


À = aó — By, 
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so gibt es stets ganze Zahlen x, y im Körper Y2i, die nicht beide zugleich ver- 
schwinden, derart, daß zugleich 


sera. uis [23,5 va 


wird. Im allgemeinen lassen sich die ganzen Zahlen z, y so bestimmen, daB diese 
Beziehungen mit den Ungleichheitszeichen erfüllt sind; eine Ausnahme bildet 


nur der Fall, daß £, 5 durch eine ganzzahlige Substitution in X (1/24) von der 
Determinante -- 1 in die Formen 


Viva |x + (> -2y2—ys i) rJ; 


for vale " [x vs, yo~ 3v3 i) + r| 


überführbar sind; hierin bedeuten w,, w, reelle Größen. 

Hieraus ergibt sich eine Anwendung, die einem in der rationalen Zahlen- 
theorie oft benützten Satze analog ist: 

Zu einer beliebigen komplexen Größe x und einer beliebigen ganzen, 
positiven Zahl t, läßt sich mindestens ein Paar von ganzen Zahlen z, y des Körpers 


V2i, letztere mit einem absoluten Betrage kleiner als t, derart angeben, daß 


wird. Hiermit ist ein Quotient 7 zweier ganzer Körperzahlen gefunden, der die 


beliebige Größe x besser approximiert als 
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Uber konforme Transformationen im Raume I. 
Von H. Beck in Bonn. 


Will man konforme Geometrie im Raume treiben, so hat man einen eigent- 
lichen Punkt durch fiinf homogene Koordinaten darzustellen, zwischen denen 
eine quadratische Gleichung und eine lineare Ungleichheit besteht. Die uneigent- 
lichen Punkte des projektiven Kontinuum sind zu streichen, an ihre Stelle treten 
oo? nicht eigentliche ,,akzessorische'* Punkte, die dadurch erklärt werden, daß man 
die Ungleichheit fallen läßt. Die quadratische Form auf der linken Seite der Glei- 
chung hat den Rang fünf; wil man Realitätsverhältnissen gebührend Rechnung 
tragen, so hat man ihr den Trágheitsindez eins beizulegen. 

Habe der eigentliche Punkt die Kartesischen Koordinaten (£, 7, 2). Dann 
sind ihm die konformen Koordinaten beizulegen 

To TT mm — 1+ 8* + 9* + 0:25:29 :20:1— 6 —9$5 — C8. 
Jede andere Darstellung zeigt gewisse Übelstünde. Es ist 











(7) xq — TI — 1$ — 93 — 5 = 0, 
und außerdem z, + z,4:0. Die Umkehrungsformeln lauten 
E — 4 — Ta — 33 . 
To + T° To + 2’ To + Le 


ich folgende Deutung gegeben!): 


Verschwinden nicht gleichzeitig auch 2, Ze, 23, so soll dem akzessorischen 
Punkte zugeordnet werden die Minimalebene 


— Lo +28 +2%n +23 ¢ =(, 

wenn aber 2, + rz, = 0, z, = Ta = 7, = 0 ist, so soll als Bild dieses „singulären‘“ 
akzessorischen Punktes die uneigentliche Ebene dienen. 

Auf diese Weise wird die konforme Geometrie in die einfachste Beziehung zur 
Euklidischen Geometrie gesetzt *). 

Das so erklärte konforme Punktkontinuum ist damit auf eine singularitäten- 
freie quadratische dreidimensionale Mannigfaltigkeit M3 des vierdimensionalen 
Raumes abgebildet, und die konformen Transformationen gehen dabei über in die 


1) Auf der Marburger Mathematikertagung 1923. 


2) Näheres darüber in The Tohöku Mathematical Journal 2, (1926). 
Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 2. 9 
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automorphen Kollineationen dieser M3, deren Gleichung durch (7) geliefert wird, 
wenn man die z als homogene Punktkoordinaten im À, deutet. 

Damit ist die algebraische Seite des Problems der konformen Transformationen 
gekennzeichnet: es handelt sich darum, alle eigentlichen (diese genügen) linearen 
Substitutionen zu suchen, die die quadratische Form 

TG — TI — 33 — 2$ — T4 
in sich überführen. 

In sehr eleganter Weise hat diese Aufgabe, sogar viel allgemeiner, Frobenius 
gelóst !). 

' Sei S die Matrix der quadratischen Form, $ die konjugierte Matrix ($ = S). 
Aus den Veränderlichen z,, 7,, . . ., z4 bilde ich die singuläre Matrix X, in der alle 
Spalten außer der ersten mit Nullen besetzt sind. Dann ist XS X die quadratische 
Form, eine lineare Substitution schreibt sich X' — UX, und sie führt die Form S 
über in Ü SU". Sei weiter h 3-0. Aus 

(RS + T)(hS — TJ ^ S(hS + TY ‘(RS — T) = P, 
(RS + T) (hS — TY^T(hS + TJ (RS —T) =Q 
folgt, wenn man die erste Gleichung mit A multipliziert, und dann die zweite 
addiert bzw. subtrahiert 
P=S, Q=T. 
Setzt man jetzt noch die Matrix 7 als schief symmetrisch voraus, (T = — 7), 
so hat man in 
U =(hS — Ty? (hS + T) 
eine lineare Substitution der Form S in sich: 
X = (AS — Ty" (hS + T) X 

Nun sagt Frobenius *), daß so nicht alle (eigentlichen) Substitutionen dieser 
Art gefunden werden, auch nicht, wenn man Ah gegen Null konvergieren läßt. Das 
ist nur bedingt richtig. Ich behaupte, daB in der nur wenig abgeänderten Formel 

(AS —T) X'— (AS + T) X 
sie sámtlich vorhanden sind, soweit sie eigentlich sind. 

Meine Abänderung in der Schreibweise zeigt, daB die Frobeniussche Lósung 
unfertig ist. Daher rührt auch ihre Eleganz. 

Es sind jetzt námlich noch n Systeme von linearen Gleichungen zu lósen, und 
diese gehóren zu jenen, für welche die in der Cramerschen Regel auftretenden Deter- 
minanten einen Faktor gemeinsam haben. Damit ist aber der Matrizenkalkül am Ende 
seiner Kraft angelangt, das Problem ist streng genommen nicht erledigt; der Grenz- 
übergang zu h-0 ist Frobenius nicht gelungen. 

Weiter geführt hat dann Lipschitz die Aufgabe?). Ziemlich unwesentlich 
ist, daß er S als Einheitsmatrix voraussetzt. Seine Ausführungen geben de facto 


1) Crelles Journal 84, (1878). 
2) S. 48. 
3) Untersuchungen über die Summen von Quadraten. Bonn 1886. 
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eine Methode zur Lésung solcher pathologischen Systeme, obwohl ihm die Einsicht 
in diesen Sachverhalt fehlte (diese Behauptung läßt sich beweisen!). Er hat dann 
seine Ergebnisse in kurze Formeln gebracht unter Benutzung gewisser Systeme 
komplexer Zahlen, — ähnlich später Vahlen 1). Letzterer kommt mit einer Formel 
aus; Lipschitz braucht deren 277, wo n die Anzahl der Quadrate seiner Form ist. 
Beide Autoren haben aber ein ungeeignetes Zahlsystem zugrunde gelegt. 


Etwas besser ist der Lósungsversuch von Cartan ?) gelungen. Indessen ist 
er nur scheinbar zu einer einheitlichen Formel gelangt; er benutzt nämlich ein 
Zeichen, welches in verschiedenen Bedeutungen gebraucht wird, in wievielen, 
wissen wir nicht zu sagen; in dem hier vorliegenden Falle (n = 5) sind es vier (Jede 
konforme Transformation im Raume läßt sich als Aufeinanderfolge von höchstens 
vier Inversionen darstellen). 


Sieht man von den hinreichend bekannten Fällen n = 2,3, 4 ab, so kommt 
man mit n = 5 gerade zu unserm Problem. Dieser Fall nimmt gegenüber den fol- 
genden eine gewisse Ausnahmestellung ein. 

Wir werden zu einer einheitlichen Darstellung 
der. konformen Transformationen gelangen, mit Hilfe eines Systems komplexer 
Zahlen in sechzehn Einheiten. Mit diesem System läßt sich alles bewältigen, was 
die Geometer an Transformationsgruppen bisher beschäftigt hat. Man braucht zur 
Darstellung der konformen Transformationen dann sechzehn homogene ?) Parameter, 
die zehn quadratischen Gleichungen genügen. Aus irgend elf dieser Parameter lassen 
sich die übrigen fünf eindeutig ermitteln; trotzdem kann man nicht mit elfen aus- 
kommen. Äußerst merkwürdig ist, daß sich die Zahl.der quadratischen Bedingungen 
auf fünf reduzieren läßt. 


Im ersten Abschnitt wollen wir lediglich die algebraische Seite der Angelegen- 
heit behandeln, — Eine invariante Darstellung der konformen Transformationen 
mit den Hilfsmitteln der Aronholdschen (bzw. Komplex-)Symbolik wird die Disser- 
tation von Frl. Fröhlich bringen. 

& 1. 

Die lineare Substitution 

(1) Li = Cj (j,¢ = 0, 1, 2, 3, 4) 
(Einsteinsche Bezeichnung) habe den Eigenwert — 1 nicht, d. i. die charakteristische 
Gleichung soll keine Wurzel — 1 haben. 

Dann läßt sich das System 

(2) v; TL = Tj + Cun 


1) Math. Ann. 55 (1902). Vahlen liefert, genau genommen, einen Existenzbeweis. 
3) Franz. Enzykl. I. 6. Nombres complexes. S. 464—466. 
3) ,Die Ausführungen auf S. 43—48 meiner Arbeit enthalten aber eine dringende Warnung 
an die Geometer, sich mit dem homogen machen zu begnügen. Dies liefert nur zufällig für n — 3 
alle Substitutionen von S in sich, nicht aber für n > 3.^ (Frobenius an den Verf. am 14. März 1913). 
Daraufhin hatte Verf. damals das Problem liegen lassen. 
gs 
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eindeutig nach den z insofern auflösen, als sich diese linear und homogen durch die 
z + x ausdrücken. 

Schreibt man demgemäß 

(3) 29; = Volts + xj) — yu(xi + x), (Yo + 0) 
so ist die Determinante von Null verschieden 


Vo — Yeo — Vo Ye — 70 Yo 
Yo 7 Yu —.712 — Vis — Ÿ14 
(4) — Ys |. — Yn Yo — Yrs |  — Ym — Ya +0. 
— Y30 — Ya Ya 7o — Ys — 73 
— Yo — Ja — y42 Ya Yo — Ya 
Wegen 
2x; = (zj + zj) — (x; — xj) 
wird ferner 
(5) yo(z; — zj) = yxti + xu) 
und hieraus folgt 
(6) YoU} — VaUt = yotj + yit 


Die Determinante in (4) ist zugleich die Resultante der links stehenden 
Linearformen. Man kann also (6) nach den x’ auflösen, und erhält die Formel (1), 
wo die c; jetzt durch die y ausgedrückt sind. In dieser Weise erhält man alle line- 
aren Substitutionen, die den Eigenwert — 1 nicht haben. Ist umgekehrt das System 
(6) mit der Bedingung (4) gegeben, so lassen sich alle Schritte rückwärts vollziehen: 
die Substitution (6) hat den Eigenwert — 1 nicht. 


$ 2. 
Die lineare Substitution (6), (4) soll jetzt die quadratische Form 
(7) d — 2 — 2} — 2 — a} 


in sich selbst überführen. Multipliziert man die Gleichungen (5) mit 
(x9 + To) , — (zi + 2) , 7 (zs + Te), 7 (23 + T3), — (24 + Ta) 
und addiert, so erhält man als notwendige und hinreichende Bedingungen 


(8) Vi = 0, Yoo=%o. Yu = — Yu (i, k,l = 1, 2, 3, 4), 
und die Determinante in (4) nimmt den Wert an 
Yo N(y), 


wo 
N(y) = ¥6+ Y8 — Via — Ys — Yüs — Y04 + Vie + Vis + Vie + Vis + Ya + 734) 
(9) + (Via Yea + Vas Yer + Yi 23)? 
— (Yos Yaa + Yos Yan + Vos Vas) — (Yoı Ysa + Yos Yar + Yo ¥13)" 
— (Yoı Yea + Yos Yar + Yos Y12)? — (Ym Yes + Yos Yi + Yos Y12)" 
ein Aggregat von Quadraten ist. 

Jede lineare Substitution der quadratischen Form (7) in sich, die den Eigen- 
wert — 1 nicht hat, läßt sich so darstellen, umgekehrt gibt das System (5) mit den 
Bedingungen (8) für y, N (y) +0 immer eine lineare Substitution der quadratischen 
Form (7) in sich, die den Eigenwert — 1 nicht hat, 
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Spuren des dem Bisherigen zugrunde liegenden Gedankens, der bei Lipschitz 
eingehend ausgeführt ist, lassen sich bis auf Hermite zurückverfolgen. 


S 3. 
Ich ändere jetzt die Bezeichnung und setze 
(10) yo= 9L Yo = Yo = Uo = — 9l, yu — — Yu = Ay = — Un. 
Ferner kürze ich fünf Pfaffsche Aggregate ab: 
AA, — Ye Usa — Us Us — Aa Us = 0, 
AU, + Ape Usa + Vos Was + 90, es = 0, 
(11) AU: — Ug 95, — Ags Wer — Ane Ais = 0, 
AU: + 915, Woe + Woe Wer + Yon Us = 0, 
UM, — Up, Wes — Aye 91, — 9155 Wig = 0. 
Die hierdurch neu eingeführten Größen W,, U, A, Ws, A, genügen noch den 
weiteren fünf Gleichungen 
(12) YA = 0, 
(wenn man 4, = 0 setzt), ein Punkt, der von entscheidender Wichtigkeit wird. 
Aus N(y) wird jetzt 9(* N (A), wo 
(43) NA = 90 — Why — Wha — Us U + Whe + Mis + Wis + Wes + WE, + Aa 
+ 93 — 9: — eg — eg — off 
gesetzt ist. Das System (6), (8) lautet dann so: 
À zo + oy x, + 9 az, + Ust + u = U Lo — 9912, — Aggy — 9925 — Aula 
Soto +A 2, — 3,42, — 93425 Ur = — Agu Xyo + À 7, + Wise + Yısta + Mist 
Woe Lo + Hz + 9€ 2, — 9h, — Maure = — lose — ho, FA La + Hasta + Aneta, 
Ugg Lo + Wise + Urs FU 0, — 9r, = — Aggy ty — Uisti — Sagra + A ry + Agar, 
Woe Xo + Wigs + 9542, + 9,2. + UW m, == — Moto — Ure, — 9424 Aut FA om, 
W+0, jN(A)+0. 


§ 4. 

Dieses zu lésende System gehért nun zu denen, fiir welche die in der Cramer- 
schen Regel auftretenden Determinanten einen Faktor gemeinsam haben; es ist ein 
schiefes System in der Sprache Cayleys. 

Demgemäß behandelt es Lipschitz weiter. 

Man nimmt aus den fünf Gleichungen (14) irgend drei heraus, multipliziert 
sie mit geeigneten Koeffizienten, addiert dann und spaltet den Faktor X ab. Bei- 
spielsweise wird die nullte, erste und zweite Reihe mit 9f,,, As, — À, multipliziert. 
Auf diese Weise entstehen zehn weitere lineare Gleichungen. 

Endlich multipliziert man die fünf Gleichungen (14) der Reihe nach mit %), 
— 8(,, — A, — As, — A, addiert, und dividiert durch N. 

So entsteht aus (14) ein System von im Ganzen sechzehn linearen Glei- 
chungen, deren fünf erste bereits dastehen, während die übrigen elf so geordnet 
werden sollen; 


œ 


(14) 
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Sigo + 95; — Agi 2 + À 473 — À 374 9 ero + 95,1, — Api Te — À 4x3 7 À Ta 
9(,5zo + Aa — Au — HisTo + 952, + A 423 — 915 — A a4, 
91 xo + 915,2, — À 324 + 9E 425 — Api za, 
Yan + À gr, + 9,52; — 99,2; — À 12; 9,52, — À 42; + Nos Te Ar + À i%, 
Ua Xo — À 371 + 99,22 + 9,25; Uri ag To + À 871 Sar, — À 173 — Vosa, 
(14) Ar + A 2T1 — A its + Aura — 9o Ta = 96, Xo — À 241 T A 17 T 9[9425 — Los; 


Vo zo — HH — 9( 25 — 9, 2, — Wy zo — À 171 — A, Te — Us Ts — UA, %, 
A, ro — Uy Ti — 95547, + 96,25 — 94r, = — Uy To + À oz, — sale + 90473 — Was Xa, 
We Ly + 95,2; — Uy Le — Wry Ty + 96524 = — Ay Lo + 9642, + My Te — Mats + Arster 
95 19 — 942; + 9h42s — Ay 23 — 94r, = — Ay ro — 9642, + arg + Up x5 — Saa, 
U xo + 955521 — Ast + 96,25 — Uy u = — Ug zo + Westy — Arse + Arey + Ay Ta 


§ Ae 
Aus dem so vervollständigten System (14) lassen sich nun die Koeffizienten 
cz in (1) leicht ablesen. Will man etwa die cy haben, so multipliziert man die 
sechzehn Gleichungen der Reihe nach mit 


4, —%ı: — os; — Aga, — You: Ae, Ais, Ura, Us Us Ass Ao, — U, — 91, — 9L, —3t, 
und addiert. Dadurch bleibt links nur N(%)z, übrig. Man erkennt, daß alle cy den 
Nenner N(X) erhalten. Ich halte es nicht für überflüssig, die einzelnen Koeffizienten 
herzusetzen, einmal, weil die konformen Transformationen wichtig genug sind, 
dann aber, weil ich glaube, daß Lipschitz nur durch Unterlassung dieses Schrittes 
verhindert worden ist, das Problem restlos zu erledigen. 


N(A)egg = 90 -1- WG FA + 918, + Us + 90, + AF, + MBs FE MG, + UF + 90 + WE + WZ + WG, 
Neu = 96-1 915, — 905, — 915, U — 900, — 90, — Ua + 93, + 905, + 98, — 95 — UF + WE + WF HU, 
N(1)e,, = WU + Aho — UG; — US, — WF, + UF, + UF, — 902, — 9G, + 98, — WG + Wi — G+ AF + WG, 
NM, = W— AG, — Whe + MGs — 905, + UF, — 903, + UF, — 903, + MF, — WF. — 965 + AF ZH, 
NM = 90 — 915, — 905, — 905; + 98, + Us UWE MZ, — MF, — UG + 9 + W + WE —M, 


NA) (Cor + Cro) = 4 { — Uo, — We Usa — Us Ua — 990, } , 
NA) (Cor — co) = 4 UA, + Vos Are + Vos Ais + 965,904], 
NA) (Cox + Coo) = 4 ( — WAge + Wise + 96590, + We Ais } 
N (U) (Coe — Coo) = 4 ( UN, + Wor Mer + os Mes + 965,905, } ; 
sV(M)(Cog + 039) = 4 { — AAgg — U og — Wy Mar — Wa Mis } , 
N (U) (Cog — cao) = 4 | — Uy Ms + Mo Agı + Woe Use + Au Usa } : 
N (U) (Cog + Cao) = 4 ( — UUoa + 91,96, + 9690, + sy Ars } ; 
(15) N (2) (Cog — Cao) = 4 À UN + Aor Mar + os Mas + Vos Ags } ; 


NOM (Cie + Cor) = 4 { UN: + Aro Moo — Wis og — 96,90, } , 
NM) (cie — Cor) = 4 (9090, + Ay Mog — Us Mag — Ua Mos } » 
NU) (cris + 031) = 4 ( — 91 30 + Ary Aso — Are Ugo — Arg Usa } ; 
NU) (Cys — Cor) = 4 ( AU — Ap Mog + Meo May + Ua Moe } : 
NM) (Cia + Car) = 4 { — Wy + Aro Mao — Was Ugo — 9654905] , 
NV (QM) (Crp — Car) = 4 { MU + Ay es —— We oq — Ay Mos } » 


$2 
2 
à. 
+ 
$2 
A 
RENE 


£^ 
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NU) (ces + 055) = 4 { MU, + 906,90, — Aor As: — Ar Usa } , 
NU) (cas — Cag) = 4 { Wes + Uy Aig — Wy Wao — 9 90), 

NU) (Css + Can) = 4 À — Ag y + Ago Wao — Ass Mar — Wes Was}, 
N(90)(cg, — Can) = 4 ( AU — Uy Ais + WA + 9690), 
N(9()(eg, + Cas) = ^ { — 91591, + Aso Wao — Usa Yar — Use Was } , 
N(90)(eg, — Cas) = 4 { 909, + Ay Are — A 9, — Us Woy } - 


g 6. 


W+0, N(A)+0 
alle linearen Substitutionen der quadratischen Form (7) in sich geliefert, die den 
Eigenwert — 1 nicht haben. Ich behaupte nun, daß die cy in (15) auch dann noch 
die Koeffizienten einer solchen Substitution sind, wenn X = 0 ist!); (sie hat dann den 
Eigenwert — 1). 

Es ist das ohne Weiteres klar, wenn nur N(91) + 0 ist. Es soll aber gezeigt 
werden, daß das System (14) auch für À = 0, N(90) + 0 noch eindeutig lösbar ist. 

Sei etwa A — 0, À, #0. Dann nehme ich aus (14) die erste, nullte, fünfte, 
sechste, siebente Gleichung. Diese bilden kein schiefes System, aber das läßt sich 
leicht erreichen, wenn man die letzten drei dieser Gleichungen mit entgegengesetzten 
Vorzeichen nimmt, und rechts als Veründerliche nicht 29, x, Ze, Ts, Ta, sondern 
(— 2), (— 23), 23, Ts, Ta ansieht. Dann haben die fünf Linearformen sowohl links 
als auch rechts die Resultante — W,N(W + 0 ?). 

Entsprechend verführt man, wenn auch A, = 0 ist; es sind dann noch vier- 
zehn Möglichkeiten zu betrachten; in jedem Falle, wenn nur NV(2) + 0 ist, ist das 
System (14) eindeutig lósbar. 

Daß in der Tat der Größe Y keine Ausnahmestellung vor den 90,, A; zukommt, 
zeigt folgender Satz, mit dem wir an den Kern des ganzen Problems gelangen: 

Es gibt sechzehn Substitutionen der sechzehn Größen 9X, Un, Uj, die das System 
(14) als Ganzes stehen lassen. Jede dieser Substitutionen vertauscht die zehn Glei- 
chungen (11), (12) untereinander. | 

Deutet man die A, Ay, A; als homogene Punktkoordinaten in einem ZA, 
so bestimmen die zehn Gleichungen (11), (12) eine M$,, und die genannten sechzehn 
Substitutionen werden involutorische Kollineationen, und bilden eine Gruppe; 
hier interessiert uns nur, daß die sechzehn Größen 9f, Wj, X; als miteinander gleich- 
berechtigt erscheinen. 

Lipschitz erklärt die Größen W,; so: 


My — Wisse + Wig ee + 96,905, : U usw.; 
dazu ist 9( + 0 erforderlich; die Gleichungen (11) sind erfüllt, das System (12) ist . 
dann eine Folge von (11). 


(15) 


Damit sind fir 


1) Daß Lipschitz das nicht bemerkt hat, ist kaum faBlich, und wohl nur dadurch zu erklären, 
daB er die Koeffizienten nicht explizite hingeschrieben hat. Er behält die Forderung X = 0 bei, und 
muß dann zu fünfzehn weiteren Darstellungen greifen. 

3) Aus der letzten Bemerkung folgt, daß die Substitutionsdeterminante | ejl von Null ver- 
schieden ist. 
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Statt dessen schreibe ich 


AA, — Az Ay, — Ay, Aye — Has = 0 usw.; 
eine sehr geringfügige Abänderung von ziemlicher Tragweite. Die 9; lassen sich 
für € — O aus (11) nicht mehr berechnen; dafür erhalt das System (12) jetzt selb- 
ständigen Charakter. Es ist also wohl wahr, daß sich für X = 0 die A; nicht mehr 
eindeutig berechnen lassen, wenn die A, gegeben sind; aber es kommt auch nur 
darauf an, daß sich aus dem System (11), (12) aus irgend elf der sechzehn Größen, 
eon denen eine von Null verschieden ist, die fehlenden fünf eindeutig ergeben. 


Die erwähnte Gruppe 


$ 7. 


sechzehnter Ordnung schreibe ich so: 


(16) 
ty te “os on 2 Ei: Era Eng Eau Ese Eo & £3 £3 
€ | —£1$ Er Eu es "a “en 4 —43 Ee € te Egg — Eu 
Eye € Egg Ey Er — t4 E —{os En Er €g eu 5 £14 
Es fog € Ey Ea — £o1 fe „Ein Eı Er fs ag Erg £o 
Eye 8244 t4 € Es es £g) 81 te? Eos £a — ss Ei; — £13 
fen Er t4 Es € Ei Egg —t13 Eu €o Eu EY Eu 
fen u for “2 —Ess —E xg Ei: —€e En Zu 7 £3 —{ea —€41 
Egg Es — 62 Er Er Ey — €t £o Ei £13 {as 8 teg En 
& Ed En ——*1 Eig — €o —E Esa TE Era Eng Es —E 
Es fon  €1 oz Eig EG — 01g Esq —E £33 fis "tn &% €o1 
& 8 Eo, 808 £o Eig Ei Eng Er —E —€1g fos Er 8 
—€£, Es -——8g “—€a  -——8EgQ faq —Fey —E — 613 — £13 € —tg8 tes —tos 
u ey Ey "ia {fs Eu ——t64 Eon —€os € £g ——E Eye En 
Ega —€69 Era Es Ei — 6894 Eos EZ —E —€o1 Egg E12 —E Ess 
—t834 = Fxg — t9 TE tg £1 TER Eg €o1 — t4 Eos —t13 ——&gg — € 
Ei Ei £132 —€o {os Egg 8&1 ——6€930 8 £s Eon — 014 77634 — Ey 


Hier ist weil das Schema sogleich noch in anderer Bedeutung verwertet werden 
soll, überall e statt A geschrieben. Die erste Reihe enthält die identische Substi- 
tution; die zweite Reihe ist, wie üblich, zu lesen: Es soll ersetzt werden 


A durch Un, Yo durch €, Ay durch — 9(, usw. 


$ 8. 


Die Tafel (16) sei jetzt die Multiplikationstafel!) eines Systems hóherer 
komplexer Zahlen in sechzehn Einheiten; es sei 


(17) Y= We + 909,691 + 954664 ++ Ages + Us 


1) D. i. es sei etwa £$,6es = — fis, Ele = + Ein, SO daß der erste Faktor die Reihe, der 
zweite die Spalte des Produktes bestimmt. 
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Als konjugiert komplexe Zahl A zu À werde die bezeichnet, die aus À bei Vor- 
zeichenünderung (nur) der A; hervorgeht !): 


(18) Y= We — 9[516o1 — Wosta — * * : — Usaese + Ace + Arey + Weeg + Uses + Ye 
Dann ist 
(19) 9(. À — À - 9L = N(U)-e = NN), 
da e mit der Zahl 1 identifiziert werden darf. " (X) heiße die Norm von À. Aus 
. LB — 8 - 
folgt noch 
(20) N(L - 8) = NW - N(88); 
setzt man 
(21) £ = Loto + LE, + Lots + 2363 + Tye, 
so läBt sich die races Form (7) so schreiben: 
(7 a) N(x) = 5 — zi — 23 — 33 — 


Damit lassen sich die eigentlichen®) Substitutionen der quadratischen Form 
(7) in sich in die kurze Formel ?) zusammenfassen 
(22) 17-1 NA)+0, 
und die uneigentlichen heißen 
9 +2 = — à. 
Die Formel (22) stellt, sobald man die x als homogene Punktkoordinaten 
deutet, die konformen Transformationen im A, dar. 


§ 9. 

Ich behaupte, daß unsere in (22) zusammengefaßten Formeln (1), (15) alle 
eigentlichen Substitutionen der quadratischen Form (7) in sich liefern. Den Weg 
zum Beweis zeigt $ 6 an der Stelle, wo ein Gleichungssystem schief gemacht wurde. 

Betrachten wir einmal die speziellen Substitutionen 

(23) e-@ =£-8&, & "E90. mi. 

Die erste ist die identische; die folgenden zehn entstehen daraus durch Änderung 
zweier Vorzeichen. So heißt €, -x’ = & ey, ausgeschrieben 


, , , , , 
Lo = 0 Vy = — Y, Le = Lg, Lg = T3, Uy = X, 
Die letzten fünf enthalten jedesmal vier negative Vorzeichen: ej: z' = x - e, gibt 
’ , , ? , 
Lo = Lo XQ — — Xj, = — Lg Sun, T4 — — Xa. 


1) Da, wo ein Mißverständnis nicht zu befürchten ist, lassen wir den Punkt über À fort. 

3) Denn für &= 0 kann die Substitution nur eigentlich sein, weil eine uneigentliche Sub- 
stitution stets den Eigenwert — 1 hat. Geometrisch gesprochen: Das Quadrat einer Korrelation 
hat die Determinante 4- 1. 

3) Bei Lipschitz ist das System komplexer Zahlen noch nicht das richtige; er kommt zu einer 
nicht ganz so kurzen Formel | 

gr. 2^ — 3. A, 

wo 91, eine neue komplexe Zahl bedeutet (ähnlich bei Vahlen), die mit À nicht invariant zu- 


sammenhingt, und diese Formel gibt nur den sechzehnten Teil der gewünschten Substitutionen. 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 2. 10 
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Nun hat Lipschitz gezeigt, daB aus einer unserer Substitutionen, die den Eigenwert 
— 1 besitzt, eine solche, die ihn nicht besitzt, immer dadurch hergeleitet werden 
kann, daß man in einer geraden Anzahl von Spalten alle Koeffizienten entgegengesetzt 
nimmt. 
Habe z; = bya, den Eigenwert — 1, dagegen 

yj = — big ho — bii + Din ys + bis — Sin Ya = din 
nicht. Führt die erste Substitution die Form (7) in sich über, so tut es auch die 
andere, und umgekehrt. Die zweite läßt sich aber so darstellen: 


ó.y —y-Ó = (8 +0, N(0)4-0). 
Nun ist aber auch yj = b;Z, wenn 


29 — — Jo  21— —9»5 Ze Us Es — Yss a — Ju 
wenn also nach (23) ez = y * c4, ist. Man kann also auch schreiben 
en "0 y = 2: En * Ô 

Ersetzt man jetzt y’ durch z', z durch z, &,, -8 durch X, so wird nach (20) N(90) 4- 0, 
und außerdem À, = ® +0. Unsere Substitution x; = bar, ist dann also in der 
Gestalt (22) dargestellt, und wir wissen ferner, daB À = 0 wird. 

Diese SchluBweise hat man noch vierzehn mal zu wiederholen. Damit ist der 
Vollständigkeitsbeweis erbracht. 


8 10. 


Setzt man in (14) für zx; die Ausdrücke cjr, ein, so entstehen achtzig 
Relationen zwischen den Koeffizienten c und den ‚Parametern‘ 9f. Diese Rela- 
tionen geben ein bequemes Mittel, bei gegebenen Koeffizienten die Parameter auf- 
zusuchen. (Bequem freilich nur im numerischen Spezialfall; allgemeine Formeln 
— man braucht deren mehrere Systeme — fallen umständlich genug aus (vierreihige 
Determinanten!)). Führt man das für die identische Substitution aus, so werden alle 
9(j, und auch alle A; Null, während À + 0 ganz beliebig bleibt. Daraus folgt zu- 
nächst der homogene Charakter unserer Parameter; die Systeme (A, We, 9(;) und (oA, 
oA, eA;) ergeben (o + 0) dieselbe Substitution. Jetzt kann man sagen, daß zu 
jeder unserer Substitutionen ein einziges Parametersystem (A : A, : X;) gehört. 


§ 11. 

Nennt man k-'* induzierte Substitution die der (k + 1)-reihigen Deter- 
minanten, so spielt hier die zweite induzierte Substitution eine Sonderrolle. 
Setzen wir nämlich die Gleichung an 

(24) Hk —x.9, (N (90) + 0), 


wo die Größen X,X,, X, den Forderungen (11) (12) genügen, so wird die zweite 
induzierte Substitution geliefert für X — 0, X; — 0. Es ergibt sich das spüter auf 
Grund geometrischer Überlegungen ohne jede Rechnung; hier ist dann zu setzen 


% Ts T4 | Ti Ta TL | 
2 | i 
Xo =! Yo Vs Va .; Xo = —| Y1 Ys Ya | usw. 


mum 4. 
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Setzt man andrerseits X = 0, X; — 0, so umfaßt die Formel (24) auch unsere 
frühere (22); sie liefert also sowohl die Substitution selbst, als auch thre zweite indu- 
zierte. Die X bilden, (ebenso wie die 9l), einen Transformator in der Sprache Vahlens, 
(Geometrisch ist darunter eine Figur von fünf wechselweise senkrechten, in bestimm- 
ter Weise geordneten orientierten Kugeln zu verstehen; im Sonderfalle kann man 
dem Transformator zuordnen einen Kreis, bzw. eine Kugel). 


§ 12. 

Aus (24) kann man nun die hundert Koeffizienten der zweiten induzierten 
Transformation sofort hinschreiben; man hat dazu genau so vorzugehen wie in 
§ 5. Von diesen interessieren uns die in der Hauptdiagonale, weil wir sie fiir die 
charakteristische Gleichung brauchen. Diese ergibt sich nach Abspaltung des 
Faktors 1 — À (für die Substitution H-z’ — à - À) zu 

(25) ANA) — 423 ( 9* — (MM) | + 62* U + (MA) — WM 

— 4A | MW? — (AUX) | + N(90) = 0. 

Hier ist gesetzt 

. (25 a) (AH) = 9$ — 9 — 9 — % — U, 
(25b) (WA = — Wy — We, — Wes — Moa + Whe + Wis + Ua + Ust Waa + Us. 
Diese Ausdrücke sind die Normen fir die in § 11 auftretenden speziellen Trans- 
formatoren (0:0: A;) und (0 : A; : 0). 
Jetzt liefert die Elementarteilertheorie folgende Klassifikation: 
I. &+0. 
A. Nicht alle 9[; verschwinden. 
1. (MM) + 0. 
a. (UA) — 4 WLAN) + O. [11111]. 
b. (AA)? — 4 9(*(9(90) = 0. 


a) G,(90) == 0. [224 ]. 
8) &,( 2) = 0. [1(11)(11)]. 
2. (AN) = O. 
a. (9(|90) + 0. [311]. 
b. (AA) = 0. [5]. 
B. Alle 9(; verschwinden. 
1. (AIX) + O. [(111)11]. 
2. (AA) = 0, ohne daB alle A; verschwinden. 
a. &,( 2) 4] 0. [(311)]. 
b. ©,( 2) = 0. |. [(221)]. 
. 9. Alle Qj verschwinden. [(11111)]. 
II. 9( = 0. | 
A. (X|A) + 0. 
1. (AU) + 0. [(11) 111]. 
2. (AW) — 0, ohne daß alle A; verschwinden. — [3(11)]. 
3. Alle À; verschwinden. [(111)(11)]. 


10* 
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B. (AIX) = 0. 
1. Nicht alle A, verschwinden. 
a. &,(W) ais 0. [(31)1]. 
b. ©,(M) = 0. [(22)1]. 


2. Alle U, verschwinden. : [(1111)1]. 


Hierin treten noch zwei Kovarianten auf. Diese haben folgende Bedeutung 
=; + Mee + Woy IE (— MET + A + os 
+ (— Mio + 90$, + 90, + 903) xi 
(26) — 2 Uy ori — 2 Ag Weitere — 2 Ss rots — 2 Ho Was Lor 
+ 2(— Ayo Moo + Wises + Arg Wee) Lite + -°- 
+ 2 (— Ago Mag + 905,90, + Usa Mas) ra Lee 
Die andere Kovariante heißt 
EA) — { 2 UMA) My, — (UM ( 90695, + Wy Wes + WA) }} Xo 
+ {2 MAN) oe + (HIM) { 9096, + Us Bar + 9696, }} Xa + * * 
+ { 2 AAN) Ais — (AU) { Wy As, — 95 Aso — Wy Aos) }} X12 Te 
+ (2 MAN) og — (NN) (9696, — Wi oo — Me Mon) ) Are 
Über ihre geometrische Bedeutung wird eingehend zu reden sein. 


(27) 


S 13. 
Legt man den 9f, Ay, A; irgendwelche Werte bei — für die N(A) + 0 
ist —, so braucht die komplexe Zahl À kein Transformator zu sein. Es ist dann 
wohl noch W-8 = 8-9, aber es braucht nicht mehr À - À = N(X) zu sein, nicht 


mehr 23(! = 9(: N(9() usw. Im allgemeinen ist dann nämlich à. I gar nicht 
mehr skalar. Setzt man 


(28) À - À = C, 
so wird nämlich 
G — NA), Ce = 0, 
Co = 2 (9E Wy + Wor, + Woe We + Vos Ms + AU — Wis Usa — Ais Was — Wig 9s) » 
©, = 2 (My My + UW Wy — AU, — 91,91, — AU + Woe Usa + Vos Aas + Moe Wes) » 
(28) Ca = 2 ( 915,91, T A T9 t, — As; — AHA, — Mos Ase TT os Aer 7 Aa 9,3) , 
Ss — 2 (91,5 9, + Al + 95s Ae + U U, m AHA, + Mor Mos + Ape Mar + Woe As 2) ? 
C4 = 2 ( Mog Lo + 9L 9f, + AN, + Usa Us + U 3t, UU Wo: Ass m Woe Azı m Mos Bie) . 
Ist aber X - 9( skalar, so braucht auch noch nicht À - À = N(A) zu sein, es 
sind dann wohl die Gleichungen (12) erfüllt, aber nicht notwendig auch (11). 
Auch aus % - 9( = 9(- A braucht noch nicht À - À = N(N) zu folgen. 
Es gilt indessen der merkwürdige Satz: 
Ist À - À skalar, so ist es für das Bestehen der Gleichung 
9p. À = 9(- A = MA) 
hinreichend, daß N(A) + 0 ist. 
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Vorausgesetzt wird also außer NV(%) +0 noch 

(29) . 6; = 0. 

Sei weiter À +0. Betrachtet man außerdem noch die A; als bekannt, so lassen 
sich aus (11) fünf Größen À; so berechnen, daß das System (A, Wy, 9) einen 
Transformator bildet. Dessen Norm sei N(N). 

Aus (29) sollen jetzt die À; berechnet werden. Schafft man demgemäß in 
jeder der fünf Gleichungen die drei letzten Glieder nach rechts, so kann man rechts 
AU, schreiben. Links erkennen wir aber sofort die Struktur der ersten fünf Glei- 
chungen (14) (linke Seiten!). Die Determinante wird 9(9/V(91). Das System hat 
stets die Lösung X, = 9(. Soll es weiter keine geben, so muß N(X) +0 sein; 
daraus folgt dann auch N(W) + 0. 

Gibt es noch andere Lösungen X; = À, + D, so wird wegen N(H) = 0 


N(A) = 2 (AyD, — Ad, — 91,3, — 96,2, — 9,5.) + (DD). 


Die ®; genügen jetzt dem homogenen System 
AD, + AyD, = 0, — UD: + 9575, = 0. 


Multipliziert man mit 9(; und addiert, so verschwindet der erste Summand 
von V(%), verfährt man ebenso mit den Multiplikatoren ®,, so erkennt man, daß 


auch der zweite Summand von N(A) verschwindet: Aus N(W) = 0 folgt, daß auch. 
N(9) =0 ist. Vorher war gezeigt, daß aus /V(9()3- 0 auch N(A) +0 folgt. 
Daher kann man umkehren: Ist N(%) +0, so ist auch N(X)+0. Dann hat 
das System (29) nur die eine Lösung I, = %;; damit sind also (11) und (12) 
erfüllt; das System (A, Uj, 90) bildet einen Transformator, und es ist 
9$(.9(— 94.9 (— N(90. — Für A — 0 hat man elf andere Größen als bekannt 
anzunehmen (vgl. $ 6). 


g 14. 


Kleiden wir diese merkwürdigen Verhültnisse in die Sprache der Geometrie! 
Deuten wir die A, 9(,, À; als homogene Punktkoordinanten im ZA; so stellen 
die Gleichungen ©; — 0 eine M,, dar, die als Schnitt von fünf singularitäten- 
freien quadratischen Mannigfaltigkeiten M?, erscheint!) . Die Gleichungen (11), 
(12) gaben dagegen eine M$, die den Durchschnitt von zehn stark singuldren 
quadratischen Mannigfaltigkeiten M3, bildete (jede von diesen trug einen singu- 
laren R.): 

Jeder Punkt von Mi liegt auf Myo, aber nicht umgekehrt. Die Punkte von 
Vis, die nicht auf Mj, liegen, gehören der singularitätenfreien Mannigfaltigkeit 
Mz, an, deren Gleichung N(A) = O ist; damit entfällt die Möglichkeit, daB M,, 
reduzibel sein könnte. Zu bemerken ist noch, daß es andrerseits auf Dt}, auch Punkte 
von Mx» gibt, die gleichzeitig solche von 43, sind. 


1) Die Ordnung von M,, ist größer als zehn. 


74 Beck, Uber konforme Transformationen im Raume I. 


Es ist also auf zwei Arten möglich, die Gesamtheit der Transformatoren, also 
auch die der konformen Transformationen, durch Fallenlassen der Bedingung 
N(%) +0 zu einem abgeschlossenen Kontinuum zu ergänzen. 


§ 15. 
Sind in der quadratischen Form 

dj Xj Ti 
die Koeffizienten nicht spezialisiert, so läßt sich die Ermittlung der linearen Sub- 
stitutionen, die sie in sich überführen, ebenfalls so vollziehen, wie wir es gezeigt 
haben. Aus den fünf Gleichungen, die man aus dem Frobeniusschen Ansatz erhält, 
lassen sich elf weitere Gleichungen genau so herstellen, wie in $4, d. i. unter Benutzung 
derselben einfachen Multiplikatoren. Dieses vervollstándigte System ist aber 
nicht mehr so einfach lósbar, wie das entsprechende in $ 5, vielmehr hat man zur 
Ausrechnung irgendeines x; sechzehn außerordentlich kompliziert gebaute Multi- 
plikatoren zu verwenden; dabei treten Unterdeterminanten von zwei, drei, vier 
Reihen auf, die z. T. zu elfgliedrigen Aggregaten verbunden sind. Der Ausdruck, 
der an die Stelle von N(&) tritt, enthält 1 + 55 + 15 Glieder. Es darf also wohl 
ausgesprochen werden, daß wir von der restlosen Erledigung des Problems der 
linearen Substitutionen einer quadratischen Form in sich zurzeit noch weit 
entfernt sind. 


1b 


Zur natürlichen Geometrie einer zehngliedrigen Gruppe 
von Berührungstransformationen der Ebene. 
Von Gertrud Wiegandt in Dresden. 


In einer seiner neueren Arbeiten (,,Zur natürlichen Geometrie einer Gruppe 
von Berührungstransformationen'' Leipz. Ber. 25. II. 1924) beschäftigt sich G. 
Kowalewski mit der natürlichen Geometrie der Gruppen von Berührungstrans- 
formationen. 

Bezüglich des Begriffes ,, Natürliche Geometrie einer ebenen Transformations- 
gruppe" sei auf die grundlegende Arbeit von G. Pick: „Natürliche Geometrie 
ebener Transformationsgruppen“ (Sitz. Ber. d. Wiener Akad. Math. Phys. Kl. 1906) 
verwiesen, in welcher dieser den von Cesàro für die Gruppe der Bewegungen ge- 
schaffenen Einzelfall auf jede beliebige endliche kontinuierliche Gruppe von Punkt- 
transformationen der Ebene erweitert. Der von ihm eingeführte Begriff der ko- 
varianten Koordinaten ist spüter prücisiert- und die ganze Theorie durch neue 
Begriffsbildungen erweitert und bereichert worden; desgleichen wurde die Methode 
zur Berechnung der neugeschaffenen Grófen im Fall einer gegebenen Gruppe zu 
einem hohen Grade von Einfachheit geführt. In beiden Richtungen sei besonders 
an die Arbeiten von G. Kowalewski erinnert, die im Anschluß an Ideen von E. 
Cartan entstanden (£. Cartan: „La structure des groupes de transformations con- 
tinus et la théorie du triédre mobile", Bull. des sciences math. 1910); sie waren 
zunächst der Verbindung der natürlichen Geometrie ebener Transformationsgruppen 
mit der Lieschen Gruppentheorie gewidmet und haben sich dann zum Ziel gesetzt, 
mit Hilfe neu geschaffener Begriffe und durch Anwendung sinngemüBer Operationen, 
wie später noch näher erläutert werden soll, vereinfachende Methoden zur Be- 
rechnung der Fundamentalgrößen zu finden. Die vorliegende Abhandlung hat es 
sich zur Aufgabe gestellt, den Erfolg dieser Arbeiten und die Fruchtbarkeit der 
neuen vereinfachenden Methoden an einem Beispiel, der zehngliedrigen irredu- 
ziblen Gruppe von Berührungstransformationen der Ebene, zu zeigen. 

Die Übertragung der Ergebnisse der zunüchst nur für Gruppen ebener Punkt- 
transformationen aufgestellten natürlichen Geometrie auf Gruppen ebener Berüh- 
‘rungstransformationen ist von G. Kowalewski in der anfangs erwähnten Arbeit 
‘durchgeführt. Die Grundlagen für diese Durchführung sind schon in einer Arbeit 
vom 11. VI. 1923 geschaffen worden (,,Invariante Differentialgleichungen und 
Differentialinvarianten bei Gruppen ebener Berührungstransformationen", Leipz. 
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Ber. 11. VI. 1923), und zwar durch Einführung des wichtigen Begriffes der Pfaff- 
schen Grundinvariante einer Gruppe von Berührungstransformationen. Die Pfaff- 
sche Grundinvariante nimmt bei Berührungstransformationen die Stelle des bei 
Punkttransformationen auftretenden invarianten Flüchenelementes ein. Ein in- 
variantes Fláchenelement kann man sich vorstellen als simultane Invariante eines 
Kurvenelementes und eines den Punkt (x, y) dieses Elementes umgebenden infini- 
tesimalen Gebietes, das man sich als Parallelogramm dröy — dyóx mit der Ecke 
(x, y) denken kann. Eine solche Invariante kann bei Berührungstransformationen 
deshalb nicht auftreten, weil hier wohl Elementverein in Elementverein, aber nicht 
Punkt und benachbartes Gebiet in Punkt und benachbartes Gebiet verwandelt 
wird. Wohl aber gibt es bei r-gliedrigen Gruppen von Punkttransformationen 
sowohl als auch von Berührungstransformationen ein niedrigstes invariantes Bogen- 
element, d. h. eine Invariante des Kurvenelementes e, » in Verbindung mit einer 
infinitesimalen Tangentialstrecke, von x, y nach x + dz, y + y,dx laufend. Hier 
wie im folgenden sei unter dem Kurvenelement e,_ + ein Element (r —2). Ordnung 
einer r-gliedrigen transitiven ebenen Gruppe G, von Berührungstransformationen 
verstanden; es enthält also die Koordinaten x, y, yi,. - ., Yr—2, Wobei yy,. . ., yrs die 
(r —2) ersten Ableitungen von y nach x bedeuten. Man braucht diese Kurven- 
elemente, wenn man die infinitesimalen Transformationen der r-gliedrigen Gruppe 
in der bekannten Weise auf die Ordnung (r — 2) erweitert. 

Es war nun G. Kowalewski im Verlaufe seiner Untersuchungen gelungen, 
die invarianten Bogen- und Flächenelemente ebener transitiver Gruppen von 
Punkttransformationen vollkommen integrationsfrei aus den infinitesimalen Trans- 
formationen zu gewinnen. Der grundlegende Gedanke, der zu dieser neuen Berech- 
nungsweise führte, ist der der gemischten Gruppenerweiterung; darunter versteht 
man die gleichzeitige Einwirkung der infinitesimalen Transformationen der Gruppe 
G, auf ein Kurvenelement (o — 2). und ein solches von (c —2). Ordnung (o -- 6 — r), 
wobei auch Kurvenelemente nullter Ordnung, also Punkte, zulässig sind. Beide 
Kurvenelemente sind dabei gleichwertig, und nur zur Unterscheidung wird im fol- 
genden das eine mit groBen, das andere mit kleinen Buchstaben bezeichnet. Auf 
Grund dieser Methode und mit Hilfe neuer wichtiger Sátze ist die integrationsfreie 
Berechnung der invarianten Bogen- und Flüchenelemente, der Relativkoordinaten 
sowie der niedrigsten ungemischten Differentialinvariante bei Gruppen ebener 
Punkttransformationen gelungen. 

Bei Gruppen ebener Berührungstransformationen tritt nun an Stelle des 
invarianten Flächenelementes die schon oben erwähnte Pfaffsche Grundinvariante. 
Beweise für die Existenz dieser Invariante sind in zwei neueren Arbeiten von 
G. Kowalewski (,,Invariante Differentialgleichungen und Differentialinvarianten 
bei Gruppen ebener Berührungstransformationen"', Leipz. Ber. 11. VI. 1924; „Zur 
natürlichen Geometrie einer Gruppe von Berührungstransformationen", Leipz. 
Ber. 25. II. 1924) gegeben, und zwar in der ersten der zitierten Arbeiten für unge- 
mischte Gruppenerweiterung, in der zweiten in ganz allgemeiner Form. Die In- 
variante läßt sich im ersten Falle schreiben in der Form 


y(e—2) (dy — 9, dx), 
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wo y ein Ausdruck in z, y, ¥;,.- ., Yr-—2ist; dem Existenzbeweis wurden die endlichen 
Gleichungen 


a! = F(z, Y,Y1, Ans °° a,) y= G(z, Y, Yr, 03 os Gr) 
Y = H (x, Yr Ya An °° a,) 
einer r-gliedrigen transitiven Gruppe G, von Berührungstransformationen der 
Ebene sowie die bekanntlich bei Berührungstransformationen bestehende Beziehung 


dy'— yy da^ = 0(%, y, Yr» 4 7: S a) (dy — Yı dx) 
zu Grunde gelegt. Im ganz allgemeinen Falle lautet die Pfaffsche Grundinvariante 
y (ex, B) (dy — y dx), 

wobei e, ein z, y, y, enthaltendes Kurvenelement und ® ein so beschaffenes Gebilde 
sein muß, daß die Paare e,, 8 durch die Gruppe einfach-transitiv vertauscht werden. 
Man erkennt, daß die ungemischten Pfaffschen Grundinvarianten Spezialfälle 
dieser allgemeinen Invariante sind. In derselben Weise läßt sich die Existenz einer 
allgemeinen Invariante von der Form 


@ (ex, B yz 


nachweisen, von welcher die ungemischten niedrigsten invarianten Bogenelemente 
Spezialfülle sind. 

Es ist nun möglich, unmittelbar an den Aufbau einer natürlichen Geometrie 
der zehngliedrigen irreduziblen Gruppe G,, von Berührungstransformationen der 
Ebene heranzugehen, welche folgendermaBen lautet: ° 











1 1 
p 9 qth zeit = P—- Wh Yıptzyig 


1 1 1 
(Go) |*P +299 + $9 — (y—29)P — 39914 — SUR SP +29 + yn 






(zy — i ay, )p + (9° — z ay?) 9 + (y — i zyt) n 





Die hier aufgeschriebenen 10 infinitesimalen Transformationen sind dieselben, die 
G. Noth nach dem Vorbild von Lie (Transformationsgruppen II S. 433) in seiner 
Dissertation (,,Differentialinvarianten und‘ invariante Differentialgleichungen 
zweier zehngliedriger Gruppen“, Leipz. Ber. Bd. 56, 1904) benutzt hat. Für diese 
Gruppe G,, sollen in der vorliegenden Arbeit die FundamentalgróBen der natür- 
lichen Geometrie, also das niedrigste invariante Bogenelement und die Pfaffsche 
Grundinvariante, die Relativkoordinaten und die niedrigste ungemischte Differen- 
tialinvariante berechnet werden. Die Arbeit wird sich dabei insofern an die oben 
erwühnte Dissertation von G. Noth weiterführend anschlieDen, als sich die Berech- 
nung der niedrigsten Differentialinvariante, die von ihm schon aufgestellt wurde, 
infolge der neuen von G. Kowalewski ersonnenen Methoden viel einfacher und ele- 
ganter gestalten wird, als es bei G. Noth möglich war. Außerdem werden auch die 
beiden von ihm bereits ausgerechneten ungemischten invarianten Differential- 


gleichungen unserer Gruppe benutzt werden. 
Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 2. 11 
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I. Relativkoordinaten bei der Gruppe G,,. 


Der Begriff Relativkoordinaten ist von G. Kowalewski eingeführt worden im 
Anschluß an Cartan und an die Pickschen kovarianten Koordinaten. Die letzteren 
definiert Pick selbst für eine ebene transitive Gruppe von Punkttransformationen 
folgendermaßen: Kovariante Koordinaten eines Punktes $(X, Y) in bezug auf ein 
Kurvenelement (r — 2). Ordnung x, y, Yı; - - -, y, + sind zwei von X, Y, 2, y, ¥;, - = -; 
y,—. abhängige Größen u, v, welche erstens die Lage des Punktes ® bestimmen 
und zweitens gegenüber einer auf $ und e,_2 ausgeübten infinitesimalen Trans- 
formation unveränderlich sind, wie immer die zu Grunde gelegte Kurve angenommen 
sein mag. Die kovarianten Koordinaten sollen also für eine beliebige ebene tran- 
sitive Gruppe von Punkttransformationen dem entsprechen, was für die Gruppe 
der Bewegungen die auf das System Tangente-Normale einer zu Grunde gelegten 
Kurve bezogenen cartesischen Koordinaten sind. 

Denken wir an ebene transitive Gruppen von Berührungstransformationen, 
so ergeben sich die kovarianten Koordinaten u,v, v», indem die obige Definition 
sinngemäß auf ein Linienelement £,(X, Y, Y,) und ein Kurvenelement (r — 2). 
Ordnung e, ; angewandt wird. Die Kowalewskischen Relativkoordinaten sind 
insofern eine Präzisierung der Pickschen kovarianten Koordinaten, als von ihnen 
gefordert wird, daß sie sich auf X, Y bezw. X, Y, Y, reduzieren sollen, wenn das 
Element e eine besondere Anfangslage e, annimmt. 


Berechnung der ersten Relativkoordinate für die Gruppe Gi. 

Da unsere Gruppe Gj, eine transitive ist, d. h: die Kurvenelemente 8. Ordnung 
transitiv vertauscht, so ist es möglich, bei ihr von den Relativkoordinaten eines 
Linienelementes E,(X, Y, Y,) in bezug auf ein Kurvenelement e,(x, y, y,, - . ., Ye) 
zu reden, wobei diese Verbindung von E, und e, als die nächstliegende und einfachste 
gewählt sein möge. Die Bestimmung der einen dieser Relativkoordinaten, also 
einer gemischten Differentialinvariante der Gruppe G;, zwischen £, und ég, gründet 
sich auf folgenden von G. Kowalewski aufgestellten Satz: Kennt man bei einer 
ebenen Gruppe von Berührungstransformationen ein invariantes Bogenelement w(e,)dz, 
eine Pfaffsche Grundinvariante y(es)(dy — yıdr) und eine invariante Differential- 
gleichung y« — P(&-ı) =0, letztere von höherer als 2. Ordnung, so stellt der 
Ausdruck 

[yn — 9(6a)] yo (n > 2) 

eine Differentialinvariante dar, die sich auch auf eine Konstante reduzieren kann. 
Dieser Satz, der sein Analogon in der Theorie der ebenen Punkttransformations- 
gruppen hat (Kowalewski, Math. Ztschr. 1924), wird zum ersten Male aufgestellt 
und bewiesen in der Arbeit ,,Invariante Differentialgleichungen und Differential- 
invarianten bei Gruppen ebener Berührungstransformationen" (Leipz. Ber. 11. 
VI. 1923), ein vereinfachter Beweis wird in der oben erwühnten Arbeit ,,Zur natür- 
lichen Geometrie einer Gruppe von Berührungstransformationen" (Leipz. Ber. 
25. II. 1924) gegeben. «, y und y, — (es 1) können dabei ungemischte oder 
gemischte Gebilde sein. 

Eine fruchtbringende Anwendung dieses Satzes ergibt sich besonders dann, 
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wenn, wie das bei unserer Gruppe G,. der Fall ist, zwei ungemischte invariante 
Differentialgleichungen y, — $(&-ı) = 0 vorhanden sind und wenn die Ordnung 
des Ausdruckes [y, — «(ex 1)]yo^" niedriger ist, als die niedrigste Differential- 
invariante der vorgelegten Gruppe dies verträgt. Denn sind etwa n, und n, die 
Ordnungen der beiden ungemischten invarianten Differentialgleichungen, wobei 
2 «nj ng, <r—1 sein möge, so erhalten wir die beiden folgenden invarianten 
Ausdrücke . 

[Jn, — 91(6,231)] yo und [yn, — 9s(6n, 5) yo". 
Bei Gruppen G,, welche die Elemente e, $ transitiv vertauschen, sind nun das 
niedrigste invariante Bogenelement «dx und die Pfaffsche Grundinvariante 
y(dy — yjdx) allgemein nur von 2,y, yi, - - ., y; 2 abhängig, so daB also die beiden 
obigen Ausdrücke von (r — 2). Ordnung sind. Bei Gruppen der angenommenen 
Art muB aber die niedrigste ungemischte Differentialinvariante von mindestens 
(r — 1). Ordnung sein; daher müssen sich die beiden obigen Ausdrücke auf Kon- 
stanten reduzieren, also muf gelten 

[J», — 91(6231)]yo ^^ = €, [Yn, — 93(6,31)] yo 7 = e; 
oder 

Yn, — Prl€n—1) = ey, yu — Palen1) = ey, 

wenn wir annehmen, daß die konstanten Faktoren von w und y aufgesogen worden 
sind. Hiermit ist die Móglichkeit gewonnen, w und y vóllig integrationslos aus den 
gegebenen infinitesimalen Transformationen der Gruppe zu berechnen. Es ergibt 
sich 








1 BR! 
w = [ys, — Pilen—1) [yn, — Pa(en,—1)] nm, 





y = [ys, — Palen1)]" “Lyn, — Pa(en,—1)] 
Kennt man nun bei der Gruppe G, auBerdem noch eine invariante Beziehung 
zwischen einem Kurvenelement (o, — 2). Ordnung und einem Kurvenelement 
(o — 2). Ordnung (0, + 05 = r) in Form einer gemischten invarianten Differential- 
gleichung | 
Yn, — Pa(Ee,—2 €n,—1) = 0, (ns = 02 — 1) 
so stellt der Ausdruck 
[Jn, — Ps(Ee,—2, en,—1) yo ^ 
eine gemischte Differentialinvariante, also eventuell eine der gesuchten Relativ- 
koordinaten dar. w und y kónnen dabei durch ihre oben berechneten Ausdrücke 
ersetzt werden 
Alle oben gemachten Annahmen treffen nun bei unserer Gruppe G; zu. 
Es gibt bei ihr (s. G. Noth, Dissertation) eine ungemischte invariante Differential- 
gleichung von 7. und eine solche von 3. Ordnung; sie sind bei G. JVoth ausführlich 
.angegeben und lauten allgemein 


y; — Piles) = 0, Ya — Pa(€s) = 0. 
Die zweite reduziert sich auf y, = 0. Infolgedessen lassen sich, da G,, die Elemente 


8. Ordnung transitiv vertauscht, also die niedrigste ungemischte Differential- 
11° 
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invariante von mindestens 9. Ordnung sein muB, w(e,)dx und y(es)(dy — ide) 

nach obigem Verfahren bestimmen, und man findet aus 

. yy; — 91 = oy, ys = wy! 
für w und y folgende Ausdrücke 
1 1 3 7 
© —(y—9)*ys *, ‚= — pi)" Ys *- 

Da wir eine Relativkoordinate eines Linienelementes E,(X, Y, Y,) in bezug auf das 
Kurvenelement eg(z, y, y1, ..., ys) suchen, so müssen wir noch nach einer invari- 
anten Beziehung zwischen dem Linienelement E, und einem Kurvenelement von 
5. Ordnung forschen. Eine solche Beziehung existiert tatsächlich, und zwar findet 
man sie rechnerisch dadurch, daB man die gegebenen infinitesimalen Transfor- 
mationen der Gruppe G,, auf ein Element 1. Ordnung £, und ein solches von 5 Ord- 
nung eg erweitert und die so entstehende zehnreihige Determinante gleich Null 
setzt. Über die Berechnung dieser invarianten Differentialgleichung sowie über die 
Methode, die zu ihrer Bestimmung führt, wird weiter unten noch gesprochen werden. 
Es sei vorlàufig angegeben, daB man durch Berechnung jener Determinante ein 
Produkt erhält dessen einer Faktor gleich Null gesetzt die gesuchte gemischte 
invariante Differentialgleichung 


(3ysys — 534) —99sy44 Ta — d5gygA (x — X) —5y$ A tut = 0 
vorstellt. Hierbei ist 


Y . 
A=y-Y-g- HAITI, pay —Yi—(0— Xy. 


Setzen wir die linke Seite identisch g !), so ist y5! y = 0 eine gemischte invariante 
Differentialgleichung von der Form | 
3ys — 9 — 0, 
also ist 
Ys qo ^y 
die gesuchte gemischte Differentialinvariante. Setzen wir noch die für co und y 
gefundenen Werte ein, so erhalten wir als die eine der gesuchten Relativkoordinaten 
1 3 

u—(y-—99) ?9ys ^. 

Sie ist in den kleinen Buchstaben von 7. Ordnung. 


Berechnung der gemischten invarianten Differentialgleichung 4 (E, e;) = 0. 


Da die Berechnung der Determinante 4(£,, e;) technisch nicht ganz leicht 
durchzuführen war, soll hier angedeutet werden, wie man den Wert der Deter- 
minante erhielt. Bezüglich der Methode sei auf folgenden grundlegenden Satz 
Lies verwiesen (Math. Ann. XXXII. S. 219): Sucht man alle bei einer vorgelegten 
Gruppe Xjf,..., X,f invarianten Differentialgleichungen f(x, y, Ya, -.., V) = O, 
deren Ordnungszahl m nicht größer ist als (r — 2), so muß man die Determinante - 
A -—|Éug...ui (i =1,...7r) bilden. Verschwindet dieselbe nicht identisch, 


1) Geometrisch bedeutet y = 0. daB das Element E; und das Element e, beide ein und der- 
selben Minimalkurve angehóren. 





m 
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so liefern ihre Faktoren gleich Null gesetzt die gesuchten Differentialgleichungen. 
X,f,..., Xrf bedeuten hier die gegebenen infinitesimalen Transformationen der 
Gruppe. Auf Grund dieses Satzes hat G. Noth die beiden ungemischten Differential- 
gleichungen der Gruppe G,, ys = 0 und y; — y, = 0, die oben benutzt wurden, 
gefunden. Der Liesche Satz bleibt auch dann noch gültig, wenn man eine ge- 
mischte Erweiterung der Gruppe vornimmt, etwa auf ein Kurvenelement (o — 2). 
und ein solches von (c — 2). Ordnung, wenn nur o 4- o — r ist, da sonst keine 
Determinante entstehen würde. In unserem Falle folgt aus o —2 — 1,0 —2—5 
tatsächlich o + o = 10, der obige Satz kann also ohne weiteres angewendet werden. 
Die gemischt erweiterten infinitesimalen Transformationen der Gruppe G,, lauten 


P+p, Q+9  )XQ-cQ cs 
3 X'Q + XQ, + 4 2g +29, 49 
XP — YıQı + zp — yids — 2Y292 — 39ads — 4Y aa — SY55 
Y,P + $Y10 + yp + 3yiq — Yade — 9940s — (Aysya + 3Y3)9a — (Sys + 10934)0s 
XP + 2YQ + Yıdı + zp + 2yq + 9id1 — Vads — 29494 — 3Y5%5s 
(Y — XY,)P — EX YQ — 3110, + (y — zyi)p — àzyia — yia — Yıya — 29300: 
— (Yıya — 3xysys)ds — (Via — Maya — &xysy. — 32J3)0« 
— (yiys — 9ysy. — 3 — 9xysys — 102y594)gs, 
$X*P + XYQ + YQ, + 42°p + zyg + yay + (Yr — TY2)q2 — 229305. 
— (2ys + 3194)d. — (994 + Axys)qs; 
(XY — 4qX!Y,)P + (Y* —1 XI) + (YY, — $ XMQı 
ck (ty — $ ey) + (y — xy 
+ (yy. — tayı)gı + Gy — tyr 42 + 12393) qs — (yis + YYs — $27"ya Va) ds 
— (ayıya — 2zyyys + 29s + 2yya — 25s, IE) 
— (zyys — 9zysy, + 9y1J4 — 9 Xyg + 9yJs — $Z*ysys — IR ysy4)ds- 
Werden die Koeffizienten von P,Q,Q,, p, 9, 91) ..., g mit Zí,W,Hi £, qu. sn 
bezeichnet (i = 1, 2, .. ., 10), so müssen wir also nach Lies Satz die Determinante 
A=|SH HE x 7}... 75 | (i = 1,2,..., 10) 
berechnen. Ihre Faktoren liefern uns gleich Null gesetzt die gesuchten Differential- 
gleichungen. Es liegt nun nahe, an dieser Determinante gewisse Vereinfachungen 
vorzunehmen. Zunächst erkennt man sofort, da8 sich die zehnreihige Determinante 
auf eine sieb enreihige reduziert, wenn man von der vierten Spalte die erste subtra- 
hiert, von der fiinften die zweite, von der sechsten die dritte, darauf von der fiinften 
die mit (x — X) multiplizierte dritte und schließlich von der zweiten die mit X 
multiplizierte dritte Spalte. Die siebenreihige Determinante kann aber noch auf 
eine sechsreihige reduziert werden durch folgende Operationen, die in der ange- 
gebenen Reihenfolge vorgenommen werden müssen: man addiere zur achten Zeile 
die mit z multiplizierte siebente, zur zehnten die mit 4 x? multiplizierte siebente 
Zeile; darauf subtrahiere man von der siebenten Zeile die mit y, multiplizierte fünfte 
und von der zehnten die mit x multiplizierte achte Zeile; nun wird die sechste Zeile 
mit y, multipliziert und zur achten addiert, darauf mit 3 multipliziert und zur fünften 
addiert, schließ lich, nachdem man sie mit 2 multipliziert, die fünfte von ihr sub- 
trahiert und die entstehenden Glieder mit x multipliziert hat, zur neunten Zeile 
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addiert. Die drei letzten Schritte endlich bestehen darin, daB man von der zehnten 
Zeile die mit y, multiplizierte neunte subtrahiert, darauf zu ihr die mit y multi- 
plizierte Differenz aus der sechsten weniger der fünften Zeile addiert und schließlich 
zur achten Zeile die mit y, multiplizierte neunte hinzufügt. Hat man alle diese 
Operationen ausgeführt, so erhält man folgende sechsreihige Determinante 





0 4 (z — X) s—X | 1 0 
c-2|e-2*5;5-4-vn| -w-v-ixe-xr|e-00-5»-i::06—20|-| 0 
ı— X 3(y — Y)—2 Y, (z— X) 2(y — Yi) | js | —% 
¥1— Yi — y2(z — X) 4(yi— Y) —5(:—230Y, ys (y, — Y) y |— 99i — 
y— Y— Y,(z— X)—ty,(z—X)®?  y(y—Y)—5c—23)Yi tp — X + so Y) jg. 90 | 
— Hz — Xy 0 y— Y |» Wal - 


Vor sie tritt noch y, als Faktor. Diese Determinante muß nun nach dem Laplace- 
schen Satz entwickelt werden und zwar am besten nach den Unterdeterminanten 
der fünften und sechsten Spalte. Im Laufe der Rechnung kehren gewisse Verbin- 
dungen der großen und kleinen Buchstaben immer wieder, nämlich 


Y 
A=y-Y-@- UI,  u-y—Y,—(2— Xu. 


so daD man als Wert der Determinante schließlich erhält 

A(Ey, es) = y3A* [(Bysys — 595) — Sysyal lu — 15 y3 4-1 (x — X) — Sy$ ut]. 
Gleich Null gesetzt liefert sie also tatsächlich die oben angegebene invariante 
Differentialgleichung zwischen FE, und e,. 


Der Satz von Kowalewski über die Liesche Determinante 4. 

Die Bestimmung der beiden anderen Relativkoordinaten erfordert die Kenntnis 
eines von 6G. Kowalewski aufgestellten Satzes über die Liesche Determinante A 
(Leipz. Ber. 25. II. 1924), der hier ausführlich für ungemischt und gemischt er- 
weiterte Gruppen von Berührungstransformationen bewiesen werden soll und der in 
seinem endgültigen Ergebnis besagt, daB man bei jeder irreduziblen Berührungs- 
transformationsgruppe der Ebene die Differentialinvarianten ohne Integration 
aus den infinitesimalen Transformationen gewinnen kann. 


a) Beweis für ungemischt erweiterte Gruppen von Berührungstransformationen. 


Eine r-gliedrige Gruppe G, von Berührungstransformationen habe folgende 
endliche Transformationsgleichungen 


x= F(z, Yı Ya Ans... dr), y — G(z, V; 9n Aus... a;), y; = H(z, Ys Y» Anse.) ar). 
Die auf die Ordnung (r — 2) erweiterten infinitesimalen Transformationen 
| Xj ü=1,...,r] 

können durch das Symbol ausgedrückt werden 

Xf = Ep +g + nig + +++ msg [/ — 1,.. .,r] 
Nun vertauschen die endlichen Transformationen der Gruppe die infinitesimalen 
Transformationen in bestimmter Weise. Wenden wir also auf ein X'f eine beliebige 
endliche Transformation der Gruppe an, so erhalten wir | 
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X*f = XcXtf 
oder ausführlich geschrieben 
&p' J- g"g' + mq +: + mrege = Ze (ep tg + ni + +). 
Ferner gelten die Beriehungen 














IL ID EET SEDE 

ed ee ames rq VE 

=P ge tra ies + gp E | 
Far de +4 + Ce * IL 


Setzt man diese Ausdrücke in die obige Gleichung ein, so nimmt sie folgende Ge- 
stalt an 
Ep + nq ' + nt q ++ ET —o 


= Zelle Le eg) + (q Lee Msg) ee 
+(& oes ++ me >=) q.s | 


Hieraus ergibt sich 
rec 90. y es urs), 
A —m C Swe 0 
Oz, 9591-5 yo)“ 
C ist hierbei die Determinante der r? Koeffizienten c1). Die hier auftretende Funk- 
tionaldeterminante kann nun noch in folgender Weise umgeformt werden. Aus den 
endlichen Gleichungen der Gruppe folgt 


, dy, _ a + gH, y + y H ETE 








fa dx’ F; + yu Fy + + y;F,, ' 
um 
Oy, , Oys + OYs 
,_ dy m tay tay 2 T6 dy, ^ 
43 dy EE. E + D 


bilden zu kónnen, brauchen wir 
OYs _ Ay (F2 + yu Fy) — Fy (Az + y Hy) 


Oy, (Fe + yy BsF 
Der Zähler dieses Ausdruckes hat gerade die Form des Poissonschen Klammer- 
ausdruckes und kann daher [HF] geschrieben werden; also folgt 


sis = (HFY\F, + y,F, + y,F,)* 
Ya 











1) Bei der hier betrachteten Gruppe G,, hat sie den Wert 1, wovon in dieser Arbeit jedoch 
kein Gebrauch gemacht wird. 


84  Wiegandt, Natürliche Geometrie einer Berührungstransformationsgruppe der Ebene. 


und 
ys = [HF\F, + y,Fy + Yes.) ys +... 


Die Punkte in der letzten Gleichung deuten die Glieder an, die Ableitungen von. 
niedrigerer Ordnung als die dritte enthalten. In derselben Weise würde man er- 


halten 
0 


Oys , 
2 = [HF](F, + YıF, + Yly)®, E^ = [HF](F. + Y1Fy + YF) * u. 8. f. 


Die Funktionaldeterminante lautet dann unter Einsetzung dieser Ausdrücke 

















Ox’ Oy Oy ll, Oyr-2 | 
Ox Ox ox Ox 
er Oy Yi ,,,..,........ Oyr—s 
cy Oy Oy oy 
OZ Oy Oy .....,........ OYr—z 
Oy, OY, OY; | OY; —r(r—3) 
TAF) wd. OYr—2 _ OF, G, H) r3(dF\ 2 
m9 9 (4Py OYs = A(z, yy) (a) | 
dx 
| CAF], OYr—2 
00 O ary de 
dx 
ln [HF] 
00 0 ( TE 
dx 


Nun kann auch die Funktionaldeterminante d noch durch (HF] aus- 
» 2» J1 


gedrückt werden. Es gilt nämlich allgemein für jede Berührungstransformation 
(vergl. z. B. Lie-Scheffers, Geom. d. Ber.-Trans. S. 71) 
dG — HdF = [HF](dy — yidz). 
Hieraus folgt | 
HS = —[HF]ys 


Ox Ox 

oG oF 

u — Sy = [HF], 
0G oF 

— — H-— =0. 
Oy, Oy, 


Auf Grund dieser Relationen kann man leicht bestätigen, daß 
ô(F, G, H) 
— 2 = [HF]? ; 
Oz, y; yi) 
O(F,G, H) 


lautet ausführlich geschrieben 
O(x, y, Yi) B 


denn die Funktionaldeterminante 
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F, Gz H, 
Fy Gy Hy 
Fy Gy Ay, 
Subtrahiert man von der zweiten Spalte die mit H multipizierte erste Spalte, so 
treten in der zweiten Spalte gerade die Ausdriicke auf, die soeben berechnet wurden. 
Setzen wir also die dafiir gefundenen Werte ein, so lautet die neue Determinante 
| Fy, — Wl A F ] A, | 
| Fy [HF] Hy | = [HF] {Ay (PF. + y Fy) — Py (Hs + yy) } 
F y 0 H,, | 
Der in der geschweiften Klammer stehende Ausdruck ist aber wieder [HF], also 
folgt tatsächlich, daß die Determinante den Wert [HF]? hat. Für die Funk- 
tionaldeterminante der erweiterten Berührungstransformation erhält man durch 


Einsetzen dieses Wertes 
—r(r—3) 


O(z', y', Vi ... Yı—2) _ [HF]! iy 2 e 





LS in rer — 


O(z, yn ees Yr—2) dx 

Da das Bogenelement wdz und die Pfaffsche Grundinvariante y(dy — y,dx) In- 
varianten der Gruppe G, sind, so gilt 

o'dz' = wdr 

y (dy — yıdı') = y(dy — y,dz), 
wobei die Striche, wie bisher, die Ausübung einer endlichen Transformation der 
Gruppe bedeuten. Die zweite der obigen Relationen können wir noch etwas anders 
schreiben, indem wir bedenken, daß 

dy’ — yıdı! = [HF](dy — yidz); 





dann folgt 
v[HF]l=y, also [HF]— " 
Aus der ersten Relation ergibt sich 
dP |o 
de w' 
Setzt man dies ein in unseren für 4’ gefundenen Ausdruck 
(rs) 
, r—1 dF - 
4-CHFY^ (7) 4, 
so erhült man 
r—1 —r(r—3) 
'—Sc(*) (9) ^ 
an=c(%) (2) a 
Hieraus folgt e 
Be e» 2a WI 
)5 o 2 A=(y © ? A 
Der Ausdruck 
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hat somit die Eigenschaft, sich bei jeder Transformation der Gruppe bis auf einen 
konstanten Faktor zu reproduzieren. 


b) Beweis für gemischt erweiterte Gruppen von Berührungstransformationen. 


Wir gehen aus von der Determinante A(E, s, e, 5»), o + o — r, und erhalten 
in Analogie zu den ad Entwicklungen 























; oY’ (en , OY,» 

P= poe + Q’ ax +Q1 3% tt + %-2 OX 
, OX’ or’ , OY, 2 

Q- P$ +O Sy + Sp + + de “Sy 
oe p D. m ZZ | 3 
Qo Pay tO ay Vt oy c t ee ay 

, Ox , oy’ , OY; , OYS— 

. dE uS 
— np —— , oy” OY; ' Oy, 2 

_— wf Ox’ , oy , OY, , OYo—2 
BP t4 Oyen t y, T + Yo—2 Byes 

Die Gleichung 
X"f ZeXtf 


geht dann über in 
z"P' + H"Q' + +--+ Ho Qus + Ep + 9 + + 1090 


(oe +) P+ DAC ) 9-2 «(e ejr 
ee. )qo-2}, 


= xc 


nnd für die Determinante A4(£, s, e,—2) folgt 
O(X, Y', cy? NE Ye, x’, y’, yr EM Yo—2) A . 
a(x, Y , tt Yo, zT, Y, Yu °° Yo—2) j 
C ist auch hier die Determinante der r? Koeffizienten c. Die letzte Gleichung nimmt 
weiter die Form an 
‚_ 09(X 5, sS Yes)  O(X', -- Yo-2) 
A'=C a EN, Fonts yf, 
O(X, tt Y,—2) O(x, RC Yo—2) 
Die Funktionaldeterminante der kleinen Buchstaben hat nach obigem den Wert 
__ g(o—3) 
Adı,y, 75 Yo—2) — o—1 "dX : 
Oz, Vy * * s Yo—2) li x 7] =) 
Für die Funktionaldeterminante der großen Buchstaben folgt ebenso 


_ e(e—8) 
ax’) 2 
dX 


A'—-C- 











ge = 
) 


r yr10—1 
à(X, Y, Yee) [MAT 


e—2 
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Führt man wieder ein 











A = Y. dz’ c 
Unz]—75: dx o" 
so ergibt sich 
TEE —8) -——» 

* _ r90—1 4 

C) J =C[Y; AT a) (7 ) (QU 
oder 

—o(o—3) d X' = aS o(o—3) 
„ , > ‚ FE ee | - o-1 — — > 
y" v A' — CLYAX' Ay) y o 4, 
d. h. der Ausdruck 
o_ı — ZI) 
D=y ‘o 3 4 


hat die Eigenschaft, sich bei Anwendung einer Transformation der Gruppe bis 
auf den Faktor 


1x —e(e—3) 
<<) | 


c[yıXx ix 


(e+o=r) 
zu reproduzieren. 

In unserem besonderen Falle der Determinante 4(£,, e;) ist o — 2 — 1, 
oa — 2 — 5, und man erkennt durch Einsetzen dieser Werte in die Gleichung (*), 
daB sie sich auf die folgende reduziert 

yw’ * 4! = CLV, X ]y$o71* 4. 

Führt man noch den oben gefundenen Wert unserer Determinante 4(£,, eg) ein, 
namlich 

A (E, es) — Ja 2g, 
und nimmt auch für o und y die früher berechneten Werte als bekannt an, so findet 
man als Spezialfall des obigen allgemeinen Satzes den folgenden: Der Ausdruck 

B= pot 
der zur vorliegenden zehngliedrigen Gruppe G,, von Berührungstransformationen 
gehört, hat die Eigenschaft, sich bei Anwendung einer Transformation der Gruppe 
mit dem Faktor C[Y, X']? zu reproduzieren. 


Berechnung der beiden noch fehlenden Relativkoordinaten für die Gruppe Go. 

Auf Grund des obigen Satzes können nun die beiden noch fehlenden Relativ- 
koordinaten gefunden werden. Um zunächst die eine der beiden zu bestimmen, 
eliminieren wir aus dem eben gefundenen Ausdruck 

ip = yoyo 
die Größe y mit Hilfe der S. 80 abgeleiteten Beziehung 
y = wiyz} 
und erhalten 
iB = ys*} pot. 


Nun hat unsere oben gefundene erste Relativkoordinate 


u = y5pw 
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die Invarianteneigenschaft. Es ist also 


(—2 , 2 -9 _2 
jJ ya  —Ys PO. 
Andererseits galt 
' = C[Y;: X']°#, 
also 
(**) yj à" g'w'* = C[Y! X' By, 3419 ot. 
Aus Gleichung (*) und (**) kann man 9 eliminieren und erhält 
y A o = C[YLX' fy, 32105. 
Differentnert man diesen Ausdruck logarithmisch nach s unter Festhaltung der 
großen Buchstaben, so erkennt man sofort, daB der Faktor C[Y; X’]* herausfallt. 


Da ferner 
ds’ = w'dz’ = wdı = ds, 


so folgt | 
din? , din(o'3y571) — dinA , din(w*y,") 
Bd tas — ^ ds * — ds c 
Setzen wir noch ein 
2 oe = w-lA-ly, 


so crhalten wir als zweite Relativkoordinate 
BEEN din(w* y,—*) 
| v= AU + 
Die Spaltung in zwei Summanden ist .deshalb von Vorteil, weil nur der erste 
Summand in A-1u die großen Buchstaben enthält; v ist wegen des zweiten Sum- 
manden, der die Ableitung von w(e,) nach x enthält, von 8. Ordnung in den kleinen 
Buchstaben und außerdem gegenüber Transformationen der Gruppe invariant. 
Die noch fehlende dritte Relativkoordinate finden wir, indem wir u logarith- 
misch nach s differentiieren. Es ergibt sich 
| ding , din(w-?ys À) 
t0 = ds T —ds C 
w ist ebenfalls von 8. Ordnung in den kleinen Buchstaben und erfüllt die Forderung, 
gegenüber Transformationen der Gruppe invariant zu bleiben, da u und ds In- 
varianten sind. Es zeigt sich, daB u, v, w in bezug auf X, Y, Y, voneinander 
unabhängig sind. 


II. Die niedrigste ungemischte Differentialinvariante der Gruppe Go. 


Die niedrigste ungemischte Differentialinvariante der Gruppe G,, muB, wie 
die allgemeine Theorie besagt, mindestens von 9. Ordnung sein, da die Determinante 
A(e,) nicht identisch verschwindet, und es kann im wesentlichen nur eine solche 
Differentialinvariante Z(e) geben. 

Die Methode, die zu ihrer Bestimmung führt, erfordert nur Differentiationen 
und Iliminationen, Bilden wir nämlich 

dy dy 


-a - o? | 712110, "i 1 2 Su + A 3 yg (a -x)| t 


d*ln(o3y3 1) 
ds wir | 2 ds? ’ 
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wobei 

dw 

dt ’ 

so haben wir eine mit e, behaftete gemischte Differentialinvariante vor uns, und 
wir erkennen, daß sich unsere gesuchte Differentialinvariante /(e,) durch Elimi- 


w, = 


nation von X, Y, Y, aus u, v, w und > berechnen läßt. Wir können uns aber die 
Rechnung noch vereinfachen, indem wir darauf achten, daß u, v und = die 
großen Buchstaben nur in den beiden Verbindungen A-!u und 2-12 — X) ent- 
halten. Bei » und 2 liegt es auf der Hand, u enthält die großen Buchstaben 
nur in y, dieses sie aber wieder nur in den angegebenen Verbindungen. Die Be- 
stimmung unserer Differentialinvariante /(e,) reduziert sich daher auf die Lösung 


der Aufgabe, aus u, v und 2 die Verbindungen A-!u und Az — X) zu eli- 
minieren. Der größeren Zweckmäßigkeit halber wählen wir zur Elimination die 
Verbindungen 

ol u=L und  o-^?4-?y,(z — X) = M 
Das Eliminationsergebnis liefert einen Ausdruck F (u, v, 2. welcher frei von 


L und M ist und die gesuchte niedrigste Differentialinvariante /(e,) darstellt. 


Nach Einführung der Verbindungen L und M nehmen u, v und T die Form an 


u = 97*yy * (3ysys — 5y$) —5o-71yg T y,L — 15 M —5L*, 








_ din (w* y3*) 
a C 
dy _ eo, 7 yt pe, Eln(w? ys") 
ds = — à eL M — 3 L + ds? . 
Die Durchführung der Elimination liefert wegen 
din(w* ys 1) 


L=v— ds 


folgende Beziehung 


dv 5 d in(e*ys 1) — din(w*y,} 
t— 15 = © ty” + | (3ysys — 542) — 15 u _ en - 15020, —5o-1yg1y) 


9 (din(o*yg )\ _ Li din(o*yg 7), , 5 , 
+ 7 (2) + 59 (30 7, — whys 1y, — ets) To Uv 


Man bestätigt nun leicht, daß der Faktor von 5v verschwindet und der Faktor von 


ane (a? ys 1) 1) 


NM sich auf 5 — reduziert. Es ergibt sich also folgende Relation 


. dv din(e3y.,1 
—1534. — TE = o-?yg *(3ys ys — 59 — 2 (A me ys 2y-4 





; dln OA 1) 
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Dieser Ausdruck stellt die gesuchte Differentialinvariante /(e,) dar, denn er ist 


eine von L und M freie Verbindung von u, c und =. 


Wir kônnen ihr noch eine übersichtlichere Form geben, indem wir alle ihre 
Glieder in die Form von logarithmischen Ableitungen bringen. Um dies durchzu- 
führen, differentiieren wir nicht nach s, sondern nach z, und lösen den 2. Differen- 


2 —1 
tialquotienten neis folgendermaBen auf 


"n 1) _ qi d'in(e*y4 1) — me Ente I, 
ds? dı? 
Führen wir diesen Wert in den obigen Ausdruck M Ie. ein, so ergibt sich 


_ - dino din(wy;*) 5 (din(w*ys) * 
ot | Gy By + 15 SO 2 wus) _ 5 nos ’) 


2 3,,—1 
he, 








I(e,) = 


Da sich nun auch noch das erste Glied in der Klammer auf die Form bringen läßt 


_ ~ 22. 90 ny din y 
3ys ty, —5 ya 2y = 3 dé 2 Hm ay 





so haben wir damit alle Glieder von /(e,) als logarithmische Ableitungen aus- 
gedrückt. Führen wir noch ein 
g wr ys? 9 
woraus folgt 
diny, __,dinw ding = dilnys_,@inw ding 
dx dx dr ' dr? .dı dr? ? 
so ergibt sich als endgültiger Ausdruck für I(e,): 
I(@) = w- [ire u (doe = , dina _ 1 [dino\° 4 din o dino dinc 
dz? dii 2\ dr) |" dr dz 
Man kann auch leicht bestätigen, daß /(e,) tatsächlich bei Anwendung aller 10 
infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe G,, invariant bleibt. Auf Grund 
der von G. Noth (Dissertation) angegebenen Tabelle der Klammerausdrücke er- 
kennen wir, daß es genügt, die 5 infinitesimalen Transformationen X,, X4, Xs, X, 
und X, auf /(e,) anzuwenden, da aus ihnen durch wiederholte Klammeroperationen 
die ganze Gruppe entsteht. Es muB sich bei Anwendung der genannten infini- 
tesimalen Transformationen 








. . 1 
X, = Pp, A,=g, Às— 1x9 + Gi) X, = D 4^3 + ih, 


1 1 
Xs = (y — ry1)p — 9 ryig — 9 Vid 
auf /(e,) zeigen, daß 
61 (eg) 


"ép c9 


91 (es) Jautet ausführlich geschrieben 


ist. 
ót 
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dine dino „Fine 
fn c 
ól(e) _ öt ôt dx ôt öt 
a j dine g dine dino 
dino dx dino dx dina dx | 
Cds à ode & "ds 4j 
wobei 
oo _ dé 
ót " dz? 
3 dino 
dz dinwdé dé 
öt de de dz?’ 
d'in c | 
dz? _ dinwd& dinw dE dé 
— à der dx dx dx? de?’ 
dina 
at Ne 
gana 
dx dW, dine dé 
ót dx dx dz’ 
iting 
dx? @W, dino d’£ dE d'Ino 
CO de dr dr? ‘dr de 
und 
Wy = yy — Ny 
die partielle Ableitung nach y der charakteristischen Funktion 
W —yié —7 
ist. Die Durchführung der Rechnung ergibt tatsächlich bei allen fünf genannten 
Transformationen tes) = 0. 


III. Berechnung der niedrigsten Relativkoordinate und der Identitits- 
bedingungen für die Gruppe Gyo- 


Die drei gefundenen Relativkoordinaten waren von 7. und 8. Ordnung in 
den kleinen Buchstaben, und zwar u von 7., v und w von 8. Ordnung. Man kann 
nun durch passende Zusammenfassung von u, v und w auch die niedrigste Relativ- 
koordinate finden, welche in den kleinen Buchstaben von 6. Ordnung ist. 

Dazu gehen wir folgendermaßen vor: wir schreiben u in der Form 


und bilden 


8 


diu _ din(ys *9)  2din(sy, ) 


77 ds ds 3 ds 
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Bedenken wir, daß v lautet 
—1 
v= a1 lu + din Curs.) 


? 


so läßt sich folgende Verbindung herstellen 


EE 
wv + 3 v= Zora + Ons E . 


Mit Hilfe der Beziehungen 


di 1 dina _ 1 ER 
a = DU: ath" = 2 —--, u i=Yys 30 


ds 
ergibt sich schließlich 


4 
-$ 2 + din(A? y, ? 
u "(w+ So) =n > din ( ya ^9). 





Der rechten Seite dieser Gleichung sieht man an, daB sie in den kleinen Buchstaben 
nur von 6. Ordnung ist, wührend die linke Seite die Invarianteneigenschaft erkennen 
läßt. Setzen wir die rechte Seite also gleich t, so ist 
4 8 
1 4 8 
Lus 8 dins e) 
t= Va dz 


die gesuchte niedrigste Relativkoordinate. 


SchlieBlich seien noch die Identitátsbedingungen notiert, d. h. die Ausdrücke 
dt du dv 


von—, —-, ;- durch t, u,v. Sie lauten: 
|. ds’ ds’ ds 
ds — 9" zu zu ; 
3 
o o Suv tue, 
dv 1 , u J 
ds ^ 6" 45 15: 
Bei Aufstellung der Formel für a findet man als Nebenergebnis den Ausdruck 


für w, der mit dem von G. Noth (Dissertation) angegebenen übereinstimmt. 
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Elementare Betrachtungen tiber den Aufbau 
von Zahlverkniipfungen nach Gesetzen. (2. Note). 
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Vorbemerkung. Bezeichnungen. 


Das Ergebnis unserer ersten Note (Crelle 154, 1I, S. 129 f.) hatte bei der 
Untersuchung über die Verknüpfung dritter Ordnung !) die gewóhnliche iterative 
Multiplikation als Verknüpfung zweiter Ordnung angenommen. Es war also in dem 
Ausdruck für die allgemeine Multiplikation: 

$,(a, b) =C-a-b, 
bisher 
C —1 
gesetzt worden. 

In der nachstehenden Note wird untersucht, ob sich das angegebene Resultat 
ändert, wenn C +1, also C 2 2 gesetzt wird ?). 

Im übrigen behalten sämtliche Bezeichnungen ihren bisherigen Sinn: Es 
bezeichnen a, b, c, -- - Zahlen aus dem Gebiet der pos. ganzen Zahlen einschl. 0; 
A, ft, *, 9, y, x Sind pos. ganze Zahlen > 0. Auch verstehen wir, wie bisher, unter 
b,, die Zahl, die die Gleichung erfüllt 

Si (a, bo) = b, (62a2 0) 
und endlich unter k, die Zahl, die die Gleichung 
S.(a, k,) = a 
fiir jedes a befriedigt. 


An diese Zahl k, knüpfön wir einige Bemerkungen an. 





1) Wir ziehen dieses Wort jetzt dem früher gebrauchten „Rang“ vor. Eine Verknüpfung 
n-ter Ordnung ist also die mit S, bezeichnete. 
3) C=0 ist ausgeschlossen, da sonst S,(a,b) trivial würde. Vergl. Anm. 1 zu S. 122 von 
Note I. 
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Es existiert zunächst, nach wie vor, k, = 0; dagegen ist für die Fälle der 
Multiplikation, die wir im folgenden betrachten (C > 2), ein k, in dem’ zu Grunde 
gelegten Gebiet (der pos. ganzen Zahlen einschl. 0) nicht vorhanden. Daher ge- 
winnt Grundgleichung (3)!), auf S, angewendet, folgende Fassung: 

(3°) Aus S,(a,b) = S,(a, b') folgt stets b = b', wenn a +0 ist. 

Da wir, wie erwähnt, im folgenden nur Fälle C > 2 untersuchen, so impliziert 
die Gleichung C = 1 einen Widerspruch. Verknüpfungsfälle, aus denen sich diese 
Gleichung ableiten läßt, sind sonach als widerspruchsvoll anzusehen. 

Endlich führen wir hier noch einige Formeln an, die sich aus der Grundformel 
der allgemeinen Multiplikation 2) ergeben, und im nachstehenden ohne weitere 
Ableitung benutzt werden: 


C = S41, 1); C-a = 5,(1, a) = S,(a, 1); 
c-S,(a,b) = S,(c-a,b) = S,(a, b.c) = S,(a-b:c,1); Se(a, 0) = 0. 


§ 1. Werttripel. Reduktionsregein. 


| Wir erwägen zunächst, was wir von der bisherigen Untersuchung über die 
legale?) Verknüpfung dritter Ordnung im Gebiete der ganzen pos. Zahlen einschl. 0 
unter der veränderten Voraussetzung C = 2 noch beibehalten kónnen. Wir gehen 
auch hierbei davon aus, $4 mit $, (Addition: a + b) und S, (allgem. Multiplikation: 
C-a-b; C+1) durch Grundgleichung (6) *) unter den Bedingungen (6)a und 
(6)5 °) vereinigen zu wollen. | 

Da sich hierbei die Werte von A(= 3) und uw (= 2 oder 1) nicht geändert 
haben, so haben wir auch im nachstehenden für «=1 und u — 2 je diese Wert- 
tripel zu diskutieren: 


0 
|(11112|21|2|3|3|31|3  e—1,2,3. 


— —Ó—Ó — —MM M — —— — M a À— € À 


x|1|213,1;2.3 1.2 38 


lichkeiten. 

Von den in $ 10 der Note I aufgestellten Reduktionsregeln bleibt Regel I *) 
nach wie vor in Geltung. Sie läßt in jeder Reihe nur die Tripel I, — Il, V,, 
VI,, IX und X, also 17 - 17 = 289 Fälle übrig. 

Dagegen wird Regel II?) für # = 2 unbrauchbar, da k, nicht existiert 9). 


1) Note I, S. 117. 

2) $,(a, 0) = C: a: b; C+0. 

3) GemáB den Grundgleichungen (1) — (6). 

4) Note I, S. 117. 

5) Note I, S. 118. 

$9) Zwei Fülle g, y, x und q^, 7’, w sind dann miteinander identisch, wenn $— q^, w= y’. 

= y’ ist. 

dad ") Bedeutet 1 einen, 1’ den anderen der beiden Werte y oder x einer Entwicklung S,(a, S,(b, c)) 
= Sy (Sy (a. b), S, (a, c)) ; (u = 1 oder 2), so ist Sr(a, kn) = Sr(b, ku), für jedes Paar a, b, für das 
Srr(a, b) ky ist (0 « v « q). (Vergl. hierzu Anm. !) und *) S. 123, Note I). 

*) Die Anwendung auf « = 1 lautet dann: Ist y = 1, so gibt es kein k,, von dem S;(a, 5) 
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Demnach läßt sie nur noch für 
B=: Vo, VI, IX, X. | 
B —2: I, IL, HL, Ve, VI, IX, X. J 
Regel III!) wiederum bleibt vollkommen erhalten. Da sie die Kombination 
gleichbezeichneter Tripel aus verschiedenen Reihen verbietet), so fallen wiederum 
S Kombinationsmöglichkeiten weg, und es verbleiben 128 Restfälle. 
Auch Regel IV?) bleibt als solche bestehen. Sie ist jedoch nur auf u = 1 
anwendbar und hat kaum noch Bedeutung. Wir greifen auf sie als Regel nicht 
mehr zurück. 


d.i. 8-17 = 136 Fälle übrig. 


§ 2. Diskussion der Fälle V,, VI, X der Reihe u = 1. 


Wir betrachten nun zunächst diejenigen Werttripel der Reihe x = 1, die 
schon allein durch den Versuch, S, mit S, gemäß (1)—(6) zu verbinden, Wider- 
sprüche oder Trivialitäten ergeben. 


Ve(v — x — 2). 
Hierbei ist 
Sa(a, b) = Sa, S,(b, 0)) = S,(S,(a, b), $,(a, 0)) = Se(Ss(a, b), O). 


Für 9 =1 wird dann . 
S,(a, 5) = S,(a, b). 


Wir erhalten also keine neue Verknüpfung. 


Für Q 22 ist 
$3(a, b) = 0; trivial. 


Für 9 =3 endlich ergibt sich, S,(a, b) =v gesetzt: 
S,(a,b) = S,(v,0) = S,(v, $,(0, 0)) = $5(955(v, 0), So(v, 0)) = S3(0, 0) = constans; 
also trivial. 

Demnach scheidet Veux = 1) aus. 


verschieden sein müBte. Also ist Regel Il auf alle a. b anwendbar. Hierbei ist, = = 1 gesetzt, 
für alle a+ 5: S,(a, 0) = 9,(b, 0), also a = b. Diese Tripel scheiden aus. Haben wir = = 1 fest. 
setzen aber y = 2 oder 3. so muß S;-(a, b) +0, d. h. wenn 1’ — 1 oder 2 ist, a 3: b, a und 5+0 
sein. Für alle diese a, b folgt wie oben der Widerspruch a = 6. Ist endlich z = 1, g = 2 oder 3, 
z’= 3, so muB S,(a, b) +0 sein. Alle Paare a, b, die dieser Ungleichung genügen, müssen auch er- 
füllen: a — 5. Es kann also höchstens S,(a,a) +0 sein, dagegen muB S,(a. b) = O gesetzt werden. 
sowie a+b ist. Nun läßt sich S,(a, a) wie folgt entwickeln: 
| S,(S,(a, a), Sa(a, 0)) = $,2a.0) | 1) eur uk: 
S,(a, a) = S,(a, S,(«, 0)) = SK 8, (a, a), Sa, 0) = S,(2a, 0) | ^ O für a =H 0. 

Ist a = 0, so ist k = S,(0, 0) = S,(0, S,(0, 0)) = o D — 0. Mithin ist überhaupt Sy/a, b) — 0. 
Also fallen für 4 — 1 alle Tripel fort, in denen y oder x = 1 ist. 

1) Ist Su(b, c) + Sy(b, c) für mindestens ein Paar b, c. so darf nicht zugleich q(4, u) = p(A, u’), 
A, a) = V, u^), x, u) = x, u’) sein. 

3) z. B. IX («= 1) mit IX (u = 2). 

3) Eristiert kn. so tat Sıla, kun) = Se(Su(a. kn); Sy(a. ku)‘. 
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VL(y = 2, x = 3). 
Hierbei entwickeln wir: 
(1) Sala, b) = S(a, 5,(0, 6)) = Se(Sa(a, 0), Ss(a, b)) = Se(0, S3(a, b)), 
(2)  Sg(a, b) = Sala, S,(b, 0)) = S,(S2(a, b), Ss(a, 0)). 
Wir prüfen zunächst den Fall 
Q zz 1. 
Aus (2) ergibt sich dabei für jedes 5, indem wir a — O setzen, 
$4(0, 5) = S,(0, 0) = C’. 
Demnach wiederum aus (2): 
Sala, b) = S,(a,6) +C’ =C-a-b4-C. 
Nun ist nach Grundgleichung (4) 
S3(a, Sad, c)) = S3(S3(a, b), c), 
also | 
C-a(CC-b-c+C)4+C =C-(C-a-b4+C')-c4+C. 
Mithin ist 


C’-a=C'-c 
oder, da diese Gleichung auch für a +c gelten muß, 
°C’ =0, 


d. h. 
Sa(a, b) = Sa(a; db). 


Demnach liefert VI, gar keine neue Verknüpfung. 
Wir gehen danach über zu 
o = 2. 
Hier ist nach (1) sofort die Trivialität erkennbar: 
Sa(a, b) = S,(0, S,(a, b)) = 0. 
Endlich ist, wenn 


e=3 
genommen wird, und wenn wir S,(a,b) durch w bezeichnen, nach (1): 
v= Sa(0, w), 


und also nach (2) 
w == S3(0, S3(0, 0)) = constans; folglich trivial. 
Daraus ergibt sich, daB auch VI, nicht zu verwenden ist. 
X(g = 2, y - x 2 3). 
Hiernach ist 
v= S3(a, b) = S3(a, S1(6, 0)) 
= S_(5S3(a, b), S3(a, 0)) 
= S$,(w, S3(a,0)) = C -w - Ss(a, 0). 
Ist nun $5(a, 0) = 0 zu setzen, so wird S,(a, b) = 0, also trivial. Wird aber 
Sa(a, 0) > 0 angenommen, so ergibt sich für alle C > 1 ein Widerspruch. 


Stammler, Aufdau von Zahlverknüpfungen nach Gesetzen 11. 97 


Es war in diesen drei Fällen möglich, S, als trivial oder widerspruchsvoll oder 
gar als mit S, identisch nachzuweisen, ohne die Distributivformel für A = 3 und 
je = 2 heranzuziehen. Das scheint bei der Diskussion von IX (4 = 1) nicht mehr 
zuzutreffen. Vielmehr waren wir genötigt, zuzusehen, was geschieht, wenn neben 
der Gestaltung IX der Distribution für À = 3 und u = 1 die zahlreichen Möglich- 
keiten treten, wie sie uns in den Tripeln I,, II,, III,, V,, Vi,, IX und X der Reihe 
je = 2 gegeben sind. Da allerdings durch Regel III die Kombination (IX; IX) 
verboten ist, wären hier noch 16 Fälle zu diskutieren. 


8 3. Diskussion von IX(u= 1). 
Bei der Entwicklung nach IX (u = 1)!) gelten zunächst folgende Sätze. 
(3) Sala, 0) = S3(a, 5,(0, 0)) = S,(Ss(a, 0), $5(a, 0)) = 0. 
Ferner für jedes a = 1: | 
$3(a, b) = S3(S,(a,, 1), 5) = S,(S5(a,, 5), SaL, 5)) 
und hieraus durch vollstándige Induktion unter Benutzung von (3): 


(4) S3(a, b) =a -8S,(4, b) (a = 1)?). 

Setzen wir hierin b = 1, so folgt 
(5) S3(a, 1) = a - Sg(1, 1) (a = 1)%), 

und endlich, indem wir dieses Ergebnis wieder auf (4) anwenden, 
(6) Sa(a,b) = a-b-S,(4, 1) (a Z1, 5 zx 1)*). 


Daraus ergibt sich, daß für jedes Paar a, b, für das a und b + 0 sind, die 
Ungleichung gelten muß 


(7) S3(a, b) + 0. 
Ware nämlich auch nur für ein Paar a’ +0 und b’ +0 
S,(a’, b) = 0, 
so wäre S,(1,4) und damit S,(a,b) überhaupt = 0, also trivial. 
Wir betrachten nunmehr die Kombination 
IX(¢=1); La=23 p=x=1). 
Hier setzen wir an: 
Sa(C, 0) = S5(S_(1, 1), 0)) = S,(5,(1, 0), 51(1, 0)) = Sell, 1). 
Es müßte somit nach (3) 
$,(1, 1) = 0 
sein. Das würde für o = 1 mit 2 = 0, für o == 2 mit C = 0 gleichbedeutend, also 


widerspruchsvoll sein. Setzen wir endlich o = 3, so hätten wir im Gegensatz zu 
(7): Sz(1,1) = 0. Diese Kombination scheidet also aus. 


1) g=1, p=z=3. 

3) Für a = 0 geht (4) in (3) über. 

3) Für a = O geht (5) in (3) über. 

*) Für a oder b =0 geht (6) in (3) über. 
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Wir gehen über zu 
IX(u =1); (ue =2; p=1, x= 2). 


Hier liefert die Entwicklung nach II,: 


(8) Sa(C, b) = 53(5(4, 1), b) = S,(5,(1, b), Sel, b)), 
mithin für b = 1: 
(9) Sg(C, 1) — S,(2, 5x, 1)) = SQ(C, 2). 


Da nun nach (4) 
Sa(C, b) = 5 - 8,(C, 1) 
sein muB, so ergibt sich mit Hilfe von (8) und (9) 
(10) S,(5,(4, b), $31, b)) = bd: Se(2, Sell, 1)). 
Diese Gleichung (10) führt nun aber für o = 1 und 2 zum Widerspruch; denn 
9 = 1 ergibt für b = 0: 
1 = 0; 
und 
9 = 2 liefert: 

S,(5, (4, b), Sel, b)) = b: S,(2, Salt, 1)) = S,(2, b - S2(1, 1)) = S,(2, 5,(1, b)). 
Ist nun S,(1,b) + 0, also b+ 0, so müßte für alle b > 0 gelten (nach Grund- 
gleichung (3)): 

Sıll, b) = 2, 
und das ist sicher falsch für alle 5 > 1. 
e = 3 endlich ergibt nach (9): 
folglich nach Grundgleichung (3*): 
1 = 2. 
Also ist diese Kombination als widerspruchsvoll erkannt. 
Da somit auch (IX; II,) sich als unbrauchbar erwiesen hat, betrachten wa = 
jetzt die Kombination 
IXu=1),; Me =2; y —l. x = 9). 


Hierbei ist 


(11) S3(C, b) = $3(Ss(1, 1), b) = S,(5, (4, b), Ss(1, b)). 
o — 1 liefert nun, b = 0 gesetzt, nach (3) und (11) den Widerspruch 
0 = 1. 


9 = 2 ergibt folgendes: 
Da nach (4) 





Sac, b) = C ° Sal, b) = $4(1, S,(4, b)) 
ist, und (11) für o = 2 die Form annimmt: 
55(C, b) = (Sl, b), Sy, b)), 
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80 folgt hieraus nach Grundgleichung (3°) für alle b + 01): 
i= S,(1,b), 
und das ist falsch für jedes b > 1. 
Für o — 3 erhalten wir aus (11), wenn wir b = 1 setzen: 
Sa(C, 1) = Ss(2, Ss(1, 1)) = Sy (Ss(2, 1)1), — Sa (1, S3(2, 1)) = S3(51(0, 1) Sa(2, 1)). 
Betrachten wir die rechte Seite dieser Gleichung als rechte Seite der Distributiv- 
formel III,(u = 2), so lautet deren linke Seite: 5,(5,(0, 2), 1); und da nach (3) 
5,(0, a) = O ist, haben wir 
$4(C, 1) = S,(0, 1) = 0 
im Widerspruch zu (7). 
Es folgt jetzt die Kombination 
IX(u= 1); YV(n—2; y 2x = 2). 
Hierbei wird nun: 
(12) S,(C,b) = S5(S,(4, 1), 0) = So(S3(4, b), $,(1, 5)) = S,(C +b, C -b). 
o — 1 gibt also folgendes Resultat, b = 1 genommen: 
mn S,(C,1) = SC, C) =2-C, 
und da nach (5) 
S,(C,1) = € -S,(4, 1), 


so-folgt | 
Sa(1, 1) = 2. 


Mithin ergibt sich aus (6): 
S,(a,b) =2-a-b = S,(a-b,a-b), 
oder, indem wir für a den Wert 2-C substituieren, 
(43) S3(2-C, b) = S,(2-C-6, 2- C- b) = $,(S,(2, 5), S2(2, 5)). 
Andererseits ist, nach V, entwickelt: 
$3(2 ° C, b) = Sa(Ss(2; 1), b) = S1(52(2; b), Se(1, b)) , 
folglich muB stets 
S,(2, b) = Se(1, b) 
und für alle b+0 . 
1-2 
sein. Wir erhalten also einen Widerspruch. 
Setzen wir nun 
e = 2, so wird nach (12): 
(14) $3(C, b) — $3(54(1, b), ós(1, b)). 
Andererseits ist nach (4): 
Ss(C, b) — b -S,(C, 1) = 5 - S,(54(1, 1), 1); 
dieses nun nach V, entwickelt, liefert 


en 





| 1) da S,(1, b) + 0 sein muß für b + 0 (nach (7)). 
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b - S,(S,(1, 1), 1) = 5 -S2(53(1, 1), Sa, 1)) 
= §,(b - S,(1, 1), S2(1, 1)) = 5,(5,(4, 5), Sat, 1)). 
Nun ergibt das, mit (14) verglichen, für alle b +0: 
— -§,(1,1) = S,(4,6) oder 1=b. 

Wir haben daher wieder für alle 5 > 1 den Widerspruch. 
o = 3 endlich läßt aus (12) schließen, 5 = 1 genommen: 
| 5,(1,C) = S,(C,C), also stets den Widerspruch C = 1. 

Bei der Kombination 


IX(u = 1); Vu =2; y= 2, x — 9) 





. setzen wir wiederum an: 


(15) Ss(C, 1) = S&(S4(1, 1), 1) = S,(05,(1, 1), Sa(1, 1)). 
Nehmen wir hierin zunächst 
e=1, so folgt 
(16) $3(C, 1) = 5,(S,(1, 1), S&(1, 1)). 
Setzen wir nun $,(1, 1) = C', so ist nach (16): 
Sa(C, 1) = S,(C, €"). 
Andererseits ist nach (5): 
S,(C, 1) =C-S, (4,1) =C-C’. 
Folglich ist hier 
C --C' =C-C. 
Das ist wegen C +0 nur dann möglich, wenn 
C —C' =2 
ist. Für alle C + 2 ergibt sich sonach ein Widerspruch. Aber auch C = C' = 2 
kommt nicht in Frage, da dann wegen (6) 
Ss(a, b) = a-b-S,(1,1) =a-b-C’ — a- b. C = S,(a, b) 
gar keine neue Verknüpfung ist. 
Nehmen wir nun an, daB in (15) 
0 = 2 gesetzt werde, so folgt: 
S,(C, 1) = SC, Safi, 1)). 
Andererseits ist nach (5) 
Sa(C, 1) = C -S,(4,1) = 5,01, S4(1, 1)), 
daher, weil nach (7) S;(1, 1) +: 0 sein muß: 
1 —C. 
Und das sollte ja ausgeschlossen sein. 
0 ) = 3 endlich liefert nach (15): 
Sa(C, 1) = S5(C, Ss(1, 1)), 
d. h. 
Sa(1, 1) — 1, oder nach (5): S,(C,1)=C. 
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Also ist 
$3(C, C) = S3(S,(1, 1), C) = Sa(Sa(1, C), Sa(1, C)) = S3(So(4, C), C). 
Mithin müßte auch hier 
$4,(1, 1) = S,(1, C) 
sein, daher C den verbotenen Wert 1 annehmen. 
Jetzt erübrigt nur noch die Betrachtung von 
IX(u = 1); Xe = 2; e = 2, y 2x = 4). 
Hierbei ist 
SatC, C) = S3(S,(1, 1), C) = Sz(Ss(l, C), S,(1, C)). 
Andererseits nach (4): 
Sa(C, Cy=C- Sg(1, C) — Sy(1, Ss(1, C)). 
Folglich ist 
$4(1, C) == 1. 
Da nun nach (5) 
| $4(C, 1) = C - S4(1, 1) 
ist, so müßte 
1 = C - §,(1, 1) 


sein, und das ist nur für C = 1 = §,(1, 1) möglich, führt sonach zum Widerspruch. 


§ 4. Ergebnis. 


Damit ist nachgewiesen, daß von allen Möglichkeiten, eine Verknüpfung 
dritter Ordnung im Gebiete der positiven ganzen Zahlen einschl. Null streng analog 
den Grundgleichungen der Addition und Multiplikation aufzubauen, keine in Frage 
kommt. Mit anderen Worten: 

Eine legal auf Grund der Gesetze (1)—(6) aufgebaute Arithmetik, deren 
Verknüpfung erster Ordnung die gewöhnliche Addition ist, kommt im Gebiete 
der positiven ganzen Zahlen (einschl. der Null) nicht über die allgemeine Multi- 
plikation hinaus. 


Zusatz. 


Dieses Resultat scheint sich zu ändern, wenn für die Verknüpfungen 5, einige 
Grundgleichungen wegfallen. Es läßt sich nämlich folgendes zeigen: 

Wir setzen, wie bisher $,(a, b) — a +b. Für À > 1 soll dann nur die Giltig- 
keit der Grundgleichungen (1)—(3) und (6), (6)a, (6)b gefordert werden, d. 1. 
Existenz, Eindeutigkeit, Faktorgleichheit und funktional bestimmte Distribution. 
Dann muß bei S, schon das Distributivschema I, zugelassen werden, und zwar in 
doppelter Gestalt: 
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S,(a, S(b, c)) = S1(S1(a, b), Si(a, ¢))=2-a+(b+¢) 


2 ind 


S2(5,(a, b), c) = S1(5,(a, c), S,(b, c)) = (a + 5) + 2e. 
Im betrachteten Grundbereich ist dann 
entweder S’s(a,d) =2a+b oder S’,(a,b) = a + 2b 
möglich. 


Beide Verknüpfungen lassen sich als widerspruchsfrei dartun; die Schemata 
I, IL, III, bleiben widerspruchsvoll. — I, ergibt ebenfalls einen Widerspruch, 
sowie (4) oder (6), also Kommutativität oder Assoziation auch nur im geringsten 
Umfange angenommen werden. 


Weitere Resultate stehen noch nicht mit vollendeter Sicherheit fest. 
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Ein neuer Beweis des quadratischen Reziprozitatssatzes. 
Von L. Rede: in Budapest. 





Den nachfolgenden Beweis des quadratischen Reziprozitätssatzes môchte 
ich veröffentlichen, da dieser sich meines Wissens von den bekannten prinzipiell 
unterscheidet. 

Wir könnten alle Paare (p,g) der ungeraden Primzahlen gleichzeitig be- 
handeln, doch wollen wir den Fall p=g=3, (mod. 4) vorausschicken, da es 
besonders interessant ist und auch den Beweis des allgemeinen Falles beleuchtet. 


S 1. 
Es seien p und g verschiedene ungerade Primzahlen und p = q = 3, (mod. 4). 
Es sei (5) das Symbol von Legendre und (5) — 0, wenn a==0, (mod. p). 


Es bedeute n,, die Anzahl der quadratischen Reste mod. pg in der ersten Hälfte 
des kleinsten nichtnegativen Restsystems von pg. Dann hat man 


1+() 144 

(1) " ur) G) 

pq — 1 
2 





wo (pg) anstatt 





gesetzt ist und der Strich neben Z die Auslassung der 

zu pq nicht relativ primen Werte bedeutet. Für die in der Rede stehenden 
m _ p(pg) (p —1)(g — 1) ENÇIN _ 

Summationswerte hat man 21 = 9 m 77 und 2 CC) = 0, 


da (2 )() = DC) es ist also 
2) my = PON EB) + GEG): 
Man sieht leicht ein, daß 


(A) B(5) =F) -2G)-2G). 





t=p, 2p,. A, mate. „u 
Wir können im ersten Glied der rechten Seite die obere Grenze durch P I. er- 
setzen, da (pq) =P (mod. p) und man hat ja, ZG ) = 0; das zweite 


14° 


104 Rédei, Neuer Beweis des quadratischen Reziprozitátsgesetzes. 


Glied ist gleich Null; das dritte ist offenbar das (7) tache des ersten. Man hat 


also aus (2) 


noe PEN RO ON TON ON 


wo man das dritte Glied entsprechend umgeformt hatte. 
Die hier auftretenden beiden Summen sind ungerade Zahlen, da sowohl 
p—1 , wie g— 1 ungerade Zahlen sind. Mit n,, ist also auch 


2 
wt P 


eine ganze Zahl und damit is ist der Satz für den Jetzt behandelten Fall bewiesen. 
(Wenn nämlich (3) eine ganze Zahl ist, dann ist auch 


eng 17%) S! -O. 1 (p—1 91 (GN) 
8 3 — 


4 28523 2 


p q 
—1 g—1 (5) - (3) | 
ri =. 3 (mod. 2). Quadriert man 
die rechte Seite. (es ist 4° = a, (mod. 2)) formt man die linke Seite nach 


—— ) 


rom -— , (mod. 2) um und multipliziert man mit 2, so bekommt man 


= Ele 
1—(—1)2 2 =1—(F)(%), (mod. 4), also (—1)? ? = (D): 


welche schon die gewôhnliche Form des quadratischen Reziprozitätssatzes ist). 


eine ganze Zahl, also P 











$ 2. 


Es seien p,q beliebige verschiedene ungerade Primzahlen. 





= eine ungerade Zahl, g eine primitive Wurzel der Kongruenz 


x?—-! = |, (mod. p) und a eine primitive Einheitswurze] 2"-ten Grades. Wir defi- 


Es sei p 


nieren das Symbol [5 für jede rationale ganze Zahl a folgendermaBen: 


[£] = ar, >} — 0 und 5] = 5] für .a zx b, (mod. p). 
Dann ist | 


PILE EZ] m] mnm. 


1) Auf diese Formel, bzw. auf ihre Verallgemeinerung gedenke ich an anderer Stelle zurück- 
zukommen. 
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Wie e,g,a zu p gehören, so sollen f, h, B zu q gehören. 
Das Zahlenpaar [3]. Hi werden wir den Charakter von a nennen. 


Bedeutet nz", die Anzahl der Zahlen mit dem Charakter (a~’, ß-*) in der 
ersten Hälfte des kleinsten nicht negativen Restsystems von pq, so sieht man 


AE ÂGE » FACE -)) 


1 (op 2e—12/—1 ENT LT 
= guis, £QUUP H qi 
Abgesehen vom Falle « = » = gibt es immer eine rat. ganze Zahl c, die zu 


pg rel. prim ist und für welche Hi Hi = y +1 (z. B. wenn u +0, so wähle 


fos 
p, q 


(4) 


man c zs g, (mod. p), c= 41, (mod. g)) und also in diesem Falle 
it yat; lv 
(B) :-E s] [5] 7 
p1tg 
denn die Summe ändert sich nicht, wenn man ci an Stelle von ¢ setzt, während 
sie sich mit y multipliziert. Ferner hat man in diesem Falle 


ono BEIT Blt Ten T- o - n T 


Im Ausdrucke (4) verschwinden also die Glieder, die zu einem Indizespaare (4, ») 
gehören, bei dem x + » gerade und von Null verschieden ist. Folglich 


n; S), 1 Went zr JE 


E 9r "ger! i=1 poo » EA 





Nun summiere man hier nach r von 0 bis 2^! — 1 und nach s von 0 bis 2^! — 1, 
dann verschwinden wegen der Summation nach r bezw. nach s die Glieder, die 
zu einem solchen Indizespaar (zw, v) gehören, bei dem entweder mu gerade und +0, 
oder » gerade und +0; es kónnen also nur Glieder mit den Indizespaaren (0, 1), 
(0,3),...; (1, 0), (3,0),... verbleiben, also 


— f—1 ! 9€ 
4 ( q) 1 260—143 —1 (pq)' 2° —ı 
Nog = Zn EMIT X OEL Lam 
P T. 8 P 8 1 2^ FS p= s=0) t=1 p=1 T Cc 
Fungerade ^ 


wo (---) den Ausdruck bedeutet, den man aus dem vorangehenden Gliede erhält, 
wenn man in ihm p und die zu p gehörenden Zahlen, bzw. mit g und mit den zug 
gebórenden Zahlen vertauscht. 


Vollführt man die Summation nach s und formt die Summe nach à 
derart um, wie im vorigen Par. bei (A), (n -6- E Hi = 0 ergibt sich ähn- 


t=a+1 
lich, wie bei (B)), so bekommt man 


EEG pere 


"m "ungerade 
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Man vollführe die Summation nach r, (mit Rücksicht auf a?**=—1), 
und setze 0 < x —ind.q = p —1, also [2] = a‘, so bekommt man 
p-l : 
- vipa) 1 n7 Ei als |l | 
(9) Hp, = ta, E 4 a“ 4 Cc jJ. 
a ungerade 
Es bedeute a, bzw. a, die Anzahl derjenigen Zahlen a in der Folge 
p—1 w. pti 4 og [2] = a: 
1...., 3 men P 1, für welche D ar!) ist, so ist 
p—1 
2[j]4« 2-1 
Z B = Z ana". 
i=1 p m=0 


Setzt man dies in (5) ein und führt man dort die Division aus, so bekommt man 


2€—1r—12—1 
ny, = vipa) + 1 Z E Am a (C + (- . :). 
Hier ist das Glied mit dem Indizespaar (r, m) gleich Null, abgesehen vom 
Falle, wo 2* ! in r + m aufgeht; diese letzte Bedingung ordnet zu einem jeden 


r zwei — m,, m, + 2"! — Werte von m zu, und so bekommen wir nach der Sum- 
mation nach u 
| +1 
Nm = vipa ]- 3 Z6" + 7,4 9¢—1) + (C ° +), 
wo €, 7; = -- 1. Da n,, eine ganze Zahl ist, so steht auf der rechten Seite eine ganze 
Zahl auch dann, wenn man € = 7 = 1 setzt. Der Summand ist dann nach der 
Note ersichtlich eine ungerade Zahl, also 





HP) 4 + (s) ganz. 
q 
: in.g 1 —(— 
Da ie INT G , (mod. 2), 80 ist 
q D 
ip — Ma) m NT 


ganz, woraus der Satz, wie am Ende des vorigen Paragraphen, folgt. 


BEEN m mis (Bo) 
1) Offenbar ist a, + a^, gleich der Anzahl der Glieder in der Folge g ,g . 


d.h. a, + a^, = ee ; anderseits ist a’, = An+20—1 da 7 | == I] oe are! B ' 








eine ungerade Zahl. 


p—1 
also a, + 4,,. »—1— - 
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Uber Potenzreihen von Matrizen. 
Von Aurt Hensel in Marburg a. L. 


Unter den Anwendungen des System- oder Matrizenkalküls, die in den 
letzten Jahrzehnten gemacht worden sind, bietet die Funktionentheorie oder die 
Infinitesimalrechnung der Matrizen, wie sie von Volterra und Schlesinger begründet 
und besonders von letzterem mit so groBem Erfolge auf die linearen Differential- 
gleichungen angewendet worden ist, ein besonders großes Interesse. 

Die Grundlage für diese Untersuchung bildet die Betrachtung eines Funk- 
tionenelementes oder einer beliebigen Potenzreihe 


(T) = a, -- aT — Ti... 
deren Argument ein variables System n-ter Ordnung 
T — (ta) 


ist, während seine Koeffizienten a; gegebene Skalarsysteme derselben Ordnung 
bedeuten. 

Die Hauptfrage ist hier, für welche Werte von 7 ®(7) konvergiert, in welcher 
Weise also die Variabilität von 7 = (tx) durch die Forderung der Konvergenz 
beschränkt wird. Diese Frage hat nun eine sehr schöne und einfache, jedoch nicht 
vollständige Beantwortung durch einen Satz von E. Weyr gefunden (Bulletin des 
sciences mathématiques sér. 2. Bd. XI); sein Beweis ist aber ziemlich kompliziert 
und gibt, wie mir scheint. nicht die volle Einsicht in die Natur dieser einfachen 
Frage. 

Ich möchte daher in diesen Zeilen eine neue und vollständige Beantwortung 
dieser Frage geben. die aus den Resultaten meiner Abhandlung „Über Körper 
von Matrizen"* (ds. Journal Bd. 127, S. 116 flgd.) unmittelbar hervorgeht. 

Nennt man zwei Systeme 7 und 7’ = P-"TP- äquivalent, wenn jedes in 
das andere durch kontragrediente Transformation mit einem beliebigen Multi- 
plikator P hervorgeht, so folgt aus der bekannten und auch leicht direkt erweis- 
baren Beziehung: 

BT’) = S(P7TP) = PO $(CT)P: 
daß ®(7) dann und nur dann konvergiert, wenn dieselbe Potenzreihe für irgendein 
zu T äquivalentes System 7” konvergent ist. 

Man kann nun von vornherein 7 durch ein so einfaches àquivalentes 7" 
ersetzen, daß sich für dieses die hier aufgeworfene Frage ganz trivial beantworten 
laßt. 
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Jedes System n-ter Ordnung 7 genügt bekanntlich einer eindeutig be- 
stimmten Gleichung niedrigsten Grades der sog. Hauptgleichung mit skalaren 
Koeffizienten: 

(1.) p(t) — t" 4+ bt - Bb =lt — ty)... (6 — v)", 
deren Grad » < und deren linke Seite, was hier nur beiläufig erwähnt werde, 
ein Teiler der zu 7 gehörigen Determinante 1 — 7: ist. Äquivalente Systeme 
genügen offenbar derselben Hauptgleichung. 

Der erste Satz, welchen ich in meiner Arbeit mit den einfachsten Mitteln 
bewiesen habe. ist nun dieser: 

Jedes System 7' ist äquivalent einem Systeme 7" von der Form: 


T0 ---0 

0 Tss---0 
(2.) T' — ° ’ 

0 0 ---T, 


in welchem jedes der in der Diagonale stehenden 7;; ein quadratisches System einer 
Ordnung n; ist, dessen Hauptgleichung: 
y(t) = (t — *;)" 

nur aus je einer der r Linearfaktorpotenzen von y(t) besteht. 

Da nun für dieses äquivalente System 7’ = (T ;) offenbar: 

/ STi) 0 "tt 0 
| 0 Kr) 0 

(2a.) PT’) = 
| 0 O +++ OR) 
ist, da also ®(7’) und somit auch %§(7) dann und nur dann konvergiert, wenn 
dasselbe für jedes der r Partialsysteme ®(7;.) der Fall ist, so braucht die Frage 
der Korivergenz nur für irgend eins derselben untersucht zu werden. 

Wir können und wollen also von vornherein annehmen, daß schon für das 
ursprüngliche System n-ter Ordnung 7 die Hauptgleichung: 

(3.) p(t) = (t —ı) = . 
die Potenz eines einzigen Linearfaktors ist. Dann ist also (7 —r) = O die nie- 
drigste Potenz von T — r, welche Null ist und die Rangzahlen der » ersten Po- 
tenzen von 7 -. c 

(T —:9] 2 n, [T —t*], [T —t)*],... [IT —t) 7] 

bilden eine nicht zunehmende Reihe von positiven ganzen Zahlen. Dasselbe gilt, 
wie hier nur erwähnt zu werden hraucht (vgl. a. a. O. S.144 (4.)), von ihren » Diffe- 
renzen e, = e — --- c e,, wo allgemein: 

(4.) e =[(T --1) 1] --[(T — 2). (f= 1, 2,-2.9) 
gesetzt ist. 

Ich teile nun das System n-ter Ordnung 7 dadurch in r? Partialsysteme: 


(3.) T = (Te). ((‚k=1,2,...»), 
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daß ich der Reihe nach je e,, &, - - . e, Zeilen zu je einem ersten, zweiten,... »-ten 
Horizontalabschnitte zusammenfasse, und ebenso mit den Kolonnen verfahre, so 
daB also allgemein 74 aus e; Zeilen und e, Kolonnen besteht. Dann ist das System 
T —ı, wie a. a. O. S. 147 (6.) gezeigt wird, äquivalent einem reduzierten Systeme: 


010---0 
001---0 
(6.) T’—ı=| | ; 
000---4 
000:::0 


welches nur in der ersten Parallelreihe rechts oberhalb der Diagonalen von 
Null verschiedene Elemente enthält, und zwar jedesmal die den Partial- 
systemen 7, 7,,... entsprechenden Einheitssysteme. Dann folgt von selber, 
daß (T'—:)9,(7'— r)®,...(7’ — 7)! der Reihe nach nur in der zweiten, 
dritten, ... (v — 1)-ten oberen Parallelreihe die entsprechenden Einheitssysteme 
und sonst lauter Nullen enthalt. 

Wir nehmen nun an, daß bereits 7 — r für das gegebene System T diese 
reduzierte Form hat. Dann ergibt sich für die zu untersuchende Potenzreihe 
$8( T). die Gleichung 

(7.) (T) = Br + (T — 0) 

= dg ic a(t + (T — 1)) + ar + (T — 9)? + 55 
und da das Skalarsystem zt mit jedem anderen vertauschbar ist, da ferner (T — r)' 
und alle höheren Potenzen von 7 — r Null sind, und da endlich die » ersten Po- 
tenzen von 7 — t, welche nur mit Skalarsystemen multipliziert sind, lauter an 
verschiedenen Stellen stehende Elemente haben, welche sich nicht aufheben kónnen, 
so erhält man für $(T) die folgende einfache Darstellung: 


Ga) $()- Ble) + BOTs) + ET aye $+ ELTE ray, 


Dann und nur dann konvergiert also $(7), wenn die » ersten Ableitungen 


P(t), Pd, ... PT’) 
für die v-fache Wurzel t =z der Hauptgleichung für 7 konvergieren. Also diver- 
giert P(T), wenn z außerhalb des Konvergenzkreises 8, von ®(t) liegt, und P(7) 
konvergiert, wenn sich t im Inneren desselben befindet, weil dann nicht bloß ®%(£), 
sondern auch alle seine Ableitungen für t; =z konvergieren. Liegt dagegen v auf 
der Peripherie des Konvergenzkreises, so besteht dann und nur dann Konvergenz 
für ¢ = T, wenn die ersten v Ableitungen von $B(t) für diese »-fache Wurzel c 
der Hauptgleichung konvergent sind. Konvergiert aber in diesem Falle nur die 
letzte von ihnen 986—"(r), so gilt nach einem bekannten Satze (vgl. z. B. Pringsheim, 
Funktionenlehre S. 321 unten) dasselbe für alle früheren Ableitungen. Diese eine 
Bedingung ist also in diesem Falle notwendig und hinreichend für die Konvergenz 
von (T). 
Da im allgemeinsten Falle, daß die Hauptgleichung für 7 die Form (6.) hat: 
v(t) = It — ry = 0, 
Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 2. 15 - 
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für jedes der r dort sich ergebenden Partialsysteme 7%; in (2.) das Gleiche gilt, 
so ergibt sich endlich der ganz allgemeine Satz: 
Eine Potenzreihe ®(£) divergiert für t = 7, wenn auch nur eine der r-Wurzeln 
der Hauptgleichung y(t) =0 für 7 außerhalb des Konvergenzkreises $t, 
von R(t) liegt, sie konvergiert stets, wenn sich alle r-Wurzeln im Inneren 
von $& befinden. Für jedes 7 endlich, welches auf der Peripherie von $t, 
liegt, muß $B*—P(z) konvergent sein, wenn 7 eine ?-fache Wurzel der Haupt- 
gleichung von 7 ist. | 
Nur den ersten Teil dieses allgemeinen Satzes hat E. Weyr in der oben er- 
wähnten Abhandlung aufgestellt und bewiesen. 
Offenbar kann man den Satz auch in der folgenden Form aussprechen: 
Die Potenzreihe %$(t) konvergiert dann und nur dann für ¢ = T, wenn für 
jede Wurzel z der charakteristischen Gleichung für 7, %%-—1(:) konver- 
giert, wenn z eine »-fache Wurzel derselben ist. 
Alle ganzen transzendenten Funktionen wie e', sin t, cost,... deren Funk- 
tionselemente $5(t) in der ganzen komplexen Zahlenebene konvergieren, sind also 
durch dieselben auch für jedes Argument 7 — (t4) definiert. Da aber z. B.: 


gg 
lg4--0)-80-t-543—: 


für jedes ¢ in und auf dem Einheitskreise mit Ausnahme von t = — 1 konvergiert, 
sonst aber divergiert, so konvergiert auch die durch die Reihe 
T* T$ 
BT) -T—4 + 
definierte Funktion lg (1 -- 7) für alle und nur die Systeme T, deren Wurzeln 
t in oder auf dem Einheitskreise liegen, aber + — 1 sind. Da endlich die Potenz- 
reihe 


o f" 
R(t) = Lj 


den Einheitskreis als Konvergenzbereich hat, und auf seiner Peripherie absolut 
konvergiert, und da 
, _ o f—! 
BHF 
auf jenem Kreise nur für ¢ = 1 divergiert, während 
TT 
auf demselben Kreise durchweg divergiert, so konvergiert $(7) dann und nur 
dann, wenn für alle Wurzeln 7 der Hauptgleichung von 7 i7| = 1 ist, mit der Be- 
schrinkung, daß 7 = 1 höchstens eine einfache, alle übrigen t mit |7 = 1 
höchstens Doppelwurzeln derselben sein dürfen. 


——— nn — 9 
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Einige periodische Kettenbruchentwicklungen. 
Von A. Arwin in Malmö (Schweden). 








Bekanntlich wird die Entwicklung einer quadratischen Irrationalität über 
K(1), dem Körper der rationalen Zahlen, in einen regulären Kettenbruch peri- 
odisch; auch die quadratischen Irrationalitäten über K(z) (i? = — 1) sind, wie 
es besonders die Herren J. Hurwitz und G. Mathews') dargelegt haben, peri- 
odisch. Ich werde hier dasselbe Ziel verfolgen, will aber die Periodizität in 
einer sozusagen mehr algebraischen als geometrischen Weise vorführen, wodurch 
das Resultat gleich auf die Körper X(iY 2), K(iY3), K(iV7) und K(iV11) ver- 
allgemeinert werden kann. 

Wir gehen deshalb von irgendeiner quadratischen  Irrationalität 
wy = (Po +YD)/Q, = Lo + iv, aus, wo Py, Qo, D ganze Zahlen in K(i) bedeuten, 
und daher «c, der quadratischen Gleichung Q,z? — 2P, 2? — Q-ı = 0 genügt. 
Jetzt werden die ganzen rationalen Zahlen a, und 6, aus den Ungleichungen 
| Mo — dol SS 1/2, | vo — bol = 1/2 bestimmt. Im Falle der Gleichheit soll der ab- 
solut kleinste der Werte a oder b gewählt werden. Für 0) = ag + ib, wird 

(1) Wo = 09 + i. , 


€1 


wo infolge | wo — oo | = y 2 + » = à : |w,|=2\2 wird. In derselben Weise 


fortfahrend geht die folgende Entwicklung 
1 
(1) WO, = Or + Wri 
hervor und daraus die Aquivalenz 
_ Bu, + Bu—ı 
(2) ve — Qu Oy + Au 
Wird in gleicher Weise «vq = (VD — P)/Q, in einer Kette (1) entwickelt, so ent- 


steht die ,,.komplementáüre' Kette, die im allgemeinen von der vorigen verschieden 
ausfállt. Werden nun rationales und irrationales in (1) getrennt, so berechnet man 


(3) (P,P, + D) a, —- PQ ou + PoQu Uu-1 = QoQubu-1 
(P, + Pu) au — QoBbu = — Quav-a 
und nach Elimination von a,.,: 


(P$ — D)a, — Qo(Po — P.) Bu = — QoQ uBu—13 Qo(Po + P,)uu m C58. = — QoQuau-1 , 


1) Hurwitz, J.: Acta Mathematica, Bd, 25. — Mathews, B. G.: Proceedings of the London 
Math. Society (2) 11. 





’ BuGu—1 — Bu—1du = Qu = (— 1)". 
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d. h. die für unsere Zwecke bedeutende Formel 
(4) (QoBu — Poau)? — Dak = QyQv(Buau-1 — Bu-ıau) = 1«QoQ« 
oder auch 
(Quau-1 + Puau)? — Dai = 7yQoQu - 

Angenommen, es sei in (1) für irgendwelche u: c, = + «, oder gleich einer der 
assoziierten Zahlen + iw,, so ergibt sich P, = Po, Qu = +0Q, oder = F iQ 
und damit aus (3): 2P,a,=0 (mod. Q,); und angenommen, was stets im fol- 
genden vorausgesetzt wird, D sei ohne quadratische Teiler, so folgt aus (4) 
unter allen Umständen 2 a, = 0 (mod. Q,). Multipliziert man also (4) mit 
(2/Q,)?, so ergibt sich eine ganzzahlige Lösung u, » der Gleichung z?— Dy* = +4 
oder = +4i in K(i). Dabei ist also u? — D»? =0 (4). Es sei D = m + ni 
und erstens m =n = 0 (2), d. h. D = 0 (1 +i), weshalb u = 0 (1 + i) und also 
auch »= 0 (1 + i); mithin ergibt sich dann aus (4) eine Lösung u, » der verallge- 
meinerten Pellschen Gleichung z? — Dy? = + 1 oder +i. Ist ferner D ep O (1 + 2), 
so gilt jedenfalls w=æ y (1 +i). Ist dann m=0,n=E0 (2), und wäre 
‚a=v==0 (1-+i) in u* — Dr, so wäre Ze +1, »? e 41 (4), d.h. 
„@—D®= + 1 + 1 = 0 (2), weshalb uns (4) ebenfalls eine Lösung der 
Pellschen Gleichung geben muß. Im Falle m==0, n=O (2), =E0 (4) wird 
D = & (2), =? (4) (e — 4, i) und 1, t=(VD-+ «)/(1 4- i) bilden eine Basis des 
Körpers X(YD)!). Ware w= +20 (1-- i), so wäre +1+D=—=0 (4), unserer 
Annahme über D widersprechend ; es wird daher u=v=0 (1 -- i), d.h. nach 
Wegdivision von (1 + 2)?: u?— D»? za 0 (2) aber nicht mehr (mod. 2 + 22). 
Aus (4) gewinnt man diesmal eine Lösung der Gleichung p? — Di = +2 oder 


+ 2i, und somit die Einheit „= ———— taa ». Es kann natürlich ein- 


treffen, daß nochmals uw =y»v=0 (1 +i) wird, und alsdann haben wir eine 
Lösung von Pelis Gleichung, d. h. stets Einheiten des Körpers. Im Falle 
m =|=0 (2), n = 0 (4) endlich wird D = e? (4), 1,7 = (VD + e)/2 eine Basis, 


und aus uw? — D»? = + 4, + 4i ergibt sich die Einheit 7 E + YD, € y. 


Wird also aus irgendeiner Ursache in der Äquivalenz (1) w,= +», + iw, 80 
wird stets eine Einheit des Körpers gewonnen. 
Es sei weiter die obige Entwicklung periodisch mit «c, = «vg und 


Blu = 00 + + + ee + — = = [09 01 * * * Ou—1] ihre Periode. An diesen Ketten- 


bruch für f,/a, sei dieselbe Periode nochmals angehängt, d.h. Bau/azu = [00 * * "Eu—ı, 
Fe — Bu + Bu + Pu-ıau 9 
Buty +, + Qy—10y 
und da f? + B, 1a, und fa, + a, 1a, sich leicht als relativ prim erweisen, 
wird Qo», = Qo(B2 + Bu1du) = Qo(B2 + Buau-ı — mu) = 20s f$ — 2 Po Bua. — Qo nj. 
und Qo G2u = Qo, a, + Qo Gu—1 du = 2au(Qo B, —- Poau) infolge (3) für Qu = Qo. 


1) Sommer, O.: Vorlesungen über Zahlentheorie 1907, S. 298. 
*) Perron, O.: Die Lehre von den Kettenbrüchen 1903, S. 7 Formel 11. 


Lo" * * Qu—1 }gebildet, dann berechnet man aus bekannten Formeln - 


? 
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Leicht durchrechnet man ( (Q,ßs — Poau) + VD au }? = (QoBu — Po au)? + Dai 
+ VD2au(QoBu — Pots) = 2(Q58% — 2QoPoBuau + Pas) — Qin + VD 2au(QoBu — Po) 
= { Qo(2Qoßs — 2 PoBuau — Qon.) — Po2aulQoßu — Poau) } + y D2au(QoBu — Pa.) 
= Qo(QoBexn — Pass) + V DQ a. 

Das Resultat einer einmaligen Erweiterung der Periode von #,/a, wird also 
gleichwirkend mit einer Erhöhung in (4) zur zweiten Potenz. In derselben Weise 
wird bei jeder neuen Erweiterung die Potenz in (4) um einen Grad erhöht. 

Unser nächstes Ziel ist nun, einen Beweis der Periodizität der Entwicklung (1) 
zu geben. Wir wollen deshalb annehmen, es sei in (2) | B,| und | a,| für u — oo 
beschränkt, dann wäre infolge (4) | Q,| und dann | P,[ beschränkt; mithin wird die 
Entwicklung (1) sicher periodisch. Dann würde also eine Gleichung (4) für Qu = Q, 
unendlich viele, verschiedene Lösungen haben, was der Annahme, daß | f, | und | a, | 
beschränkt seien, widerspricht. Zunächst nehmen wir an, nur eine der beiden Größen 
| B.| oder | a,| wächst über jede Grenze, beispielsweise | a,|, da andernfalls wir mit 
1/w, statt wo in (2) operieren können. Infolge |a,| — o» muß aber eine Teil- 
folge u, in u existieren, für welche ausnahmslos | & | > | a1| wird. Mit 


| o, | z y2, | == < 1 kann dann o, + *-1_,0 nie hervorgehen. Also wird 
e 





d. h. aus |a,| — oo muB ebenfalls | B,| — oo folgen. Wir wollen jetzt 


de—1 _ — Ne 

(5) a, oy 
einführen, wo |Z,| « M ist, und M eine bestimmte endliche Konstante bedeutet. 
Dies gilt wenigstens für alle o-Werte aus der genannten u,-Folge. Daraus haben wir 


Be _ Ze 


Wg — 
0 
a ia 


Es sei c, die zu w, relativ konjugierte Zahl, d. h. für «w, = (Pe + VD)/Q, 
sei ©, = (P, — VD)/Q,; dann ergibt sich 


— Qe—1 — — an — Ne 
Wy + ——"{— — "€ 0 
a _ Z 
d a, a2 (a, — B) a (a, — Wy + =) 
Wir dürfen also für Zahlen aus unserer u,-Folge schreiben 
(6) er 1961 0, 


wie auch . 














Mithin wird 
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d. h. 


| o e E —!6,|> 


1 
|Z, |. M; 

Da c, = (P, +VD)/Q, der quadratischen Gleichung Q,z? — 2 P,x — Q,-ı = 0 
genügt, die durch die Transformation (1) aus der quadratischen Gleichung für wy 
hervorgeht, so wird |w, — «| = |2VD/Q, | und also der gegebenen Ungleichung 
zufolge u 

[Qe] < 2M,| VD}. 


Zudem sieht man aus (6), daB |w,| = | (P, — VD)/Qo| und somit | P,/Q,| 
beschrankt sind, d. h. es wird ebenfalls 
|Pel < M:1Qel <2M,M,|YD|. 
Daraus schließen wir, daß in dieser unendlichen Teilfolge w, notwendig 
dasselbe Element w, wiederholt auftreten muß, d. h. die Entwicklung (1) muß 
periodisch fortschreiten, was wir eben beweisen wollten. 


B.| 


Wir haben bis jetzt nur Moa, | — 0 für die u,-Folge schließen können, 





sehen aber auf Grund — — “<= = €, daß in der Tat allgemein Dd — 0 
e oi elle a | 


konvergiert. Über den Grad der Approximation werden wir bald näheres angeben. 
In Analogie mit den gewöhnlichen Kettenbrüchen finden wir mit Rücksicht auf (6) 


B. M 


wy — — | 0 die Relation ae 
a 
Qu—1 





auch jetzt, daß aus — 0 folgt. Es ist je- 














doch zu bemerken, daß weder ausnahmslos 





I 1 ausfällt, noch au_/ar ; 


wie in den gewöhnlichen Kettenbrüchen, den zu ß,/a, inversen, regulären Ketten- 
bruch darstellt. 

Aus dem eben gegebenen Beweise dürfen wir aber weiter schließen, daß die 
Zahl der geschlossenen Ketten eines festen D endlich sein muß; und wir können 
eine obere Grenze n "ie in w, angeben. Aus der Existenz von Wertfolgen 





em! EX folgt nämlich unmittelbar 
de 


| og — 0, | = 1200, -y3 * d. h. die Existenz eines Bruchnenners 
1Q.] z 2(V2 4- 1)| V D| in jeder Kette. Eine eindeutige Zuordnung unter Formen 
. mit der Determinante D und Idealzahlen aus dem Körper K(VD) vermittelnd, 
die in der Tat auch noch mit A(z) als Grundkörper sich durchführen läßt, 
kónnen wir uns der in dieser Theorie bekannten, genaueren Ausdrücke für die 
obere Grenze von beispielsweise Herrn Minkowski: (4/n)' 41/4" |V D| (n gibt den 
Grad des Kórpers an, s die Anzahl der Paare imaginärer Wurzeln, D die Kórper- 
diskriminante) bedienen. Die Kettenentwicklungen (1) sind sehr geeignet, um 
das in der Theorie der Ideale vorherrschende Problem der Aquivalenz zu lósen, 
was wir unten ausführen werden. Auch um die Faktoren einer Primzahl zu 
finden, leistet die Kettenentwicklung gute Dienste, denn dies kann als ein spe- 
zieller Fall des allgemeinen Formenproblems: eine beliebige Zahl A in einer ge- 
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gebenen Form (a, b, a, 1) = a,2* + 2b,zy + a,-1y* darzustellen, aufgefaßt 
werden. Ganz ähnlich wie in K(1) als Grundkörper!) suchen wir alle Lösungen 
a — a? von z*== D (mod. Aa,), die gleichzeitig + a”) = b, (mod. a,) genügen 
(63 — a,a,-1 = D). Mit diesen at? wird die Kette von o, = (a? + VDyAa, ent- 
wickelt, wobei die und nur die a") Lösungen abgeben können, für welche ©, zur 
Hauptkette führt. Denn in diesem Falle ergibt sich aus (4) die Lósung 

(AagBe — aa,)* — Da? = Aa. 
Da av) = +b,(a,) ist, wird aber M, = AaB. — aa, = — aa, = F byaz(a,), d.h. 
M, + bo, muß durch a, teilbar werden. Mithin wird die ganze Zahl x = y, aus 
K(i) eine Lösung der Gleichung M, = za, 7 ba; und folglich 

4,72 T 2b,y;a. + a, 1a = 94A, 

wie erwünscht wurde. Alle Lésungen werden auch hier durch Multiplikation mit 
Einheiten gewonnen. 






































Figur 1. 


Wir wollen mit ein paar Worten die geometrische Deutung unseres Verfahrens 
(1) klarlegen. Wie in Fig. 1 wird die Ebene in Quadrate um die ganzen Zahlen 


a+ ib lückenlos geteilt. Sei c, = (P, + VD)/Q. = wu + iv, dann bedeutet 
geometrisch die Bestimmung der ganzen Zahl o, = a, + ib, aus den Ungleichungen 


Liu —alS i I» —5.| si die Angabe des Quadrates, in das wy = uu + iv, 


hineinfallt; und die Operation w, — o, = wu ergibt eine Transformation jenes Qua- 





drates in das Quadrat am Nullpunkt, während ©, = zi 


ul 
lung am Einheitkreise darstellt, die bekanntlich durch die Formeln x, = 2,/(23 + 3), 
Yi = — ye/(23 + yi) gekennzeichnet ist. Infolgedessen werden die Seiten des 
Ursprungsquadrates in Kreisen wie in Fig. 1 gespiegelt, und das Innere des Qua- 
drates wird in das auBerhalb dieser Kreise liegende Gebiet G transformiert. Da 
nun alle c, in G fallen, so wird ausnahmslos |w,|= V2. Wir werden bald 
auf eine ähnliche, geometrische Interpretation für die Körper X(iY2) ‚bis K(i yi) 
hinweisen. | 


analytisch eine Spiege- 


1) Arwin, A.: Periodically closed chains of reduced fractions, Annals of Mathematics Vol. 24 
S. 63 ff. 


116 Arwin, Einige periodische Kettenbruchentwicklungen. 


In einer früheren Arbeit !) habe ich gezeigt, daß stets, wenn eine quadratische 
Kette mit ihrer komplementären zusammenfällt, diese in den Koeffizienten sym- 
metrisch werden muß (und dann nach der Terminologie der Formen ambig genannt 


werden kann) und somit mit zwei charakteristischen Elementen w, = (P, + VD WQe 
von der Natur D = P$ + Q; oder D = 0 (Q,/2*) ausgestattet ist. Das Vorhandensein 
dieser Elemente genügt auch in K M um die beiden Entwicklungen zum Zusammen- 
fall zu bringen, denn aus D P. --Q. folgt sofort die Aquivalenz (V.D — — Pol 
= 1//(V.D + P,)/Q, und aus D=0, P,=0 (Q,/(1 + i)), wo e= 0, 1 oder 2, eine 
Aquivalenz (VD + P,)/Q, = Me + VD — P,)/Q,, da ja u, stets ganzzahlig aus 
2P, = u,Q, zu entnehmen ist. Die Symmetrie in den Koeffizienten des Ketten- 
bruches besteht aber nicht mehr notwendig, und die reguläre oder regelmäßige 
Entwicklung ist auch nicht die einzige mit der Bedingung | w, | > 1, sie ist gar 
nicht eindeutig wie in K(1) durch die Bedingung | w, | > 1 definiert. In K(i) 
ist es wenigstens nicht ausgeschlossen, daß noch andere Ketten, die mit ihrer 
komplementären Kette zusammenfallen, ohne die erwähnten Elemente zu be- 
sitzen, existieren können. Sei o; = (VD — P,)/Q, durch eine reguläre Kette 
[095 01 ^ Ori] = Pı/aı mit w, = (VD -- P,)/Q, zur Äquivalenz gebracht, dann 
haben wir unter Berücksichtigung von (3) für P, =—P,P=P,=Uu=0,, 
daß f, = a, ist, und sonach formal?) entwickelt a;/a, ., = a;/B, = [@r-_1 - + + o]. 
Machen wir von Anfang an o, = 0, so wird [0, --- 0:1] =[@:-1---90,], woraus 
wir aber in X(:) weder auf Symmetrie noch auf die Existenz der erwähnten 
Elemente D= P; --Q$ oder D=0 (Q,/(1--:)) ohne weiteres schließen 
dürfen. 

Wir wollen die Möglichkeit, die ,,kleinste" Lösung von Pells Gleichung zu 
bestimmen, einer Prüfung unterwerfen. Wie wir gesehen haben, muß die Kette 


von wo — VD geschlossen werden, und aus der Periode wird eine Lósung 
pà — Dv? =n, (n= +1, +2) in ganzen Zahlen gefunden. Nach allgemeinen 
Sätzen über Einheiten muB in den von uns betrachteten Zahlkôrpern eine ein- 
zige Grundeinheit existieren. Folglich müssen alle Lésungen von Pells Gleichung 
sicher durch Potenzieren einer einzigen, der „kleinsten“, gewonnen werden 


können. Sei f; — Da, = n, diese kleinste Lösung und (f, + a. VD) = B; + a? YD. 


Durch einfaches Ausmultiplizieren wird bestätigt, daß das Produkt Aa stets 
algebraisch durch ,a, teilbar wird, d. h. Bat? = Boa, v(B,, a,), wo PB a ) als 
ganze, von Null verschiedene Zahl in K(i) größer oder wenigstens gleich Eins 
ausfällt. Wählen wir für r einen bestimmten Zahlenwert, so können bessere 
Grenzen angegeben werden. Sei nun D = a + bi und u?— Di = » die aus 
der Kettenentwicklung gewonnene Lösung, die also entweder selbst die kleinste 
wird oder andernfalls eine Potenz derselben darstellt. Dann muß im letzteren 
Falle dem oben Gesagten zufolge die kleinste Lösung f,, a, die Ungleichung 
| Bed < |»| erfüllen, und wird nach einigen Versuchen gefunden, wenn nicht 

1) Arwin, A.; Periodically usw. S. 43. 

*) Perron, O.: Die Lehre von den Kettenbrüchen 1913, S. 32. 
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überhaupt schon die kleinste Lösung aus irgendeiner der Kettenentwicklungen 
gewonnen ist. 

Über den Grad der Approximation in (1) können wir folgendes aussagen: 
Aus (1) und (4) deduzieren wir 


Qoßa — 2PoButu — Q-ias = mQ, (9 =1,2--- A), 
wo À die Periode bedeutet. Subtrahieren wir die Gleichung 
Qoo? —2P,» —Q_,=0, 
so wird 


(0 — (Qo + À o, —20) = Le, 


| Bal AN 
e «| 3D" 


und der rationale Bruch £,/a, in A(t) approximiert w mit derselben Genauigkeit, 
wie es bei den Kettenbrüchen in K(1) der Fall ist. Die bestmógliche Approximation 
geht natürlich für das kleinste | Q,| der Periode hervor; für w = V.D wird beispiels- 
weise |Q,| — 1. : 

Alle oben entwickelten Tatsachen bestehen unveründert für die Zahlkórper 
K(iy2, K(iV3), K(iy7), K(iy11), wie am einfachsten durch einen verglei- 
chenden, geometrischen Gesichtspunkt hervorgeht. In den drei letzten Kórpern 
bilden 1, r= (1 + iY3)/2, (4 + iY7)/2, (1 + iV11)/2 eine Basis. Die ganzen 
Zahlen dieser Körper nehmen die Gestalt a -+ bv an, wo a und 6 ganze rationale 
Zahlen sind; und die Zahlen a + br können, genau wie die Zahlen a + ib aus K(i), 
als ein Punktgitter in die Ebene eingelagert werden. Werden diese Punkte als 
Mittelpunkte in Rechtecken von den Seitenlängen respektive Y3/2, V7/2, V11/2 
und 1 eingeschlossen, so wird dadurch die Ebene lückenlos bedeckt, und da 
(V11/4)* + (1/2)? = 15/16 — 1 ist, so fällt stets das Rechteck um den Nullpunkt 
ganz innerhalb des Einheitskreises; auf Grund dieser Tatsache wurde der Beweis 
der Periodizität geführt, wie ohne weiteres bestätigt wird. In K(/y2) werden die 
Rechtecke ebenso gelagert wie in A(t), in den drei übrigen Fällen werden aber 
die Rechtecke mit ungeradem b um 1/2 gegenüber den Rechtecken mit geradem 5, 
wie in Fig. 2, verschoben. Haben wir also z.B. wy = (P, + @)/Qy, ow? = m + nt, 


D— 14+ iy11 


3 + 80 muß zunächst in c, = Ku + »,v die ganze rationale Zahl 5, 


aus der Ungleichung | », — b,| < 1/2 bestimmt werden; für ungerades b, suchen 





wir c, = (2r + 1)/2 aus |i t — cu | < 1/2, für gerades b, aber c, ganzzahlig 


aus U^ u < 1/2, wodurch erreicht wird, daß c, + ib,V11/2 stets die 


Gestalt a, + b,z mit ganzzahligen a, und b, annimmt. Im Ringe R(iy 3) werden 
Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 2. . 16 
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die Verhältnisse ein wenig abweichend. Hier hat nämlich das Rechteck um 
den Nullpunkt die vier Punkte (+ 1 + i/3) mit dem Einheitkreise gemein, 
weswegen der Beweis modifiziert werden muß, wie getan werden kann; es werden 
also auch die Kettenentwicklungen mit Koeffizienten a + ibY3 periodisch. In 
K(iy'5) können ebenfalls mit Hilfe eines Kunstgriffes periodische Ketten ent- 
wickelt werden, was wir aber hier übergehen wollen. 





























rege 
nr “Ba FT, t d BU er 
2 3 
au Lu 


























Figur 2. 


Wir gehen dazu über, die obige Theorie mit Beispielen zu erläutern. Wühlen 
wir K(i/7) als Grundkörper und nehmen o = V1 + dt, + = (1 + iW7)/2, 
?=r—2, t=1—1, D= [4o (vr — v)? = 4.77.22. Einem allgemeinen 
Theoreme zufolge!) dürfen wir schließen, daß aus einer Aquivalenz (1) mit ganzen 
Zahlen in K(iV7) notwendig eine entsprechende Aquivalenz von Idealen folgt. 
Es muB aber besonders gezeigt werden, inwiefern umgekehrt aus einer Aqui- 
valenz der Ideale eine Aquivalenz (1) folgt. Die Bedingung hierfür lautet 
offenbar, daß Zähler und Nenner im Zahlbruche eine Relativbasis konsti- 
tuieren, was in verschiedenen Fällen ganz wie mit K(1) als Grundkörper be- 
wiesen werden kann*). Die Primzahlen, die wir zu untersuchen haben, ergeben 
sich daher aus der genannten Ungleichung pi < (4/z)*. 41/44.|/D|=20. Sie 
1riy? 1—iV7 
aye 
nochmals in K(w) zerlegt; die Primzahl 3 ist in K(i|/7) unzerlegbar, wird aber 
in K(w) in Faktoren aufgelöst; so auch 13; für 11 gilt 11 = (2-- 7 7). (2— iy 7) 
und jene zerlegen sich wieder in X{w); 5, 17 und 19 bleiben in K(w) Primzahlen 
und endlich zerfällt 7 in X(iY7), aber nicht in K(w). Wir berechnen num 
o=yY1 +37 = 1,50 + 0,797, und bilden damit nach unserer Regel oben die 
folgenden Ketten, erstens die Hauptkette 


zerlegen sich wie folgt: 2= , und jene Faktoren werden 











o 20043 s. wet ee 1 
17 !tttuxau gr 6t riri 
2 1 


?) Hilbert, D.: Die Theorie der alg. Zahlkürper, S. 226, Satz 53. 
*) Sommer, O.: Vorlesungen usw. S. 39#. 
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Aus 1 + t + ca H DUd. T. wird mit Hilfe von (4) (37)? — (1 4-31)(1 + z)? =1 


eine Lösung von Pells Gleichung. Um zu entscheiden, ob diese die „kleinste“ 
Lósung sei, haben wir, wie schon gezeigt wurde, alle móglichen Kombinationen 
Be, a, aus der Ungleichung | Ba, | =| 3z(v +1)| = 6/2 zu prüfen; es ergibt 
sich, daß wir die „kleinste“ Lösung in 7 = 3: + «(1 + v) erhalten haben. Als 
zweite Kette wird 


© +1 u 1 | oti+t ew 1 
Att V4 [—: tt. 
1—ı T 


ausgerechnet, die von der. vorigen verschieden und ambig ist, da 
D=1+3T=0 (mod. Q, = 1/2’) für e= 1 wird. Diese beiden ambigen Ketten 
sind tatsächlich die einzigen, denn aus 12= 1 + 3r (3) folgern wir 








ori 1 
3 o +2 
1 — 7 
d. h. die vorige Kette, und aus 4? = 1 + 3z(2 + iy 7): 
w+t+4 a+4 — 1 
2+iÿT 1+2% tto rirr 
—1 


d. h. die Hauptkette mit ((1 + 21) (3 — :) —4}4 — (1 + 31): 1? = 1 + 2v oder 
1 4-2: — (*--2—o)(* 4- 2 + o), und aus 





-2—iy7 w+3—2r _ 1 "E 1 
a_yı ^ 8-2 "Iran tt, a 
° | — (1 — x) — 1t 
erhalten wir nochmals die zweite Kette. Zuletzt ergibt sich 

o+3+2r _ 1 
3 (Hama 
T 


Somit sind alle Fälle erledigt und die äquivalente Zusammengehörigkeit der 
Ideale festgestellt. Die Zahl der geschlossenen Ketten, d. h. die Klassenzahl in 
K(V1 +3r) wird alsdann 2. Die in diesem Beispiele dargelegten Verhältnisse 
sind von allgemeingültiger Natur. 

Wählen wir nun A(z) als Grundkörper, um Gelegenheit zu haben, einige 
Analogien mit den quadratischen Körpern über K(1) hervorzuheben. Für ein ganzes 
rationales D== 1 (4) existieren zwei Arten Ketten wie Formen, die eine mit durch- 
gehend geraden Nennern in den Zahlbrüchen, eindeutig Idealen aus dem Körper 
K(VD) korrespondierend, und die zweite mit sowohl geraden als ungeraden 
Nennern, eindeutig zu Idealen aus dem Ringe R(VD) mit dem Führer (2) korre- 


spondierend. Es sei nun c =Ya + ib ohne quadratische Teiler w? = & (4), wo € — 1 
/ 16* 
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w+ € 
2 
drei verschiedene Typen von Ketten; nämhch diejenigen, deren Bruchnenner 
alle durch 2 teilbar sind, und diesen Brüchen korrespondieren Ideale aus dem - 
Körper K(w), vorausgesetzt, daß der Zahlbruch w, mit seinen assoziierten + iw, 
als gleichwertig gerechnet wird; diejenigen, deren Bruchnenner alle durch 1 +, 
doch nicht alle durch 2 teilbar sind, und diesen korrespondieren Ideale aus 
dem Ringe A,(w) mit der Basis 1, 7, o = ES to und dem Führer (1 + i); 
zuletzt diejenigen, deren Bruchnenner auch ungerade sein kónnen, d. h. nicht alle 
durch (1 +2) teilbar sind, und diesen korrespondieren Ideale aus dem Ringe 
R,(w) mit (2) als Führer und der Basis 1, i, w, iw. Um einen Vergleich zwischen 
der Anzahl der Idealklassen des Zahlkórpers und der Ringe veranstalten* zu 
kónnen, haben wir eine allgemeingültige Formel !) 
hr  e(F).w,.H 
h^ e(F).w.R, 

heranzuziehen, wo h und Ah, die Zahl der Idealklassen im Körper und im Ringe | 
bedeuten, g(F) und g,(F) die Zahl der zum Führer (F) relativ primen, inkongru- ' 
enten Zahlen, w und w, die Anzahl der Einheitwurzeln, R und A, die respektiven 
Regulatoren angeben. Wir wollen dies im Beispiele © = V5 + 4i durchführen 
und berechnen (A/x)*.41/44. 4 . 41 æ 3,9. Mit Rücksicht auf 2 = (1 — i)(1 + i), 
(1 +2) = eo er , == 41 (3) ist unmittelbar klar, daß im Körper 
K(V5 + 4i) nur eine Klasse, die Hauptklasse, existiert. Wir bilden mit 


o=Y5 + 4i = 2,38 + £- 0,83 nach der allgemeinen Regel die Hauptkette 





oder i, dann wird 1, i, o = ‚io eine Basis!) in K(w), und es ergeben sich 











wo +1 1 o + 3 0019: 1 | 
2 -^t 443 | ir T3; 
2(— 1 + 1) 2(— 1 + 2) 
o2: 0-3 _ 1 
eur "tours 
2 / 
und kónnen 
1 | 1 | —5 +6: a2 
24+ aa *[-1—3i Fag 4d TOPO + 400 gr -1 


daraus entnehmen. Wie im vorigen Beispiel wird bestätigt, daß dieser Wert 
die kleinste Lósung abgibt, womit diesmal die Grundeinheit des Kórpers noch 
nicht bestimmt ist. Vermittelst der Operation 


V&( + i) + w(2 + à) + VA + i) — (2 + i) = V(5 + 4i)2 
Vi ED 3 a +0 — Vid) AFH = VFA 
1) Sommer, O.: Vorlesungen usw. S. 298. 
*) Hilbert, D.: Zahlber. S. 945, S. 66. 
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berechnet man 


V2 V4(1 + i) + (2 +2) = (2+i) +0, 





d.h. 

(2 +7)? —(5 ++ 41). 12 = —2 = (1 + ci}, 
was die „kleinste‘‘ Lösung der Gleichung z? — (5 + 41)y? = — 2 ergibt, und nun 
wird die Grundeinheit 7 des Körpers: 7 = 1 + : T 1 (1 —:) = 1 — + TT ; 


die deshalb auch einen Ausdruck der Grundeinheit des Ringes R,(w) liefert. Also 
werden À = R,, w — v, und g(1 +7) = 7, (1 +i) = 1, d.h. hy; =h=1. Die 
repräsentierende Hauptkette in A,(w) wird durch 





ori 1 | o+2-+i 1 
I+i a ee 1; “1+site o+2+i 
1—i A+i 


erzeugt und daraus die Relation (2 + i)? — (5 + 41) . 1* = — 2 ebenfalls er- 
halten. Um schließlich h, zu bestimmen wird die Hauptkette von w 


— 1 | o+2+i _ 1 
Toit tit 
2 1 





gebildet, wo am deutlichsten die beiden Lösungen [4(1 + ¢)]? —(5 + 4z)(2 +7)? = 1, 
(2 +: — (5 + 41). 12 = — 2 hervortreten. Also wird A, = 2R, und für 9(2) = 
berechnen wir aus den vier mod. 2 inkongruenten Resten 1, i, (w + i)/(1 + 2), 
(o —i)/(i + 2): (2) =2, d. h. hk, =h = 1. 

Wir wollen hierauf ein Beispiel w? == e? (2) folgen lassen, um eine Analogie 
zwischen diesen Primzahlen aus X(i) und den Primzahlen q = 3(4) aus K(1) her- 
vortreten zu lassen. Bekanntlich ist die Gleichung 2? —gy?= +2 stets in 
ganzen Zahlen lösbar, und ebenso auch stets 2? — (2a +bi)y = +(1 +7) für 
2a + bi Primzahl a=b ==0(2). Als Zahlenbeispiel wählen wir c = V4 + 5i, was 
also dieselbe Norm wie w im vorhergehenden Beispiele besitzt, aber durch 
ganz andere Eigenschaften seiner Ketten gekennzeichnet wird. Hier werden 
VD = 43.41, (4/x)?. 41/44. 42. V41 9 15, 7; und es wird leicht bestätigt, daß 3, . 
7 und 11 Primzahlen in K(w) bleiben; in 5 = (2 + i) (2 — i) werden infolge 
= 4 + 5: (5) beide Faktoren zerlegt; in 13 = (3 + 27) -(3 — 2i) wird mit Rück- 
sicht auf 4* = 4 + 5r (3 + 2i) dieser Faktor zerlegt, während auf Grurid z? 3= 41 (13) 
die Zahl (3 — 2c) Primideal bleibt. Mit w = V4 + 5i = 2,28 + i. 1,09 berechnen 
wir, wie schon mehrmals, die Hauptkette 


1 o+2+i à . 1 
+ =2+i toràci! 1+i its; 
À +i 1 


und gewinnen (8 + 1)? — (4 + 5i)(3 — i)? = 1, wie auch die charakteristische 
Gleichung (2 + 1)? — (4+ 5/)-12 = — (4-4-7). Eine zweite Kettenbruchent- 
wicklung ergibt sich als 
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w+2+ 2 1 o + 2 1 
34:1 “Foy Ira t .Yiri! 
{+ 2i à —ı 
o+iti _ 1 012 5; En 1 
a; -1r1r7723 gai + pars? 
2i —1 —2—i 
o -4-2i4-2 004 o +2 | 1 
— 2 —i =—2+ o42^ —1—9X dubie rur 
— 1 — 2 i —2 +1 
oao+1+:i_ 1 o+2 ,. 1 
—34i tite, 15 
1 — 2i ri 


die nicht ambig nach gewöhnlicher Äquivalenz ist. Aus —i=2(2 + i) berechnen 

wir nämlich die komplementäre Kette 
+2 — 
3411 tr 





1 

o+2+ 27’ 

1 —2i 

wo das Element (w + 2 + 2i)/(1 — 2i) = i(w + 2 + 2i)/(2 + i) dem Elemente 
(c + 2 + 27)/(2 + i) assoziiert ist. Wir haben also hier ein Beispiel dafür, daß 
wenigstens bei erweiterter Aquivalenz die beiden Kettenbruchentwicklungen als 
zusammenfallend zu rechnen sind, ohne charakteristische Elemente D = P* + Q%, 
D = 0(Q,/(1 + ¢)*) zu besitzen!). Und da wir uns die Aufgabe gestellt haben, die 
Zahl der Idealklassen in K(w) zu bestimmen, so muB, wie wir schon auseinander 
gesetzt haben, eine derartige Erweiterung vorgenommen werden, um die eindeutige 
Zuordnung zwischen Bruch und Ideal aufrecht zu erhalten. Zuletzt erhält man die 














Entwicklung 
wo +4 — 0; 1 | o+4+i _ _ 1 
342 ^ Tr Ti: C344 47? i+ O43 o+3 
—3+i 2 —ı 


d. h. die vorige Kette. Die Klassenzahl in A(Y4 + 5i) wird also 2. 


Jetzt werden wir den Beweis erbringen, daß u? — »?(2a -- bi) = + (1 + 1) 
stets lösbar sein muß, wenn a = bz 0 (2) ist. Sei a? — f2(2a + bi) = +1 oder t£ 
4a* + b* —1 
die kleinste Lösung von Pell’s Gleichung, wo infolge (+7) ? = — 1 die letz- 
tere Möglichkeit auszuschließen ist, und sei a = r + si, B — m -+ ni, dann erhält man 
r?* — s? — 2a(m? — n?) + 2mnb = +1 
2rs — ámna — b(m? — n?) = 0 
und folglich b(m? — n?) «0 (2), d. h. entweder m=n=0 (2) oder m=n#e0 (2), 





wr? t?i 9. —' ge, so wird 


1) Schreiben wir aber die obige Formation in der Gestalt —34i ori 


2—i 
es auch in diesem Falle keine Ausnahme, indem statt D = P? + Q* die Relation D = P* - iQ? zu 
berücksichtigen ist und in der Tat 4+ 6i — (1 - i + i(—2 +1)? wird. 
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d.h. r oder s=0 (2). Sei dann 1) r=0 (2) und — 1, oder 2) s = 0 (2) und +1 
das Zeichen in Pell’s Gleichung, dann wird 2mnb=0 (4), d. h. m=n=0 (2). 
Im ersteren Falle 1) wird für © = Y2a + bi 

Va + oB + Ya — of = V2(a + i) 

Va + wf — Va — og = V2(a — i). 
Mit der Annahme r = 0 (2) wird also a + i= a —i=O (2) und daher Ya + of 
=u-+ vo, wo jetzt » und » ganze Zahlen in A(t) angeben. Also wäre 

4a* + b* — 1 

u — »*(2a + bi) = +i, was mit (+i) ?  ——1Â nicht vereinbar ist. Für 
s= 0 (2) ergibt sich in derselben Weise eine Gleichung u? — »*(2a + bi) = + 1, 
die unserer Annahme widerspricht, daß a und f die kleinsten Lösungen seien. 
Also haben wir nur noch die beiden Möglichkeiten 1) r=0 (2) und +4, 2) s=0 (2) 
und — 1 als Zeichenkombinationen zu prüfen. Diesmal wird notwendig m = n == 0 


(2) und deshalb 1) 
Va + off + Vu — of = V2(a + 1) 
Va + wB — Ya — o = V2(a — 1), 


wo die Kongruenzen a + 1 = a — 1=E 0 (2), aber =0(1 + i) erfüllt sind. Auch 
im zweiten Falle werden a +i=a—i=0 (2), und =0(1 +1), womit das 
Bestehen der behaupteten Gleichung u? — »? (2a + bi) = + (1 4 0) erwiesen ist. 
Der Schluß wird auch noch für 4a + bi gültig, insofern a? — f*(4a + bi) = + 1 
die kleinste Lösung abgibt, was nicht stets der Fall zu sein braucht, wie schon 
das einfache Beispiel 2? — (4-+i).1?= —i lehrt. 
Mit Hilfe des Umstandes, daß alle ambigen Ketten in K(1) Elemente 
D — Pe + Qt; D — 0 (Q,/2*) haben, wird gezeigt, daß in den Fallen D=p=1 (4), 
D=q=3 (4), D=q,9=1 (4) nur eine einzige ambige Kette jeder Art exi- 
stieren kann, und da die übrigen Ketten paarweise auftreten, muß also die 
Zahl der geschlossenen Ketten ungerade werden!). Auf diese Tatsache läßt sich 
sodann ein Beweis des quadratischen Reziprozigesetzes bauen. Ein ähnlicher 
Weg, den Beweis in K(/) zu führen, ist weit schwieriger zu verfolgen. Das 
Reziprozitätsgesetz in K(z) kann aber als eine Art Umdeutung des Gesetzes in 
K(1) aufgefaßt werden, wie wir jetzt für K(iY2) auseinandersetzen werden. 
Sei p, und p, zwei Primzahlen, p, = a® + 252, p, = m? + 2n*. Die Kongruenz 
—mziy2n(m + iny2) zieht die folgende 
p—1 p—l p—l 
n * (a + ib/2) * =(an —bm) 2 
nach, d. h. einfach 
a+ iby2 n(an — bm) 
(8) Gays > ), 
womit die Behauptung eigentlich schon bestätigt worden ist. Im Falle 8s, + 1 — p 
= m? + 2n? wird m s 0, n = 0 (2) und für 8s, +3 = q = a? + 25? wird a = b se 0 (2). 


— 





(mod. m + in) 2) 


1) Arwin, A.: Annals of Mathematics Vol. 25, S. 110. 
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Mit n = 2*n,, n, == 0 (2) wird, wenn das Reziprozitätsgesetz in K(1) als bewiesen 
p-1,m-1 p-l, m—1 
vorausgesetzt wird, (ny/p) —(—1)*  * (p/n,) = (—1)? 2 ((m? + 2n*)/n,) 
Jh *"—1 


—(—1)? ° 2, d.h. für p 8n +1 wird (n/p) = +1, und für g = 8n +3 
b—1 

wird (g —1)/2 — 1 (2), n, — b, also (b/g) 2 (—1)? . Mit der Annahme 2'4 

=an—mb> 0, A250 (2) ergibt sich dem verallgemeinerten Reziprozitüts- 


gesetze zufolge 
= )=(— 1) 2 2 (fri 
G)-c0 | (n) 
—1 —1 
= (— Term j + (Ce + ony + Alan m) —-(—4)T c3 
Sei nun erstens p = p, = 1 (8), dann wird 
n(an —mb),  rn(an — mb) 
(nian — mb) _ (an — mby 


oder einfach 





(mt inV2y _ (2 BY 
a+iby2 m --iny2^- 

n—1 
Im Falle g=q,=3 (8) berechnet man aus g.q,=1 (4), (n/g) 2 (—1) 3 , 


bla) — (- 5 : | 
n(an —bm) CL a > b(an — bm) 
RT) NE ET), 








(m + iny2 _ WT rar by 2y 
a + iby2 m+iny2 

Zuletzt wird für p = 8s + 1 — m? + 2n?, q = 8s + 3 = a? + 2b?, (pg —1)/2 = 1 (2), 
an—bm= A =1 (2) auf Grund von a = b> m==0 (2) und infolge (n/p) = + 1, 


b—1 
(b/q) = (—-1) * : 
m +iny2 4 te, a + ib V2 
(rer): (EEE), 
a+iby2 m+iny2 
wo e=1 oder 0, je nachdem A = an — bm — 0 oder < 0 ausfällt, und somit ist 
das gewünschte Resultat in der Tat gewonnen. Man sieht aber, wie der Ausdruck 
dieses Reziprozitätsgesetzes viel komplizierter als in A(z) wird. Beiläufig können 


wir leicht den biquadratischen Restcharakter von 2 (mod. p = 8n + 1) angeben, 
indem wir in (8) einfach a = 0, b = 1 einführen. Einerseits ergibt sich die Bedin- 
Lp p-l pol 
gung (— mn/p) = +1, andrerseits (//2) * —(—1)* 2* =1 (p). Wie wir 
schon gezeigt haben, ist (n/p) = +1, und infolge m==0 (2) berechnen wir 
m*—1 
(m/p) = (p/m) = (m? + 2n®/m) = (2;m) = (—1) * . Daraus schließen wir, daß 
2 für p = m? + 2n? :- 1 (8) biquadratischer Rest wird, sobald m= + 1 (8) ist, 
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sonst nicht’). Andere derartige Regeln können leicht auch für 3 und allgemeinere 
Zahlen abgeleitet werden. 


Wir wollen noch als Beispiele die beiden Körper K(/), j? = i, der einen recht 
bemerkenswerten Übergang zu den Körpern K(i)/2) und K(/ 2) vermittelt, und 
K ( VV2) mit X(iy?2) als Grundkörper heranziehen. 

In K(j) bilden 1, i, j, ij eine Basis und, da (4/x)?. 41/41. 4? 2,5 wird, 
haben wir die Zahl 2 oder 1 + i auf ihre Zerlegbarkeit zu prüfen. Mit j = Vi 
—y1/2 + iy1/2 = 0, 707 +i.0,707 berechnen wir 











ti A. i= (+) = —A +2). 
1 


Also existiert in A(j) nur die eine Klasse, die Hauptklasse. Durch Potenz- 
erhebung wird (¢ + 7)? = (— 1 +2) + 2i7, d.h. (— 1 + 1)? — i(2:)? = 21 oder 
4*#— ı1 — i = —1 = {4+ 7(14—7)} (1—)(1—2)). In n=1+7(1 —2z) be 
sitzen wir daher die Grundeinheit des Kôrpers. Die Hauptkette 
Lettit ggg tia eit DA Hi = 
—i 
gibt Anlaß zur Einheit (1 + & + 7), und beide Einheiten sind infolge 
—yAti+y)=1+7(1—2), da —ij = — 7j eine Einheitswurzel ist, als 
kleinste" Lösungen anzusehen. Um die Zerlegung der Primzahlen a + bi 
durchzuführen, haben wir die Bedingung einer Kongruenz 2? =i (a + bi), d.h. 
z? = — a/b(p = a* + b?) zu prüfen, da x für a + bi Primzahl als rationale, ganze 
Zahl gewählt werden darf. Zufolge p — (a + b)* — 2ab wird (— ab/p) = (2/p), 
d. h. alle Primzahlen p = 8n + 1, die in A(z) Primzahlen (4a + bi) werden, 
werden in K(j) wieder zerlegt, während die Primzahlen p = 8n +5, die in 
Primzahlen von der Gestalt (2a + b:)a==0 (2) faktorisiert werden, in K(j) 
Primideale bleiben. Weiter müssen die Primzahlen g = 4n +3, die in Ä(i) 
g'—1 
nicht zerlegt werden, infolge (— 1) * = +1 in A(j) in Faktoren aufgelöst 
werden. M 


Beispiel. p = 89 = 8 + 5%; = —8/)=34, x = 37 (89) 


374j _ | NN rl | 
Bis st ts; a 
—1 
q — 19; (344 —1))* zi: (19) 
J+3(1—1t) _ 1 __syy2— 7. 42 _49 
— 19 — + (3(1 —7z)}* — i. 1? = — 19, 


L 


1) Gauß, C. F.: Untersuchungen über höhere Mathematik, D. v. Maser, S. 520, § 13. 
Journal für Mathematik, Bd. 155. Heft 2. 17 
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d. h. (19) = (3(1 —z) + 7} (3(4 —i) —j}. Es sei zunächst p = 1 (8) und auf 
Grund dessen 
Qj P748 ((m+ni) + je s) (mni) — jd si) 
((m —ni) + ij(r —si)} {(m—ni) — ij(r —si)}. 
Multiplizieren wir die beiden äuBéren wie die beiden inneren Klammern mit- 
einander, so ergeben sich zwei Faktoren 
(10) . (m? + n? + r* + s?) + (1 —i)(m + sn + rn — sm), 
d. h. 
= a? + b? = (m? + n? + r? + 52)? — 2(mr + sn + rn — sm}. 
Desgleichen berechnet man 
p = a? + 5? = (m? + n? — r? — st) + 2(mr + sn — rn + sm), 
was bemerkenswerte Relationen zwischen diesen drei Kôrpern erbringt. Wir kénnen 
die gefundene Tatsache so formulieren: Wird p = 1 (8), wie in (9) zerlegt, so werden 
die Ausdrücke m? + n°? — r? — s$? = M und mr-+sn—rn+sm=WN absolute 
Invarianten und geben stets die eine und nur die eine Lösung M? + 2N? = p, 
während m’ + n? + r? + s? — M,, mr + sn 4- rn — sm = N, die positiven Auf- 
lösungen der Gleichung M? — 22 = p darstellen. Die Invarianz der gegebenen 
Ausdrücke können wir verifizieren wie folgt. Wir haben beispielsweise 
{(m — ni) +ijfr — 50) 4 +i +7) — (m + n —r) — in — m —s)} 
+ij{(—n+r+s) —i(s +m—r)} = (mi — nyt) + (ry — Si), 
und es können die beiden Identitäten 
m? + n? — r? —s®=(m+n—r)” + (n —m—s)* —(—n+r-+s)? —(s+m—ry 
mr + sn — rn + sm = (m +n—r)(—n +r+s)+(n—m—s)(s +m—r) 
—-(—n+r+s)(n—m—s)+(s+tm—r)(m+n—r) 
leicht ausgerechnet werden. Der imaginäre Körper ÄX(j) vom vierten Grade führt 
derartig zum reellen Körper K(y2) über, daß jeder Lösung m, n, r und s 
stets eine Lösung M,, N, und jeder Einheit infolge A+i+ J)A—i-—i)j)) 
— 3 + j(1 — i)2 eine Einheit 3 + 2/2 = (1 -+ V 2)* korrespondieren, weshalb die 
positiven Lösungen aus p = 313 — 2N? gewonnen werden müssen. 
Im Körper K(j|//2) wird 1, iy2, w = jVV 2, iw eine Basis, und zufolge 
(4/n)* . 41/44. 42. /2 < 4 brauchen wir nur die 4 Bruchnenner 1, iÿ2, 1 — iy2, 1 -- V 2 
zu prüfen. Aus w — 0, 841 + iY2.0,595 geht die folgende Hauptkette hervor: 


w 1 o+4+iy2 UF 1 
= et iy + —_, 
1 ya To+i+i)2 1 —iy2 i tari 
| 4-—iy2 —1 
und deshalb wird (i// 2 — 1)? — i} 240y2?* = —1, d.h. „= (iV2—1) +oœil 2 
o + iV? 


/ 


wird die Grundeinheit des Körpers. Der Bruch id 3 ergibt 
l 
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w+iV2 _o fi o+iy2 — —_1: 
iV2 o +iV2 1 — iy2 o--1-iy2' 
1 —iya 1 
d. h. die vorige Kette. Da nun weiter z?s| i|/2(1 + 2/2) aus 2? ss — 1 (3) 
folgt, so wird in K(j|//2) die Klassenzahl gleich 1. Von 2?=i//2(a+ ibV2), 
p = a? + 2b? ausgehend erhalten wir nochmals z? = — ab/b? (p), d. h. die Gleichung 
(— ab|p) = +1 als Bedingung einer Faktorenzerlegung der Primzahl a + ib|/ 2. 
Sei p = 8n +1, dann werden a sE 0 (2), 5 240 (2), b = 2'b,, 6, ==0 (2) und 
a*—1 


daher (a/p) = (p/a) = (a? + 2b?/a) = (2/a) = (—1) * , (2'b,/p) = (p/h) = +1, 
woraus folgt: Die Primzahlen a + iby 2 mit a =: + 1 (8), bZ 0, a? + 203 — 1 (8) 
werden in K( iVV2) zerlegt, die mit a — + 3 (8) werden nicht zerlegt. 
Beispiel. 89 = 9? + 2. 27. | 
Für 9 + i2y 2 ergibt sich fast unmittelbar 9 + i2V 2 = (3 +i) 2w)(3 —iy2o); 
für 9 — i2Y2 berechnet man 2? = i/2 (9 — i2y/2, 3? = 9/2, x = + 7 m 

















o+7 1 o 4-2—2iy2 
—44————., —- = — 1 
9 — 2iy2 C uwr2—2y2 iy2 mizEr Ip 
iy2 1 — iy2 
e -4 iy2 rn 1 1 ı 1 | 3-iy2. 
———À--—14-iy2-4—————z, 14 —— = + ———— 
1 —iyà mal Torırıya ram l-414-iy2 4 
+1 


weshalb {(3 + iV 2)(9 — i2V2) —4.7}? —i/2.42— (3(4 + iy 2)}? —iy2 - 4 

= — (9 — i2 y 2) oder mit Hilfe einer Einheit (1 + (2+ iV 2)} { 1— (2+ iy 2)} 

= (9—:2/2). Für Primzahlen q = 8n + 3, q = a? + 2b? lesen wir a =: b = 0 (2) 
a—1 a—1 a—1  a'—1l 


ab, daher (a/g) = (ga) . (—1) ? = (2/a) .(—1) * —(—4)* * 8, 
b—1 b—1 





(b/g) = (g/b) . (—1)  —(—1) 2, d.h. für b — 0 wird (— ab/q) = +1 in den 
Fällen b =:1 (4), a=5,7 (8), b —-3 (4), a==1,3 (8); für b < 0 in den Fällen 
|b[=1 (4) a=1,3 (8), |b| 3 (4), a 5,7 (8); die Primzahlen g = 8n +3 
werden also in drei verschiedene Faktoren aufgelöst. Wir bestätigen z. B., daß 
1 4-iy2 Primzahl bleibt, während 1 —;y2 == (1+ )(4—wo) wird. Die Prim- 
zahlen p = 8n +5 bleiben auch noch in K(w) Primzahlen, weil 


PT PL ett pl 
(2) * =24 2? ? £2 =—1 (p). 
Die Primzahlen 8n + 7 ergeben dagegen: 
p'—1 p'—1 p+1 


1 


üy3)* 2€ 27 * «4 (p), 


und sie werden folglich zerlegt. 
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Beispiel. p=23, (3+i4V2} =iy2 (23), 
o+3+ 4472 41 o —3—4iy2 a 
—z5——_ = 0 + —; —"— = 2— 2iy2 
23 3 Ay 1 —iyà yir 
1 — iy2 —1 
also (1 — i2)/ 2)? — if 2(2 — i2y 25 = — 23. 
Zum SchluB mag angedeutet werden, daB die quadratischen Irrationali- 


táten im Quaternionenkórper sich wahrscheinlich auch mit Hilfe von Gittern des 
vierdimensionalen Raumes in periodische Ketten entwickeln lassen. 


di 
@-+ 1° 


Berichtigung zu der Arbeit 
„Eine Axiomatisierung der Mengenlehre“ von J. v Neumann 
in Band 154, Seite 219—240 


1. Seite 221, Fußnote, 3. Zeile v.u.: ) zu streichen. 

2. Seite 222, Zeile 5 v. 0.: ) zu streichen. 

3.1 Seite 223, Zeile 13 v. o.: statt „y = [by] soll „y = [bx]‘“ stehen. 

4.! Seite 225, Zeile 24 v.o.: statt ,[a((.. . ((x12,)25) z.)] soll 
»[€« ((... ((0125)23) -..) x4)] ^ stehen. 

5. Seite 225, Zeile 6 v. u.: statt ,,[ay + A‘ soll ,,[ay] + A‘ stehen. 

6. Seite 229, Zeile 11 v. o.: ) zuzusetzen. 

7.1 Seite 229, Zeile 18 v. o.: 

8.1 Seite 230, Zeile 7 v. o.: 

9.1 Seite 230, Zeile 23 v. o.: statt ,,(x, y), soll ,.[z, y], stehen. 

10.! Seite 230, Zeile 26 v. o.: statt ,,(x, y)'* soll ,,(z, y)^"* stehen. 

11.! Seite 231, Zeile 7 v. o.: statt ,,[a(x, y)p]" soll ,,[a(x, yp)]pP stehen. 

12. Seite 232, Fußnote, Zeile 9 v. u.: statt „Didenskapsselskapets‘‘ soll ,, Videns- 
kapsselskapets‘‘ stehen. 

13. Seite 234, Zeile 28 v. o.: statt ,,1 oder II Dinge'' soll „I oder II Dinge“ 
stehen. 

14. Seite 234, Fußnote, Zeile 1 v. u.: statt ,,233‘ soll ,,238°° stehen. 

15. Seite 235, Zeile 19 v. o.: statt ,,es ist'' soll ,,es ist klar" stehen. 

16.1 Seite 238, Zeile 4—6 v. u.: statt (,) soll wiederholt {,} stehen. 

17. Seite 240, Zeile 2 v. o.: statt „Kapitel 3'* soll ,,§ 3'* stehen. 


| statt „[c, a]" soll „|[c, a]|'" stehen. 


— =. —— 
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Axiomatische Theorie der geordneten Mengen. 
(Untersuchungen über die Grundlagen der Mengenlehre. II.) 
Von Adolf Fraenkel in Marburg. 
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Einleitung. 


Herr Zermelo hat 1908 unter dem Titel „Untersuchungen über die Grund- 
lagen der Mengenlehre. I.“ 1) eine Abhandlung veröffentlicht, die auf der Grund- 
lage seines bekannten Axiomensystems die Hauptsätze der Mengenlehre, soweit 
der Ordnungsbegriff nicht in sie eingeht, (also einen Abriß der Theorie der Aqui- 
valenz) entwickelt. Die gleichzeitig angekündigte Fortsetzung, die die Lehre 
von der Wohlordnung entwickeln sollte, steht bisher noch aus; sie wird in dem 
nachstehenden Aufsatz, dem ein weiterer sich anschließen soll, gegeben. 


In den letzten Jahren sind gegen verschiedene Teile der Zermeloschen Axio- 
matik eine Reihe von Bedenken erhoben worden ?). Die meisten unter ihnen 
lassen sich entweder leicht beheben oder sind von nicht grundsätzlicher Art, näm- 
lich auf spezielle Fragen beschränkt. Der ernsteste Einwand betrifft das Aus- 
sonderungsaxiom, das sich auf „die allgemeingültigen logischen Gesetze“ und 
den Eigenschaftsbegriff berufen mußte und dem schon 1910 Herr Grelling eine 
— freilich ganz unzureichende — Erweiterung zu geben sich genötigt sah*). Es 
gelang erst neuerdings, auch hierfür ein präzis-mathematisches Axiom von schein- 


1) Math. Annalen, 65, 261—281. Nachstehend zitiert mit Z. 

3) A. Fraenkel, Zu den Grundlagen der Cantor- Zermeloschen Mengenlehre; Math. Ann. 86 
(1922), 230—237. Th. Skolem, Einige Bemerkungen zur axiomat. Begründung der Mengenlehre; 
Mathematikerkongressen i Helsingfors (Hels. 1923), 217—232. — Von den intuitionistischen Ein- 
wänden ist hier nicht die Rede. 

3) K. Grelling, Die Axiome der Arithmetik (Inauguraldiss.), Göttingen 1910, S. 21. 
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bar wesentlich einschränkender Natur zu substituieren !). auf dem sich weiterhin 
die ganze Aquivalenztheorie Zermelos neu aufbauen ließ 2). 

Jm übrigen wurde zwar u.a. die Unabhangigkeit des Axiomensystems in 
den in der zweiten und vierten FuDnote genannten Arbeiten erórtert und im we- 
sentlichen geklärt; aber die Fortsetzung der Hauptaufgabe. aus den Axiomen 
die Grundzüge der gesamten Mengenlehre herzuleiten. ist bisher unterblieben. 
Man ist also, während die axiomatische Aquivalenztheorie allein mit den Grund- 
begriffen ..Menge‘‘, ..gleich sein" und ..Element sein" auskommt, in der Theorie 
der geordneten und wohlgeordneten Mengen weiterhin auf die Hinzunahme einer 
nicht definierten, asymmetrischen transitiven Relation (Ordnungsrelation) ange- 
wiesen. Dies ist nicht nur im eigentlich axiomatischen Sinn unerfreulich, son- 
dern vor allem eine wesentliche Erschwerung der metamathematischen, auf einen 
Widerspruchslosigkeitsbeweis zielenden Betrachtungen. Ansätze für eine Zurück- 
führung der Ordnung auf die ursprünglichen Grundbegriffe liegen allerdings 
vor?), nicht aber (wie bei der Aquivalenz) eine tatsüchliche Entwicklung. 

Die Schwierigkeiten hierbei dürften in drei Richtungen gelegen haben *). 
Zunächst ist die Ordnungsdefinition Hausdorffs überhaupt für axiomatische Zwecke 
nicht bestimmt und auch weniger geeignet, die von Hessenberg aber durch die 
große Zahl der in sie eingehenden Kriterien nur mit großer Umständlichkeit und 
(hinsichtlich des definiten Charakters) Vorsicht verwendbar. Hier stellt die Herrn 
Kuratowski zu verdankende Vereinfachung?) einen wesentlichen Fortschritt dar; 
sie wird nachstehend zugrunde gelegt. Immerhin wird auch dann noch — ange- 
sichts der gegenüber der Aquivalenztheorie weit verwickelteren Verhältnisse — 
auf der Basis Zermelos eine objektive Auswahl der zulässigen ,,definiten“ Aus- 
sonderungsprozesse schwer möglich, vielmehr subjektivem Ermessen Tür und Tor 
geöffnet; dem hilft die neue willkürfreie Fassung des Aussonderungsaxioms ab, 
die demgemäB als die entscheidende methodische Grundlage des folgenden Aufsatzes 
zu betrachten ist. SchlieBlich schien Zermelos Axiomensystem den Umfang der 
Mengenlehre allzusehr einzuschránken, um eine Theorie der Ordnung zu ermdgli- 


1) A. Fraenkel, Über den Begriff „definit“ und die Unabhängigkeit des Auswahlaxioms; 
Sitzungsberichte der Preuß. Akademie der Wissenschaften Berlin, Physik.-Math. Kl., 1922, S. 253 
bis 257. Vgl. auch Einleitung in die Mengenlehre, 2. Aufl. (Berlin 1923), S. 197 ff. 

2) Derselbe. Untersuchungen über die Grundlagen der Mengenlehre: Math. Zeitschr. 22 (1925), 
200—213. Nachstehend zitiert mit I. 

3) Einerseits von Hessenberg und Zermelo (vgl auch G. Combébiac in L’Enseignement 
Mathématique, 8 [1906], 201—203), andererseits von Herrn Hawsdorff (Grundzüge der Mengen- 
lehre [Leipzig 1914], S. 71); für die Wohlordnung vgl. auch Herrn Brodéns Definition in Lunds 
Universitets Arsskrift, N. F., Avd. 2, Bd. 20, Nr. 1 (1924). Die Hessenberg - Zermeloschen Ideen 
findet man seit 1906 verschiedentlich entwickelt, am bequemsten zugänglich bei Hartogs, Math. 
Ann. 76 (1915), 443, wozu jedoch das Zitat der übernächsten FuBnote zu vergleichen ist. Die Definitionen 
von Hessenberg und Hausdorff treten nachstehend in § 2 auf (Nr. 21 bezw. 27 ff), wobei auch (Nr. 22) 
auf eine wünschenswerte Vervollstándigung der ersteren hingewiesen wird, die freilich eine weitere Kom- 
plizierung dieser Definition bedingt; vgl. meine Note in den Fundamenta Mathematicae, 7 (1925), 908—310. 

*) Zu diesem Absatz vgl. meinen in den Sitzungsberichten der Berliner Mathem. Gesellschaft, 
24 (1925), 299—937 erschienenen Vortrag. 

*) Fundamenta Mathematicae. 2 (1920), 161—171. 


"is 
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chen, sodaß für diesen Zweck die Hinzufügung eines ferneren, unerfreulich weit- 
gehenden Axioms vorgeschlagen wurde !); das wird sich im Folgenden als un- 
nötig erweisen, vielmehr gestattet die Verschärfung des Aussonderungsaxioms, die . 
allgemeine Theorie der geordneten Mengen (einschließlich der abgezählten Mengen) 
im Rahmen Zermelos ohne ein neues Axiom durchzuführen. Dies gelingt namentlich 
mittels des Satzes von Nr. 7 in $ 1 (vgl. die Bemerkungen in Nr. 8). Weitere auf 
spezielle Mengen bezügliche Fragen, namentlich die der axiomatischen Bedürfnisse 
der transfiniten Induktion, sind erst in der Theorie der wohlgeordneten Mengen 
zu behandeln. 

Zusammen mit dem früheren Aufsatz (I) und einem später folgenden, 
die Theorie der Wohlordnung darstellenden Artikel zeigt die nachstehende 
Entwicklung, daß das neue, zunächst vielfach als zu eng angesehene Aussonderungs- 
axiom nicht nur scharf, sondern auch weit genug ist, um das Gesamtgebiet der all- 
gemeinen Mengenlehre zu beherrschen. Für diese ist also hiermit vom rein mathe- 
matischen Standpunkt aus der wünschenswerte Abschluß der Axiomatik der 
Mengenlehre erreicht. Deren Kritik oder Stützung im metamathematischen Sinn 
ist freilich hiervon völlig unabhängig; indes ist auch hierfür die neue Form des 
Aussonderungsaxioms von wesentlicher Bedeutung, da erst diese, sich lediglich 
auf die Grundbegriffe der Axiomatik stützende Fassung diejenige Formalisierung 
gestattet, wie sie Vorbedingung für einen Beweis der Widerspruchsfreiheit ist. 
Andererseits ist freilich zu den bisherigen Einwänden der Intuitionisten neuer- 
dings ein weiteres, speziell für die Mengenlehre beunruhigendes Argument ge- 
treten ?), für dessen Aufklärung man zunächst den Fortgang der Arbeiten Herrn 
Hilberts und seiner Schüler abwarten wird. 

Die Kenntnis anderer Arbeiten wird im folgenden nicht vorausgesetzt. Die 
Theorie der geordneten Mengen wird ım wesentlichen nur so weit fortgeführt, als 
es die Bedürfnisse der Theorie der Wohlordnung wünschenswert machen. Das 
Axiomensystem und die nachstehend wesentlich benutzten Ergebnisse aus I werden 
in $ 1 kurz zusammengestellt. Ein Verzeichnis der verwendeten Begriffe und Be- 
zeichnungen (meist durch Sperrdruck hervorgehoben) befindet sich am Schluß des 
Aufsatzes. 


§ 1. Das Axiomensystem. Hilfsmittel aus der Aquivalenztheorie. 


1. Wir betrachten Objekte, die Mengen heiBen und deren Existenz lediglich 
aus den Axiomen zu erschlieBen ist. Zwischen je zwei Mengen A und B kénnen 


1) Daß ein solches zur Sicherung spezieller Mengen erforderlich ist, hatte ich 1922 (Zitat der 
zweiten Fußnote) bemerkt. Das dort für spezielle Zwecke in Vorschlag gebrachte „Ersetzungs- 
axiom“ (vgl. nachstehend Nr. 8) hat Herr v. Neumann, in Rücksicht auf die Bedürfnisse der Ordnungs- 
theorie, in die allgemeine Theorie eingeführt: Acta litterarum ac scient. r. univ. Hung. Francisco- 
Josephinae, 1 (1923), 199—208. Derselbe Umstand hat, neben anderen Gründen, inzwischen den 
gleichen Autor veranlaßt, eine ganz neuartige Axiomatik der Mengenlehre auszuarbeiten, die in 
diesem Journal 154 (1925), 219—240 erschien und implizit das Ersetzungsaxiom enthält. 

2) Zuerst hervorgehoben von Th. Skolem (a. a. O.); vgl. auch den letzten Teil der zu Ende 
der letzten Fußnote genannten Arbeit J. v. Neumanns, sowie A. Fraenkel, Die neueren Ideen 
zur Grundlegung der Analysis u. Mengenlehre; Jahresber. d. D. Math.-Verein., 88 (1924), 97—103. 

18* 
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Grundbeziehungen der Form A = B und AeB nebst ihren Negationen À + B, A&B 
bestehen. Die (durch Axiom I weiter präzisierte) Beziehung = (gleich; Gegensatz: 
verschieden) hat die üblichen Eigenschaften. AeB wird gelesen: A ist Element 
von B, B enthält A als Element, usw. Mengen werden meist mit (großen oder 
kleinen) lateinischen Buchstaben bezeichnet. 

Eine Menge M, deren Elemente sämtlich auch Elemente einer Menge N sind, 
heißt eine Teilmenge von M (in Zeichen: M -— N), im Fall M+WN speziell - 
auch eineechte Teilmenge von N. Aus MEN, N € P folgt also stets M + P. 
Enthalten die Mengen M und N kein gemeinsames Element, so heißen M und N 
elementefremd. 

Für eine ausführliche Erläuterung dieser Bemerkungen sowie der nachstehen- 
den Axiome, von denen sich nur das erste, zweite und fünfte wesentlich von den 
entsprechenden Axiomen Zermelos (siehe I) unterscheiden, werde auf I verwiesen, 
sowie namentlich auf die eingehende Entwicklung und Prüfung in meiner 1926 
bei Teubner erscheinenden Schrift „10 Vorlesungen über die Grundlegung der 
Mengenlehre"; ebenso für die Gründe, aus denen die ersten zwei Abweichungen 
wünschenswert, die dritte (vgl. auch Einleitung) notwendig erscheinen. Die Ände- 
rungen stellen übrigens nur Einschränkungen bezw. Verschärfungen der ursprüng- 
lichen Axiome dar. 

Axiom I. Ist gleichzeitig M € N und N € M (d. h. gehört jedes Element 
von M zu N und umgekehrt), so ist M = N. (Axiom der Bestimmtheit.) 

Eine Menge M ist also bestimmt durch ihre sämtlichen Elemente A,B,C,.... 
Man schreibt daher auch: M = (A, B,C,...}. 


Axiom II. Zu je zwei verschiedenen Mengen A und B existiert ihr Paar 
(A, B), das A und B, aber keine weitere Menge als Elemente enthält. (Axiom der 
Paarung.) 

Axiom III. Zu jeder Menge M existiert ihre Potenzmenge UM, die sämt- 
liche Teilmengen von M und nur sie als Elemente enthält. (Axiom der Potenz- 
menge.) 

Axiom IV. Zu jeder Menge M existiert ihre Vereinigungsmenge € M, 
die alle Elemente der Elemente von M und nur sie zu Elementen besitzt. (Axiom 
der Vereinigung.) 

Ist M = {A, B,C,...), so schreibt man auch 6M = A +B +C +... 
und bezeichnet die Menge € M als Summe der Elemente von M, ihre Bildung als 
Addition. 

Dem nächsten Axiom, das die (in Axiom III eingehenden) Teilmengen einer 
gegebenen Menge zu sichern hat, ist die Erklärung eines Funktionsbegriffs voraus- 
zuschicken: 

Definition 1. a) Bezeichnet x eine unbestimmte oder variable Menge, so 
werden fz und €z, ebenso wie jede konstante Menge und z selbst, als Funktionen 
von x bezeichnet. Ferner heißt das durch zwei Funktionen von x bestimmte Paar 
wie auch jede Funktion einer Funktion von x wiederum eine Funktion von x. 

b) Ist M eine Menge, sind g(x) und y(x) gegebene Funktionen von x, und 
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enthält M' all die Elemente y von M und nur sie, für die die Beziehung œ(y)e p(y) 
gilt, so heißt M' die durch pey bestimmte Aussonderungsmenge von M, 
in Zeichen: M’= M,weyw:- Entsprechend, wenn statt e eine andere der 
Grundbeziehungen (&, =, +) steht. M’ hängt natürlich von der Hilfsvariabeln y 
nicht ab (vgl. die Rolle der Integrationsvariabeln), ist also konstant. Ist aber M 
eine Funktion einer Unbestimmten x bezw. geht in die Funktionen œ und y (abge- 
sehen von der Hilfsvariabeln y) die Unbestimmte z ein, so heiBt die (im allgemeinen 
von x abhängige) Aussonderungsmenge M” wiederum eine Funktion von x. 


Zu dieser Definition, die ersichtlich ein induktives Verfahren enthält, sei 
bemerkt, daß es sich der Sache nach stets um Funktionen einer einzigen Variabeln 
handelt. In einem Fall wie dem am Schluß der Definition angeführten z. B. ist 
beim AussonderungsprozeD y als veränderlich, x als konstant anzusehen (vgl. 
Parameter unter einem Integralzeichen). Da sich aber in solchen Füllen die Schreib- 
weise von Funktionen zweier Variabeln als praktisch empfiehlt, so wird die (der 
Integrationsvariabeln entsprechende) beim Aussonderungsprozef auftretende Hilfs- 
eariable, die die Elemente der Ausgangsmenge zu durchlaufen hat, stets durch fetten 
Druck als solche gekennzeichnet. 


Axiom V. Zu jeder Menge M und je zwei Funktionen ¢(z) und y(x) existiert 
die Aussonderungsmenge M, wew, die all diejenigen Elemente y von M und 
nur sie enthält, für welche die Beziehung g(y)e y(y) gilt. Desgleichen, falls e durch 
eine der drei anderen Grundbeziehungen ersetzt wird. (Axiom der Ausson- 
derung.) | 


Axiom VI. Ist M eine Menge, deren Elemente untereinander paarweise 
elementefremd sind und sämtlich mindestens je ein Element enthalten, so existiert 
mindestens eine Menge — eire Auswahlmenge von M —, die mit jedem Element 
von M ein einziges Element gemeinsam hat und keine weiteren Elemente enthält. 
(Axiom der Auswahl.) 


Offenbar ist jede Aussonderungsmenge von M eine Teilmenge von M, jede 
Auswahlmenge von M eine Teilmenge von € M. 


2. Das Axiomensystem der allgemeinen Mengenlehre ist hiermit abgeschlossen. 
Die vorstehenden Axiome — mit Ausnahme des ersten, das überhaupt keine 
Existenzforderung enthált — sind nur relative Existenzaxiome: unter der Voraus- 
setzung, daß gewisse Mengen existieren, sichern sie die Existenz anderer. Die 
Existenz von Mengen überhaupt wird durch sie nicht garantiert. Um spezielle 
Mengenlehre zu treiben, bedarf man absoluter Existenzaxiome und zwar eines 
solchen, das die Existenz unendlicher Mengen sichert. Da eine so weitgehende 
Forderung für die nächsten beiden Paragraphen nicht notwendig ist, begnügen wir 
uns vorläufigdvgl. Beginn des $ 4) mit dem einfachsten absoluten Existenzaxiom: 

Axiom VII 1. Es existiert mindestens eine Menge. 

Schließlich sind noch die wichtigsten im folgenden benutzten Sätze und 
Begriffe anzuführen, die in den §§ 2 und 3 von I aus dem vorstehenden Axiomen- 
system hergeleitet worden sind. Die Nrn. 4, 5, 9 und 10, 2. Absatz sind, von der 
Begründung mittels Axiom V abgesehen, aus Z, entnommen, 
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3. Es existiert eine einzige Menge, die überhaupt kein Element enthält, die 
Nullmenge 0; sie ist Teilmenge jeder Menge. Zu jeder Menge A existiert die Menge 
{A}, die A als einziges Element enthält; es ist &{A} = A. Jede Teilmenge A’ von A 
bestimmt die Komplementärmenge À — A’ = Ayaa € A. (I, Nrn. 1-3.) 


4. Jede Menge M — {4,B,...} bestimmt den zu ihr gehörigen Durch- 
schnitt (oder Durchschnitt ihrer Elemente) 2M = [A,B,...], der die allen 
Elementen von M gemeinsamen Elemente und nur sie enthält. Die Addition der 
Mengen (Axiom IV) ist assoziativ und kommutativ. (I, Nrn. 4, 6.) 


9. Jede Menge M — (4, B,...) von paarweise elementefremden Elementen 
bestimmt eine Menge PM =A-B---, die all diejenigen Teilmengen von &M 
und nur sie als Elemente enthält, die mit jedem Element von M je ein einziges 
Element gemeinsam haben. ®M heißt die Verbindungsmenge von M oder das 
Produkt der Mengen A, B,.... Das Produkt ist dann und (wegen Axiom VI) 
nur dann — 0, wenn Oc M. (I, Nr. 8.) 


6. Sind zwei Funktionen zweier Variabeln !) œ(x,u) und y(z,u) gegeben, 
so bestimmt jede Menge M eine Teilmenge M, € M (bzw. M, € M), die all die 
Elemente z von M und nur sie enthalt, welche für jedes Element y (bzw. für irgend 
ein Element y) der gegebenen — konstanten oder auch als Funktion von z darge- 
stellten 2) — Menge N die Beziehung 9(y,z)e y(y, z) erfüllen. Ebenso, wenn € 
durch eine andere der Grundbeziehungen ersetzt wird. (I, Nrn. 10/11.) 


7. Ist g(z) eine Funktion, so entsteht aus einer Menge M, falls jedes Ele- 
ment y von M durch die Menge g(y) ersetzt wird, wiederum eine Menge N, voraus- 


gesetzt, daß eine Menge N existiert, der all jene Mengen g(y) als Elemente angehören. 


Die in dem vorigen und diesem Satz gekennzeichneten Mengen Mj, M,, N 
sind Funktionen der Unbestimmten w, falls in die gegebenen Bestimmungsstücke 
neben konstanten Mengen auch Funktionen von t eingehen. (I, Nr. 12.) 


8. Die letzten beiden Sátze sind methodisch besonders wichtige Hilfsmittel; 
namentlich der letzte Satz wird im folgenden sehr häufig verwendet. Läßt man in 
ihm den Schluß (vorausgesetzt...) fort, so erhält man eine von dem Axiomen- 
system unabhängige Aussage (Ersetzungsaxiom), die zwecks Sicherung spezieller 
(sehr umfassender) Mengen als neues Axiom aufgestellt werden muß ?). Dagegen 
scheint es unnötig, dieses neue Axiom auch der allgemeinen Theorie der Ordnung 
voranzustellen; man kommt nämlich im folgenden — übrigens auch für anders- 
artige Zwecke *) — mit der Behauptung von Nr. 7 aus, die sich aus der verschärften 
Fassung des Aussonderungsaxioms unschwer ergibt. 


9. Definition 2. a) Zwei elementefremde Mengen M und N heißen äqui- 
valent (M = N), wenn ihr Produkt A/.N mindestens eine Teilmenge ® von 
der Art besitzt, daB jedes Element von M -|- N in einem einzigen Element (m, n) 


1) Vgl. Definition 1 b) und die Bemerkung dazu. 

*) Diese Eventualität, die in 1 — als für die dortigen Anwendungen unnötig — nicht aus- 
drücklich zugelassen wurde, macht keine Abänderung des dortigen Beweises erforderlich. 

3) Vgl. FuBnote 1 auf S. 131. 

*) Vgl. die Marburger Inauguraldissertation des Herrn J. Merzbach, Kapitel IV (Darmstadt 1925). 
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von ® als Element auftritt. Eine solche Menge ® wird eine Abbildung zwischen M 
und N genannt; je zwei Elemente m, n des gleichen Elementes von ® heißen ein- 
ander (durch ®) zugeordnet, Bilder von einander usw. 

b) Zwei beliebige Mengen M und N heißen äquivalent, wenn es eine Menge 
R gibt, die sowohl zu A/ wie zu N elementefremd und beiden Mengen nach a) äqui- 
valent ist. An die Stelle einer Abbildung tritt hier ein Paar simultaner Abbildungen 
usw. (I, Def. 1/2 des § 3.) 

Zu je zwei elementefremden Mengen existiert die Menge aller Abbildungen 
zwischen ihnen; sie ist, wenn eine der Mengen oder beide Funktionen von z sind, 
selbst eine Funktion von x. Sie ist + 0 oder = 0, je nachdem die gegebenen Mengen 
äquivalent sind oder nicht. Die Äquivalenz ist eine reflexive, symmetrische und 
transitive Relation. Die Nullmenge ist nur sich selbst, eine Menge mit einem einzigen 
Element nur einer ebensolchen äquivalent. (I, Nrn. 13, 15, 17.) 

10. Zu einer gegebenen Abbildung (bzw. Abbildungspaar) zwischen zwei 
äquivalenten Mengen M und N gibt es eine Funktion x(x), die jedem Element m 
von M sein Bild n in N in der Form n = y(m) (bei gleichzeitigem m = x(n)) zu- 
ordnet, und eine Funktion t(z), die jeder Teilmenge M’ von M die entsprechende 
(die Bilder der Elemente von M’ enthaltende) Teilmenge N’ von N in der Form 
iN’ = t(M’) zuordnet. (I, Nrn. 14, 18, 19.) 

Eine Menge M, die einer echten Teilmenge von sich selbst äquivalent ist, 
ist jeder Menge äquivalent, die. aus M durch Addition oder Subtraktion (Nr. 3) 
einer Menge mit einem einzigen Element hervorgeht. (Z., Nr. 26; unmittelbar in I 
zu tibertragen.) 


§ 2. Die geordneten Mengen. 


11. Wir definieren mit Kuratowski (vgl. Einleitung) !): 


Grunddefinition. Eine Menge M, deren Elemente Teilmengen der Menge M 
sind, heißt eine Ordnung von M, wenn folgende zwei Bedingungen erfüllt sind: 


Grundbedingung I. Sind M' und M" Elemente von M, so ist entweder Jf’ 
Teilmenge von M’ oder M" Teilmenge von M'. 


Grundbedingung II. Eine Teilmenge von UM (Axiom III), deren Ele- 
mente der Grundbedingung I genügen, ist, falls sie M als Teilmenge umfaßt, not- 
wendig gleich M. 

Existiert eine Ordnung M von M, so sagt man, M werde durch M geordnet. 

Das Wesen dieser Definition erhellt aus folgendem: Eine Menge von der Eigen- 
schaft, daß von je zweien ihrer Elemente eines Teilmenge der anderen ist, mag als 
eine monotone Menge bezeichnet werden. Dann besagt die Grundbed. II, daß - 
eine monotone Menge M von Teilmengen der Menge M dann und nur dann eine 
Ordnung von M darstellt, wenn M so umfassend als möglich ist (,,saturé par rapport 


1) Bei Kuratowski wird aus äußeren Gründen die Nullmenge (unter den Elementen von M) 
ausgeschlossen, was olıne Bedeutung ist. 
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à ses propriétés") !), d. h. falls die Hinzufügung weiterer Elemente unverträglich 
ist mit der Eigenschaft von M, eine monotone Teilmenge von WM zu sein. — Im 
allgemeinen gibt es natürlich hiernach mehrere Ordnungen derselben Menge. 

12. Jede Ordnung M von M enthält die Elemente 0 und M. Das ist eine Folge 
von II, da jedes beliebige Element von WM stets 0 als Teilmenge besitzt und selbst 
eine Teilmenge von M ist. 

Hiernach ist stets SM = M. 

(0) = 110 ist die einzige Ordnung der Nullmenge, ((a), 0} = W{a} die einzige 
Ordnung der Menge (a). Auch eine Menge von zwei Elementen a und b kann stets, 
und zwar auf zwei Arten, geordnet werden: durch die Ordnungen {{a, b), {a}, 0} 
und {{a, 5}, (5), 0). 

13. Für den nächsten Beweis bedürfen wir des folgenden, nachstehend noch 
öfter verwendeten Hilfssatzes: 

Zu jeder Menge M existiert die Menge aller Paare von Elementen aus M, und 
allgemeiner: Zu jeder Menge N existiert die Menge N’ derjenigen Elemente von N, 
die einer gegebenen Menge A äquivalent sind. N’ ist, wenn A konstant ist, eine 
Funktion von N. 

Beweis: Nach Nr. 9 existiert die Menge g(y) aller Abbildungen zwischen A 
und einer unbestimmten Menge y und stellt eine Funktion von y dar, die dann und 
nur dann +0 ist, wenn A æ y. Daher ist nach Axiom V N’ = N4,,?.. o; nach 
Definition 1 b) ist N’ eine Funktion von N. Die erste Behauptung des Hilfs- 
satzes erhält man für N = li M, A = (0, {0}}. 

14. Zu jeder Menge M existiert die Menge aller móglichen Ordnungen von M. 


Zunächst existiert, wenn gemäß der vorigen Nr. x(x) die Menge aller Paare 
von Elementen aus x bezeichnet, nach Nr. 6 die Menge Æ* derjenigen Teilmengen 
z von UM (d. h. derjenigen Mengen z von Teilmengen von AM), für die zu jedem 
Element y von z(z) gilt: €yey. Man hat hierzu, da &* eine Teilmenge von HUM 
dárstellt, in Nr. 6 M durch WIM, 9 (y, z) durch Sy, y(y, z) durch y, N durch x(z) und 
somit M, durch A* zu ersetzen. z sei ein beliebiges Element von &*, also eine Teil- 
menge von UN, und y = (y,, y,) ein beliebiges Paar zweier Elemente von z, also 
yen(z); dann gilt offenbar dann und nur dann eine der Beziehungen y, € y, und 
Y € Ya wenn Sy = y, + y, Element von y ist. Nach Grundbed. I und Nr. 11 ist 
also A* die Menge aller monotonen Mengen von Teilmengen von M. Æ* ist übrigens 
stets + 0, da z. B. die Elemente {0}, {17}, (0, M) darin vorkommen. Um unter den 
Elementen von Æ* weiter diejenigen auszusondern, die auch noch der Grundbed. II 
genügen, benutzen wir wiederum Nr. 6. Hiernach existiert die Menge A derjenigen 
Elemente z von Æ*, für die zu jedem Element y von 5* — (z) (Nr. 3) gilt: z4lly, 
m. a. W. die Menge & derjenigen monotonen Teilmengen z von UM, zu denen 
keine andere ebensolche, z als echte Teilmenge umfassende Menge existiert. Nach 
der Grunddefinition ist jedes Element von Æ eine Ordnung von AM und umgekehrt. 


1) Janiszewski, Thèse, Paris 1911. Vgl. Hilberts Axiom der Vollständigkeit in Anthmetik und 
Geometrie. 
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M ist also ordnungsfähig oder nicht, je nachdem #=+ 0 oder = 0 ist. Die 
Tatsache, daß stets ersteres der Fall ist, soll — als spezielle Folge des Wohlordnungs- 
satzes — erst in einem weiteren Aufsatz behandelt werden; nachstehend wird von 
ihr kein Gebrauch gemacht. Auch auf die Frage, welche Bedeutung die Postulierung 
jener Tatsache an Stelle des Auswahlaxioms besitzen würde, d. h. ob sie dem Aus- 
wahlaxiom gleichwertig ist oder nicht und in welchem Ausmaße im zweiten Falle 
ihr Eintreten statt des Auswahlaxioms die Mengenlehre ermöglichen würde, kann 
erst dann eingegangen werden. & ist nach Nr. 7 und Def. 1 eine Funktion von M. 


15. Ist M eine Ordnung der Menge M und M’ eine beliebige Teilmenge von M, 
so sind die Vereinigungsmenge €M' (Axiom IV) und der Durchschnitt DM’ (Nr. 4) 
Elemente von M. . 


Zu zeigen ist, daB jedes Element » von M zusammen mit € M' bezw. DM’ 
der Grundbed. I genügt; denn ist das der Fall, so sind M + {8 M'} und M + {9M} 
monotone Mengen von Teilmengen von M, die nach Grundbed. II mit M zusammen- 
fallen müssen. 


Beweis für SM’: Kommt jedes Element der Teilmenge u von M in mindestens 
einem Element von M' vor, so ist «€ €M'. Enthält aber u ein Element, das in 
keinem Element von M' vorkommt, so ist nach Grundbedingung I (angewandt 
auf x und die Elemente von M’) jedes einzelne Element von M’ Teilmenge von y, 
also auch €M' -€ u. 


Beweis für 2M': Kommt jedes Element der Teilmenge x von M gleichzeitig 
in allen Elementen von M' vor, so auch in DM’, also € DM’. Enthält aber zu 
ein Element, das in mindestens einem Element u’ von M’ nicht als Element auftritt, 
so ist nach Grundbed. I x’ € u, also umsomehr DM’ ~€ y. 


16. Sind m und m' beliebige verschiedene Elemente der Menge M, so gibt es in 
jeder Ordnung M von M mindestens ein Element, das ein einziges der beiden Ele- 
mente m und m’ als Element enthält. 


Beweis 1): Unter der Annahme, daß jedes Element von M, das m enthält, 
auch m' enthält, ist zu zeigen, daB es mindestens ein Element von M gibt, das 
m', nicht aber m als Element enthült. Zum Beweis konstruieren wir ein spezielles 
derartiges Element „„ von M, das sich vermóge seiner Definition als Funktion 
von m erweisen wird. 


Es sei M = Myey € M die Menge derjenigen Elemente von M, die m als 
Element enthalten; nach Annahme ist dann auch m' Element jedes Elementes 
von M’. Daher sind m und m’ Elemente des Durchschnitts @M’. Ferner ist nach 
der vorigen Nr. @M’eM. Die Menge DM’ — {m} = u, enthält dann m’, nicht 
aber m als Element und ist — übrigens unabhängig von der zu Beginn gemachten 
Annahme — eine Funktion von m nach Def. 1 (bei gegebener Ordnung M); wir 
zeigen, daB u„eM. 

Ist u ein beliebiges Element von M, so ist m entweder Element von u oder 
nicht. Im ersten Fall ist (nach der Definition von M') ®M’-© x und um so mehr 


1) Vgl. den Beweis von Kuratowski, a. a. O. 
Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 3. 19 
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I» € u. Im zweiten Fall ist 4 nach Grundbed. I Teilmenge eines jeden Elements 
von M, das m enthält, also auch Teilmenge von DM’. Da m in y nicht vorkommt, 
ist auch #£ u„. Da u„ somit mit den Elementen von M die Grundbed. I er- 
füllt, ist nach Grundbed. II in der Tat uneM. 

Es sei noch hervorgehoben, daß x, in dessen Definition nur M und m ein- 
gehen, bei gegebenem m eine Funktion der Ordnung M ist. 

17. Definition 3. Ist M eine Ordnung der Menge .M und existiert zu zwei 
gegebenen Elementen m und m' von M ein Element von M, das m', aber nicht 
m als Element enthält, so setzen wir: m“ m’ oder gleichbedeutend m' 5 m 
(m vor m’ [gemäß der Ordnung M], m’ nach m usw.). Wo kein Zweifel móg- 
lich ist, wird auch bloB m << m’, m’ > m geschrieben. 

Ihre Berechtigung erhält diese Definition durch nachstehende Folgerung aus 
den letzten Nummern: 

Nach Definition 3 stellt M zwischen den Elementen von M eine einfache Ord- 
nung im üblichen Sinn her, d. h. < ist (ebenso wie >) eine zwischen je zwei 
Elementen von M bestehende asymmetrische transitive Relation. 

In der Tat zeigt Nr. 16, daB zwischen je zwei verschiedenen Elementen m 
und m’ von M vermóge M mindestens eine der Beziehungen m < m’, m’ < m 
gilt; aber auch nur eine (Asymmetrie), da die Elemente von M der Grundbed. I 
genügen. Ist schließlich m * m’, m' & m", d. h. enthält M zwei Elemente y, He 
von den Eigenschaften 

m us, m' £u, m'6 s, m’ Eus, 
so kann hiernach x, nicht Teilmenge von w, sein; nach Grundbed. I ist also 
Ua € pa, also z.B. m"eu,, máy, d.h. m“ m", w. z. b. w. 

Natürlich kónnte unter den Voraussetzungen der Def. 3 ebensogut definiert 
werden: m' 4 m. Diese unvermeidbare Willkür hat einen rein formalen Charakter. 

Hervorgehoben sei noch, daB in vielen Fallen schon Teilmengen von M 
— also Mengen, die der Grundbed. II nicht genügen — geeignet waren, M in 
diesem Sinn zu ordnen. Will man aber eine in allen Fallen wirksame und ein- 
deutig bestimmte ordnende Menge erhalten, so bedarf man gerade der Grund- 
bed. II, deren Folge es dann ist, daß z.B. O und M stets Elemente von M sind. 

18. Durch die Ordnung M der Menge M ist diese nach Nr. 12 bestimmt 
als M — @M. Die Einführung eines neuen Begriffs ‚geordnete Menge“ ist daher 
nicht erforderlich, nicht einmal die von Paaren der Form (M,M). Indes wird 
bei konsequenter Vermeidung des Adjektivs (nicht Partizips) „geordnet“ die Aus- 
drucksweise vielfach ungemein schleppend. Wir wollen daher lediglich zur Ver- 
einfachung des Ausdrucks neben der Menge M und ihrer Ordnung M auch von 
der geordneten Menge M sprechen; in bezug auf das Enthalten von Elementen, 
auf Elementefremdheit, Bildung des Durchschnitts usw. entspricht sie der un- 
geordneten Menge (me gleichbedeutend mit meM), in bezug auf die Ordnung 
und einschlägige Aussagen aber der Ordnung M, so daß auch m m’ gleichbedeu- 
tend mit m™ m’ geschrieben wird. Dt, = M, drückt die Gleichheit der betreffenden 
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Ordnungen aus, aus der die Gleichheit der ungeordneten Mengen M, und M, folgt. 
— Von der Verwendung geordneter Mengen als Elemente von Mengen kann (ver- 
mége der z. B. in den Nrn. 37 ff. verwendeten Umschreibung) abgesehen werden. 


Eine Ordnung der Menge M wird stets durch einen zugehörigen 


griechischen Buchstaben (M, erforderlichenfalls etwa M usw.), die 
zugehörige geordnete Menge durch den entsprechenden deutschen 
(M) bezeichnet (ohne Sonderfestsetzung in jedem einzelnen Fall). 


Die Nullmenge und jede Menge mit einem einzigen Element können bei 
Bedarf auch als geordnete Mengen angesehen werden, da zu ihnen nach Nr. 12 
eine und nur eine Ordnung gehört. 


Die in der Theorie der geordneten Mengen üblichen Definitionen und die 
an sie anknüpfenden Sätze lassen sich nach Def. 3 ohne Schwierigkeit übertragen. 
Für zwei in der Theorie der Wohlordnung besonders wichtige Begriffe sind die 
Übertragungen folgende: 


m heißt das erste Element der geordneten Menge W, wenn die Ordnung 
M nur ein einziges Element — nämlich die Menge M selbst — enthält, in dem 
m vorkommt. 


m’ heißt der unmittelbare Nachfolger des Elementes m in der ge- 
ordneten Menge M, wenn die Ordnung M ein Element x enthält, in dem m’, nicht 
aber m vorkommt, während jedes andere Element x von M entweder beide Ele- 
mente m und m’ oder keines von ihnen als Element enthält (je nachdem % die 
Teilmenge & umfaßt oder Teilmenge von y ist). 

19. Ist M eine Ordnung von M, so gibt es eine weitere Ordnung M* von 
M, die zu M inverse Ordnung, derart, daB nach Def. 3 für je zwei Elemente 
m, m’ von M aus m. m’ stets m' V m folgt und umgekehrt. 

Ersetzt man nämlich jedes Element &4 von M durch œ{u) = M — u, so 
entsteht nach Nr. 7 eine Teilmenge M* von WA/, die (wie leicht zu erkennen) 
ebenso wie M beiden Grundbedingungen genügt, also eine Ordnung von M dar- 
stellt. Die Anwendung der Def. 3 auf weM und (M — u)eM* ergibt die obige 
Kennzeichnung von M*. 

20. Die in Nr. 16 zu einem beliebigen Element m der geordneten Menge 
Pt definierte Menge um = DMney — {m} heißt die zu me gehörige (ungeordnete) 
Endstrecke der geordneten Menge 9f. 

Sie ist nach Nr. 16 Element von M und (bei fester Ordnung M) eine Funk- 
tion von m und wird als solche auch mit w(m) bezeichnet. Sie enthält all die Ele- 
mente von M und nur sie, die in M auf m nachfolgen. 

Die Menge um +{m} = DMuey, die nach Nr. 15 gleichfalls Element von 
M ist, heißt das zu me gehörige (ungeordnete) Endintervall der geordneten 
Menge M. 

Zu beweisen ist nur noch die kursiv gedruckte Behauptung, aus der sich 
die (im Anschluß an Hausdorff verwendeten) Bezeichnungen erklären. Zunächst 
gilt nach Def. 3 für jedes Element m’ von um: m? m’; denn es ist zwar m’, nicht 

19° 
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aber m Element von u,. Ist umgekehrt m® m’, d.h. gibt es zu m’ ein Element 
p von M, das zwar m’, nicht aber m als Element enthält, so ist 4 Teilmenge des 
in Nr. 16 eingeführten Durchschnitts DM, = D; das folgt nach Grundbed. I 
daraus, daß dieser (gleich x zu den Elementen von M gehörende) Durchschnitt 
seiner Definition nach m als Element enthält. Aus u € D folgt m’eD, also wegen 
mm’ auch m'e(D —{m}) = un, w.z.b. w. 

21. Eine monotone (Nr. 11) Menge M von Teilmengen von M stellt dann 
und nur dann eine Ordnung von AM dar, wenn M folgende Eigenschaften besitzt: 


erstens: sind m und m’ zwei beliebige Elemente von M, so gibt es minde- 
stens ein Element von M, das ein einziges der Elemente m und m’ enthalt; 

zweitens: ist M’ eine beliebige Teilmenge von M, so sind @M’ und DM’ 
Elemente von M; 

drittens: M selbst und die Nullmenge sind Elemente von M. 


Die durch die Worte ,,und nur dann‘ ausgedrückte Behauptung ist schon 
in den Nrn. 15/16 und 12 enthalten und dort bewiesen worden. 


Da M nach Voraussetzung der Grundbed. I (Monotonie) genügt, ist aus 
den drei obigen Eigenschaften noch das Erfülltsein der Grundbed. II zu folgern. 
Es sei also M" eine beliebige Teilmenge von M, die zusammen mit den Elementen 
von M der Grundbed. I genügt; zu zeigen ist: M’eM.  D' sei der Durchschnitt 
all der Elemente y von M, die M' als Teilmenge enthalten, also 

D' = DMareuy = OM. 

Nach der zweiten der vorausgesetzten Eigenschaften ist D’eM, nach der dritten 
ist M+0 und nach der Definition von D’ ist M'-£ D’. Es soll gezeigt werden, 
daB M’ = D', wobei wegen der dritten Eigenschaft M’ als von M und ‘0 ver- 
schieden angenommen werden kann. 

| m sei ein beliebiges nicht zu M’ gehörendes Element von M, von dem also 
nachzuweisen ist, daß es auch nicht zu D’ gehört. Zu jedem Element m’ von M' 
bezeichne M’ die Menge all der Elemente y von M, die m’, aber nicht m enthalten; 
m. a. W. es ist M44, = M", M’arey = M', und M' ist nach Def. 1 (bei festem m) 
eine Funktion von m’. M’ ist ferner eine von O verschiedene Teilmenge 
von M; denn nach der ersten der vorausgesetzten Eigenschaften gäbe es ande- 
renfalls mindestens ein Element # von M, das umgekehrt zwar m, aber nicht m’ 
enthielte, und es könnte dann weder u € M' noch M' -& u sein im Widerspruch 
mit der Annahme, wonach die Menge M + ( M') die Grundbed. I erfüllt. Schließ- 
lich ist @M’ nach der zweiten Eigenschaft ein Element von M, das ebenfalls m', 
aber nicht m enthält !); als Funktion von m’ aufgefaBt, sei €M' mit o (m) be- 
zeichnet. Ersetzt man nun in M' jedes Element m’ durch g(m'), so entsteht nach 
Nr. 7 eine Teilmenge M, von M, und nach der zweiten Eigenschaft ist @M, 
wiederum Element von M; @M, enthält alle Elemente von M', aber nicht m. 





1) Schon diese Menge € M' hat die Eigenschaft der nachher eingeführten Menge € M, und 
kónnte zum Abschluf des Beweises dienen. Die Herleitung dieser Tatsache ist aber umst&ndlicher 
als der Umweg über M,. 
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Nach der Definition von D’ ist also D' = €M,, d.h. auch die (im Gegensatz zu 
@M, von m unabhängige) Menge D’ enthält (wie &M,) m nicht als Element. 
Nach dem Beginn dieses Absatzes besagt das D’ = M”, w. 7. b. w. 

22 Dieses Ergebnis drückt die Gleichwertigkeit der (von Kuratowskı stam- 
menden) Grunddefinition und der Definition Hessenbergs (vgl Einleitung) aus. 
In letzterer Definition fehlt allerdings die dritte der in der vorigen Nr. hervor- 
gehobenen Eigenschaften. Dies ist in der Tat ein (bisher anscheinend nicht be- 
merkter, übrigens unwesentlicher) Mangel jener Definition. Ebenso nämlich wie 
der zweite (auf den Durchschnitt bezügliche) Teil der zweiten Eigenschaft (vgl. 
Kuratowski, a.a.O. S. 162, Fußn. 2) ist die dritte Eigenschaft erforderlich, um 
die Ordnung M eindeutig zu bestimmen, d. h. um jeder im üblichen Sinn die Menge 
M ordnenden Relation nur eine einzige Ordnung M entsprechen zu lassen. In 
der Tat steht es, falls die geordnete Menge ein erstes (letztes) Element enthält, 
ohne Heranziehung der dritten Eigenschaft noch frei, entweder M(0) den Ele- 
menten von M beizugesellen oder nicht. So erhellt noch deutlicher als bisher 
der Vorzug der Grunddefinition, die alle drei Eigenschaften in der Grundbedin- 
gung II enthált. 

23. Ist M eine zur Menge M gehörige geordnete Menge, so heißt eine Teil- 
menge F von M (nach Hausdorff) ein Endstück von M, wenn aus meF und 
m m’ stets m'eF folgt (ebenso ein Anfangsstück von M, wenn aus meF 
und m"? m stets m'eF folgt). 

Nach Nr. 20 ist jede Endstrecke und jedes Endintervall von M ein End- 
stück von M, ebenso auch M selbst und die Nullmenge. Die Bedeutung des Be- 
griffs ,,Endstück'* (vielfach — nach Cantor — als ,,Rest'' bezeichnet) für die vor- 
liegende Ordnungstheorie erhellt aus dem Satz: 

Jedes Endstück der geordneten Menge M ist ein Element der Ordnung M und 
umgekehrt. Die Ordnung ist also die Menge aller Endstücke der zugehôrigen ge- 
ordneten Menge. 

Zunächst werde gezeigt, daß ein beliebiges Endstück F von St ein Element von 
M ist, d. h. daß, wenn M’ ein beliebiges Element von M bezeichnet, entweder 
M' -& F oder F € M' gilt (vgl. Grundbed. II). Ist nämlich M’ keine Teilmenge von 
F, so sei m’ ein Element von M', das in F nicht vorkommt. Bedeutet dann pu» die 
zu m'e M gehörige Endstrecke von M (Nr. 20), so ist m’& um’ und u,, eM; da anderer- 
seits m’e M'eM, so ist nach Grundbed. I uy € M”. Ist schließlich f ein beliebiges 
Element des Endstückes F, so ist von den beiden allein móglichen Beziehungen 
f € m’ und m' 9 f die erste ausgeschlossen, da sonst nach der Definition des End- 
stückes auch m'e F wäre; nach Nr. 20 kommt daher f in der Endstrecke u vor, 
d. h. es ist F € um’ und um so mehr F € M. 

Um die Umkehrung nachzuweisen, werde ein beliebiges Element von M 
mit u, ein beliebiges Element von u mit m bezeichnet. Ist m’ ein weiteres Ele- 
ment von M mit der Eigenschaft m m’, so gehört m’ der durch m bestimmten 
Endstrecke von M an, die nach Nr. 20 Element von M, also nach Grundbed. I 
Teilmenge von u ist. Daher ist m'eu, somit u ein Endstück von M. 
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24. Sind M, und M, zwei Ordnungen von M, die zu jedem Paar (m, m') 
von Elementen aus M nach Def. 3 (Nr. 16) stets gleichzeitig m "5 m’ und m5 m’ 
definieren oder umgekehrt, so sind nach der vorigen Nr. die Endstücke und somit 
auch die Ordnung das einemal dieselben wie das andremal, d. h. es ist M, — M,. 
In loserer Form: 


In einer gegebenen Menge und einer gegebenen Ordnungsvorschrift (im gewóhn- 
lichen Sinn) zwischen ihren Elementen gibt es höchstens!) eine einzige gemäß Def. 3 
zugehörige Ordnung M. | 


25. Ist M, eine beliebige Teilmenge von M und M eine Ordnung von M, 
80 existiert erstens die Menge F, (bzw. /,) derjenigen Elemente von M, die in M 
gleichzeitig allen Elementen von M, nachfolgen (vorangehen), und zweitens die 
Menge F, (I,) derjenigen Elemente von M, die in M irgend einem Element von 
M, nachfolgen (vorangehen) 7, und F, sind Endstücke, /, und J, Anfangs- 
Stücke von M; bei festem M ist jede dieser Mengen eine Funktion von M, (im 
Sinn der Def. 1). F,(/,) wird als das zu M, gehörige Endstück (Anfangs- 
stück) bezeichnet 2). 

Die vorstehenden Behauptungen gelten unverändert, falls die Vereinigungs- 
menge F, + M, bzw. I, + M, an die Stelle von F, bzw. /, gesetzt wird. 

Es genügt den Beweis für /,, J, und /, + M, zu führen; auf die übrigen 
Mengen übertrügt er sich dann nach Nr. 19 durch Übergang zu der zu M inversen 
Ordnung. 

Es ist aber /, bei gegebenem M die Menge der Elemente y von M, deren 
Endstrecke u, (Nr. 20) M, als Teilmenge umfaßt, d.h. /, = Maen ay: Ebenso 


ist /, bei gegebenem M die Menge der Elemente y von AI, deren Endstrecke u, 
einen von 0 verschiedenen Durchschnitt mit M, aufweist, d.h. 7; = Mu 1 4° o 


Ihrer Natur nach sind beide Mengen ebenso wie 7, + M, Anfangsstücke von M 
und nach Def. 1 Funktionen von M,. 


26. Durch die Ordnung M von M wird jede Teilmenge Mg eon M von. selbst?) 
geordnet, d. h. M bestimmt eine Ordnung M, von M,, nach der vermóge Def. 3 
je zwei Elemente von M, stets durch dieselbe Ordnungsbeziehung verknüpft sind 
wie nach M. My, ist nach Nr. 24 eindeutig bestimmt. Die zugehórige geordnete 
Menge M, heißt schlechthin geordnete Teilmenge (bezw. Endstück usw.) von M. 

Zum Beweis werde erstens überhaupt eine Ordnung M, von M, folgender- 
maßen definiert: M, € ll M sei die Menge von Teilmengen von M = @M, die nach 
Nr. 7 aus M dadurch hervorgeht, daß jedes Element # von M durch den Durch— 
schnitt [u, My] = q (gu) ersetzt wird. (Hierbei brauchen übrigens die zu verschie— 
denen ueM gehörigen g() nicht von einander verschieden zu sein.) Demnach ist 


M, & Mt My. 


1) Nr. 28 ermöglicht es, hier „höchstens“ fortzulassen. 

2) In dem besonderen Fall M, = {mn} wird analog zu Nr. 20 J, als die zu m, gehörige 
Anfangsstrecke — nach Cantor Abschnitt —, I, + M, als das zu m, gehörige Anfangs— 
intervall von M bezeichnet. In diesem Fall ist offenbar 7, + F, + M, = M. 

3) Für diese Ausdrucksweise vergleiche man auch Nr. 29. 
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M stellt eine Ordnung von M, dar. Sind nämlich „, und po zwei Elemente 
von Mo, etwa uy = p(u’), ug = q(u'"), und gilt vermóge der Ordnungseigenschaft 
von M etwa „’=€ u”, so ist nach der Definition von g auch uw, yy. Die Grund- 
bed. I ist also für M, erfüllt. Um auch Grundbed. II als befriedigt nachzuweisen, 
werde mit M, eine beliebige Teilmenge von M, bezeichnet, die zusammen mit den 
Elementen von M, der Grundbed. I genügt; zu zeigen ist M,eM,, m. a. W. die 
Existenz eines Elementes MeM, für das M, = 9 (M) =[M, Mol. Wir beweisen 
die Gültigkeit dieser Beziehung für die (nach der vorigen Nr. existierende und nach 
Nr. 23 in M als Element vorkommende) Menge M derjenigen Elemente von M, 
die irgend einem Element von M, -& M, in M nachfolgen oder gleich sind (so daß 
auch M,-€ M). 

Um diesen Beweis zu führen, ist nur zu zeigen, daB jedes Element m des 
Durchschnitts [M, My] der Teilmenge M, von M, und M als Element angehört. 
Zunüchst besagt meM (nach der soeben getroffenen Verfügung über M) die Existenz 
eines Elements m, von M,, für das entweder m, = m oder My © m gilt. Im ersten 
Fall sind wir fertig. Im zweiten bezeichne um, die zu m, gehörige Endstrecke von 
M (Nr. 20) und [um,, Mo] = My ihren Durchschnitt mit M,, der also (wegen me Mo) 
das Element m enthält; dann ist nach Nr. 20 u„,.eM, also (nach der obigen Defi- 
nition von My) ug£M, Nach der im vorigen Absatz über M, gemachten Voraus- 
setzung gilt daher eine der Beziehungen M, € u, und py € Mo, und zwar nur die 
letztere, da m, (nach Nr. 20) nicht in so, wohl aber in M, vorkommt. Schließlich 
folgt aus meu, und py € M, das gewünschte Resultat me My. 


Zweitens ist zu zeigen, daß die konstruierte Ordnung My von M, zwei Ele- 
menten m, und m, von M,, für die etwa m,“ m, gilt, nach Def. 3 auch die Be- 
ziehung m, m, auferlegt. Gemäß dieser Definition enthält nach Voraussetzung 
M ein Element u, das m,, aber nicht m, enthält. Dann enthält aber der Durchschnitt 
[u, My], der nach der Definition von M, dieser Menge angehört, ebenfalls m, und 
nicht m,, w. z. b. w. 


Der bewiesene Satz gestattet offenbar, gewisse auf die Ordnung bezügliche 
Eigenschaften von einer geordneten Menge M auf Teilmengen von ihr zu übertragen 
und umgekehrt; so erweist sich z. B., falls M ein erstes Element m besitzt, m auch 
als erstes Element jeder geordneten Teilmenge von M, in der m vorkommt. 


27. Zum Schluß soll in dieser und den folgenden Nrn. noch die Verbindung zwischen der 
hier benutzten Ordnungsdefinition und der Hausdorffschen, die unmittelbar an die gewöhnliche Vor- 
stellung anknüpft, hergestellt werden. Diese Überlegung, die als Umkehrung der Nr. 17 aufgefaßt 
werden kann, ist zwar systematisch nicht erforderlich und wird in den folgenden Paragraphen nicht 
benutzt; aber als Brücke zum gewöhnlichen Ordnungsbegriff wird sie erwünscht sein, und sie läßt 
auch ersichtlich werden, daB für die Zwecke der Axiomatik die obige Grunddefinition wesentliche 
Vorzüge besitzt. 


Lediglich zur Vereinfachung des Nächstfolgenden werde definiert: Ist a+ b, so werden die 
Mengen {{a}, (a, b}} und ((b), (a, b}} als orientierte Paare (genauer: als die zum Paar (a, b) 
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gehörigen orientierten Paare) bezeichnet!) Sind a und b Elemente einer Menge M, so heißen jene 
Paare orientierte Paare aus M. Es gilt: 

Zu jeder Menge M existiert die Menge aller orientierten Paare aus M. 

Die zu jedem einzelnen Paar {a, b} = p sicher existierende Menge p der (zwei) zugehörigen 
orientierten Paare läßt sich zunächst als Funktion von p allein auffassen: wird z.B. ((z), p) = ¢(z) 
gesetzt, so ist p — (((a), (a, b)), ((b), (a, b}}} die Teilmenge von Up, die aus p hervorgeht, indem 
jedes Element y von p durch q(y) ersetzt wird. p= yp) ist also nach Nr. 7 eine Funktion von p. 

Wird nun in der nach Nr. 13 existierenden Menge N aller Paare von Elementen aus M jedes 
Element y von X durch die soeben definierte Menge yy) ersetzt, so entsteht nach Nr. 7 eine Teil- 
menge N° von NUM M, die die Mengen der zu jedem einzelnen Paar von Elementen aus M ge- 
hórigen orientierten Paare als Elemente enthält. @N° ist also die gewünschte Menge aller orien- 
tierten Paare aus M. 

28. Um nun Nr. 17 umzukehren, d. h. von einer einfachen Ordnung im gewöhnlichen Sinn 
auf eine Ordnung im Sinn der Grunddefinition zu schließen, gehe man aus von einer zwischen je 
zwei Elementen der gegebenen Menge M definierten asymmetrischen und transitiven Relation <. 
Will man diese nicht geradezu als eine Grundbeziehung voraussetzen, so kann man sie formalisieren 
durch Vorlegung einer gewissen Menge, am einfachsten nach dem Schema Hawsdorfs: Gegeben 
sind hier zwei Mengen von ,geordneten Paaren* (oder auch orientierten Paaren) aus M, von denen 
jede je ein einziges der beiden geordneten Paare enthält, die zu einem und demselben (ungeordneten) 
Paar von Elementen aus M gehören; schreibt man noch die Bedingung der Transitivität vor und 
deutet man schließlich ein geordnetes Paar (a. b) bezw. das entsprechende orientierte Paar ((5), (a, b}} 
als die (asymmetrische) Beziehung a < b, so ist deren Formalisierung erreicht. insbesondere folgt 
offenbar (vgl. I, Nr. 7) aus {{b}, (a. b}} = ((5), (a', b}} stets a = a’, b = V. 

Es ist also zu beweisen (vgl. Nr. 24): 

In einer Menge M sei durch eine Vorschrift eine asymmetrische transitive Beziehung < 
swischen je zwei Elementen von M definiert; dies kann x. B. geschehen durch Angabe eines Paares 
(P', P") elementefremder Mengen von orientierten Paaren aus M, das folgende Eigenschaften besitzt: 

1) P’+ P" ist die Menge aller orientierten Paare aus M. 

2) Ist p ein Paar von Elementen aus M, so ist von den beiden (nach der vorigen Nr.) zu p 
gehörigen orientierten Paaren eines Element von P’, das andere Element von P”. 

3) Sind {{d}, (a. b}} und {fc}, (b, c}} Elemente von P’, so ist auch {fc}, (a, c}} Element von P". 
(Eigenschaft der Transitivität.) 

An Stelle der Beziehung a < b tritt dann etwa die folgende: {{b}, (a, 5)) «FP. 

Unter dieser Voraussetzung gibt es eine einzige Ordnung M von M mit folgender Eigenschaft : 
Sind a und b Elemente ron M und ist a « b (oder gleichbedeutend {{b}, (a, b}}e P’), so gibt es ein 
Element von M. das b, aber nicht a als Element enthält: und umgekehrt. 

Zu Beweis denken wir uns ein Paar {P’. P") der bezeichneten Art gegeben. Bezeichnet man 
dann jede Teilmenge M, von M. die gleichzeitig mit einem Element ac M, auch jedes Element b 
von M mit der Eigenschaft a < à enthält. als einen Rest von M (in bezug auf << oder (P^, P’}), 
so werde M als die Menge aller Reste von M gewählt Zu zeigen ist, daB diese Menge existiert 
und eine Ordnung von M mit der obigen Eigenschaft darstellt. 

Bezeichnet man die Menge aller ye M. für die (zu gegebenem ae M) a<y gilt, mit ¢ (a), 
also Mi iy), cag} cP’ = 4 (a) (vgl. Def. 1), so ist nach der soeben getroffenen Festsetzung eine Teil- 
menge M, von M dann und nur dann Element von M, wenn aus ae M, stets q (a) € M, folgt. M 
ist also die Menge derjenigen yeUM, die für jedes rey der Beziehung y(z)elly genügen, und 
existiert somit nach Nr. 6. Daß M eine Ordnung von M darstellt, also die beiden Grundbedingungen 


1) Die orientierten Paare entstehen also aus den zugehörigen geordneten Mengen (Nr. 12), 
die selbst nicht Paare sind, durch Fortlassung der Nullmenge. Vgl Kuratowski a. a. O. — Die Ver- 
wendung der einfacheren Mengen (a. (a. 5}} würde zu mehrdeutigen Verhältnissen Anlaß geben. 
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befriedigt, ist analog dem Gedankengang Kuratowskis (a. a. O., S. 165f.) leicht einzusehen; die 
dortige Betrachtung läßt sich unter Benutzung der obigen Funktion ¢(z) leicht auf die hier ver- 
wendete Grundlage übertragen. 

Schließlich hat M die am Schluß des Satzes ausgesprochene Eigenschaft. Denn z. B. die 
oben definierte Menge œ(a), die bei a << b nicht a, wohl aber 5 enthält, ist ein Rest von M (in be- 
zug auf <) und daher ein Element von M. Die Umkehrung ist eine Folge der Eigenschaft 2), 
Endlich folgt die eindeutige Bestimmtheit von M aus Nr. 24. 

29. (Umkehrung der vorigen Nr.) Jede Ordnung M der Menge M bestimmt eindeutig ein 
Paar (P', P") von Mengen orientierter Paare aus M derart, daß (bei Bezeichnung des passenden 
Elements von (P', P^") mit P’) außer den in der vorigen Nr. hervorgehobenen Eigenschaften 1) und 
2) noch die folgende erfüllt ist: 

3’) Ist ((b), (a, b)) e P', so gibt es ein Element von M, das 5, aber nicht a als Element enthält. 

Diese Menge P’ besitzt überdies stets die Transitivitätseigenschaft 3) der vorigen Nr. 

Schreibt man a < b statt ((U), (a, b)) e P' und demgemäB 5 < a statt {{b}, (a, b)) eP", so hat 
man den Übergang von der Ordnung M zur Ordnung einer Menge im gewóhnlichen Sinn. 

Zum Beweise werde zunüchst gezeigt, daB zu jeder Ordnung M von M mindestens ein Paar 
{P’, P") der bezeichneten Art gehört. Ist P die Menge aller orientierten Paare aus M (Nr. 27), 
so sei P' die Menge derjenigen Elemente p = ((b), (a, b)) von P, die man erhält, wenn man a die 
Elemente von M und b bei festem a die Elemente der Endstrecke u, von M (Nr. 20) durchlaufen 
läßt. Diese Menge P’ existiert. Denn für festes ae M ist, da [(a), ug] = 0, das Produkt (a)- u, 
(Nr. 5) die Menge aller Paare (a, b) im obigen Sinn; dieses Produkt ist äquivalent zu u, 
oder auch zu der Menge uw, aller nur ein Element enthaltenden Teilmengen von u, (I, Nr. 7), 
und es existiert eine Abbildung zwischen beiden Mengen, die jedem {b}¢u, das Paar (a, b) mit dem 
nümlichen 5 zuordnet (vgl. I, Nr. 16), nämlich die Menge y (a) aller Paare ((5), (a, b)) von der 
Eigenschaft (b) «7,4; sie stellt nach Def. 1 eine Funktion von a dar. Wird schließlich jedes Element 
y von M durch y(y) ersetzt, so entsteht gerade die oben definierte Menge P', die somit als Teil- 
menge von P nach Nr. 7 existiert. 

P' hat zusammen mit der Menge P" — P — P' die im Satz ausgedrückten vier Eigenschaften, 
von denen die erste aus der Definition von P" folgt. Ist weiter p — (a, b) ein Paar von Elementen 
aus M, so ist nach Def. 3 entweder a 7 Mb oder 5 M < Im ersten Fall ist (Nr. 20) b Element der 
zu à gehörigen Endstrecke von M und nicht umgekehrt, d. h. (nach der im vorigen Absatz ge- 
troffenen Definition von P") das orientierte Paar {{b}, (a, b}} ist Element von P', nicht aber das 
orientierte Paar ((a), (a, b}}, das also nach Eigenschaft 1) zu P" gehört; der Fall 5M <a erledigt 
sich entsprechend, womit Eigenschaft 2) nachgewiesen ist. Ebenso folgt 3’) daraus, daB {{b}, (a, b)) « P' 
nach Definition die Zugehörigkeit von b zu der zu a gehörigen Endstrecke von M ausdrückt; denn 
diese Endstrecke, die b, aber nicht a enthält, ist nach Nr. 20 Element von M. SchlieBlich folgt 3) 
auf Grund von 3^) aus Nr. 17. 

Was endlich die eindeutige Bestimmtheit von (P', P") durch M betrifft, so gehört, da außer 
1), 2), 8^, auch noch 3) erfüllt ist, auch zu jedem zweiten Paare {P’, P"), das im Sinne dieser 
Nr. der Ordnung M entspricht, nach der vorigen Nr. dieselbe Menge M als Ordnung. Gilt also 
vermöge (P', P" etwa a < D, d. h. ((b), (a, b) <P’, so ist nach der vorigen Nr. a Mb, wührend 
aus ((a), (a, b)) e P" sich Ya ergäbe; nach Nr. 17 sind beide Beziehungen miteinander unverträg- 


lich, es ist also wirklich (P^, P") = (P^, P"). 


$ 3 Theorie der Ahnlichkeit. 


30. Entsprechend zu Definition 2 (8 1) gelte: 


Definition 4a. Zwei elementefremde geordnete Mengen M und N heißen 
ähnlich (9 — N), wenn zwischen M und N eine Abbildung 8€ M. 5 existiert, 
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die folgende Bedingung erfüllt: sind {m,, nj) und {m,, n,) Elemente von 6, so folgt 
aus m, > m, stets n, ? n, und umgekehrt. 

Eine derartige Abbildung ®, die offenbar symmetrisch inbezug auf M und 9 
ist, heißt eine ähnliche Abbildung zwischen beiden Mengen. Ist (m, n}e®, so 
heißen m und n einander (durch 9) zugeordnet, Bilder von einander usw. 

Elementefremde ähnliche Mengen sind hiernach umsomehr äquivalent. 


31. Zu je zwei elementefremden geordneten Mengen R und KR existiert die Menge 
Y aller ähnlichen Abbildungen zwischen ihnen. 


Die Mengen sind also ähnlich oder nicht, je nachdem Y + 0 oder = 0 ist. Y 
ist sicher dann = 0, wenn M und N nicht einmal äquivalent sind. 


Zum Nachweis von Y bezeichne zunächst = € H(M - N) die Menge aller 
Abbildungen zwischen den elementefremden Mengen M und N (Nr. 9); dann 
und nur dann ist = +0, wenn M — N. Ferner sei ® ein beliebiges Element von = 
und {p,, pe} = {{mı, ni), {ma n.}} € 9 ein beliebiges Paar von Elementen aus 6; 
p(x) bezw. »(r) möge die Funktion darstellen, die gemäß Nr. 20 zu einem beliebigen 
Element m von M bezw. n von $t die zugehörige Endstrecke u(m) von M bezw. 
y(n) von 9t bestimmt. DemgemäB hat ® dann und nur dann den Charakter einer 
ähnlichen Abbildung, wenn aus mieu (mi) stets n,ev(n;) folgt und umgekehrt, 
d. h. wenn 

(mi, n = u(m;) + »(n;) (4 A = 4,2; ix K). 
Damit © eine ähnliche Abbildung zwischen M und % sei, ist also notwendig und 
hinreichend, daß in jedem Paar x = { p,, p.} vow Elementen aus ® (mindestens) 
ein Element y = (mi, nj) von x vorkommt, für das 

y € ulm) + v(ni) = u(&[&r — y, M]) + »($[€x — y, N]) = 9(z, y) 
gilt, wo [a, b] wie gewöhnlich den Durchschnitt von a und b bezeichnet. Ist gemäß 
Nr. 13 x (9) die Menge aller Paare von Elementen aus ®, so stellt sich also die 
Menge Y aller ähnlichen Abbildungen dar als die Menge derjenigen Elemente 
z = ® von =, die für jedes Element x von z(z) der Bedingung 

y (2,2) = Lyengu.y + 0 
genügen, wo ¢(z,y) die obige Bedeutung hat. Y existiert somit nach Nr. 6 und 
ist eine Teilmenge von W(M . \). 

Wie die Ableitung zeigt, hängt Y nur von den Mengen =, M, N und (hin- 
sichtlich der Funktionen y (r) und »(x)) M,N ab, also nach den Nrn. 12, 9, 16 nur 
vonM und N. Ist also eine dieser beiden Ordnungen gegeben und die andere variabel 
(= x) oder sind beide Ordnungen Funktionen der nämlichen Variabeln z, so ist auch 
Y eine Funktion von z. 

Die Sätze und Beweise der Nrn. 32—35 schließen sich eng an entsprechende 
Betrachtungen in der Aguivalenztheorie an (Z., $ 2; I. § 3) und können demgemäß 
kurz behandelt werden. 


32. Sind M, R,N paarweise elementefremde geordnete Mengen, so folgt aus 
M~ RK, R=—N stets MN. Die Ähnlichkeit ist also eine (symmetrische und) 
transitive Beziehung. 
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Der Beweis, der sich ohne grundsätzliche Schwierigkeit entsprechend wie in I, 
Nr. 15, vollzieht, bedarf keiner Ausführung. 


33. Ist N eine Menge, M eine geordnete Menge, so gibt es (mindestens) eine 
geordnete Menge, die zu M und N elementefremd und zu M ähnlich ist. 


Es sei nämlich r eine Menge, die nicht Element von M + €(M + N) ist. 
Dann ist das Produkt R = M - fr} elementefremd zu M + N; denn jedes Element 
des Produktes hat die Form (m, r}, wo meM, und aus (m, r}e(M + N) würde folgen 
reS(M + N) gegen die Voraussetzung. 

Ferner sei ® die Abbildung zwischen den äquivalenten Mengen M und R, 
die der jeweiligen Zuordnung der Elemente meM und {m,r}eR entspricht (vgl. I, 
Nr. 16), und z(x) gemäß Nr. 10 die Funktion, die jeder Teilmenge M, von M die 
ihr nach @ entsprechende Teilmenge R, = r(M,) von R zuordnet. Ersetzt man 
dann in der Ordnung M von M jedes Element y von M durch die Menge r(y), so 
entsteht nach Nr. 7 eine Teilmenge P von WA, die sich als eine Ordnung von R er- 
weist. Sind nämlich M, und M, zwei beliebige Elemente von M (also Teilmengen 
von M), t(M,) = Ro und :(M,) = R, die entsprechenden Elemente von P, und 
ist etwa (gemäß Grundbed. I für M) M, = M,, so ist offenbar auch Ry < R,. Ist 
ferner R’ eine Teilmenge von R, die mit allen Elementen von P der Grundbed. I 
genügt, und ist M’ = @R’ — {r} die (in dem zu 7(x) inversen Sinn) entsprechende 
Teilmenge von M, so muß auch M’ mit allen Elementen von M der Grundbed. I 
genügen, also (gemäß Grundbed. II für M) selbst Element von M sein. Dann ist 
aber auch z(M’) = R' Element von P nach der Definition von P, d. h. P genügt 
gleichfalls der Grundbed. II und stellt somit eine Ordnung von R dar. 


Schließlich erkennt man auf Grund der getroffenen Festsetzungen leicht, 
daß die benutzte Abbildung ® eine ähnliche Abbildung zwischen M und der durch P 
definierten geordneten Menge R darstellt. ist also eine Menge von den nachzu- 
weisenden Eigenschaften. 

Aus dem vorstehenden Beweis ergibt sich bei Anwendung der Def. 3 (Nr. 16): 

Ist M eine geordnete Menge und r nicht Element von M, so läßt sich das 
Produkt R = M -{r} ordnen durch die Festsetzung: (m, r) € (m', r), falls m 9 m' 
(m und m’ Elemente von M). Die entstehende geordnete Menge ®R ist ähnlich M 
und kann ohne MiBverständnis mit M -{r} = {r}-M bezeichnet werden. Ihre 
Ordnung P entsteht aus der Ordnung M von M dadurch, daB in jedem Element 
M, von M jedes me M, durch {m,, r} ersetzt wird; bei festem M ist daher P eine 
Funktion von r. 


34. Definition 4b. Zwei beliebige (nicht notwendig elementefremde) ge- 
ordnete Mengen M und 9t heißen ähnlich, wenn es eine ,,vermittelnde'* geordnete 
Menge R gibt, die zu M und 9t sowohl elementefremd wie auch (gemäß Def. 4a) 
ähnlich ist !). 


1) Eine Definition der Áhnlichkeit ware auch in einem Schritt und ohne vermittelnde Menge, 
im Sinn des Satzes von Nr. 36, möglich; doch ist das hier eingeschlagene Verfahren begrifflich vor- 
zuziehen, 


20° 
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Für elementefremde Mengen M und 9t steht diese Definition nach den Nrn. 
32/33 im Einklang mit Def. 4 a, die durch sie zu einer Definition der Ähnlichkeit 
für zwei beliebige geordnete Mengen ergänzt wird. Die Ähnlichkeit ist hiernach 
eine reflexive (Jt — 9) und symmetrische Beziehung. met und ne? heißen ,,ein- 
ander vermöge der simultanen ähnlichen Abbildungen ®-€M-R und 
U-CHR-.N zugeordnet" usw., wenn es ein Element r von R gibt, dem sowohl m 
vermöge ® wie n vermöge # entspricht. 


Sind M und N zwei beliebige geordnete Mengen, 9t gemäß Nr. 33 eine zu 
beiden elementefremde und zu M ähnliche geordnete Menge, und ist Y gemäß 
Nr. 31 die Menge aller ähnlichen Abbildungen zwischen den elementefremden 
Mengen R und 9t, so ist hiernach M — N, sobald Y=+ 0. Aber auch nur dann; 
denn aus R~M, M — MN (d. h. nach Def. 4 a: 9 — €, € — MN, wo € elementefremd 
zu M -- N +R angenommen werden kann und soll) folgt nach Nr. 32 R=, 
d.h. Y 3- 0. 

Man erkennt leicht, daß nunmehr allgemein aus M — 88, 9t — 9t stets MN 
folgt. Ferner ergibt sich: 

Eine geordnete Menge mit einem einzigen Element ist jeder ebensolchen 
und nur einer solchen ähnlich. 

35. Sind M und 9t ähnliche Mengen und $1 eine zugehörige vermittelnde 
Menge, so gibt es zu jedem Paar {®, %% simultaner ähnlicher Abbildungen 9 € M-R 
und ?-£ R-N eine Funktion ¢(z), die jedem Element m von M sein Bild n in 9 
in der Form n = ¢(m) zuordnet, und eine Funktion y(z), die jeder (geordneten) 
Teilmenge M, von M (vgl. Nr. 26) eine bestimmte Teilmenge N, = v(M,) von N 
zuordnet, die die Bilder der Elemente von M, und nur sie als Elemente enthalt und 
die in der ihr durch 9t aufgeprügten Ordnung eine zu M, ähnliche Menge Jt, darstellt. 

Zu beweisen ist nur noch die letzte Behauptung, da alles Übrige in Nr. 10 
enthalten ist. Sind also m, und m, zwei beliebige Elemente von Mg, ny und no ihre 
Bilder in N vermóge {9, P}, und ist mo % mo, also auch m, B+ mo, so gilt wegen 
MN auch ny 2 ng, also nach Nr. 26 auch n, En. 


36. M und N seien Mengen und g(z) eine Funktion derart, daß N alle 
und nur die Elemente der Form n = ¢(m) enthält, wo meM, und daß für zwei 
verschiedene Elemente m und m’ von M stets p(m) + g(m’) gilt). Ist dann M 
eine Ordnung von M, so bestimmt die Regel: ,, (m) L g(m'), falls m * m’“ eine 
Ordnung N von N, vermóge deren 9t — Mt wird, und zwar geht N aus M dadurch 
hervor, daß in jedem Element w von M jedes meu durch o(m)e N ersetzt wird. 


Der Beweis dieses Satzes, der eine Verallgemeinerung des SchluBsatzes von 
Nr. 33 darstellt, kann entweder durch Zurückführung auf die Nrn. 28/29 oder direkt 
auf folgendem Weg erbracht werden. Wir weisen zunächst nach, daB die am Schluf 
definierte Menge N existiert und eine der obigen Regel entsprechende Ordnung von 
N darstellt. Zunächst existiert nach Nr. 10 die Funktion r(x), die jeder Teilmenge 


1) Es ist dann M — N, und umgekehrt gibt es nach Nr. 10 zu zwei äquivalenten Mengen M 
und N stets solche Funktionen (x). 
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p von M die Teilmenge t(u) = v € N zuordnet, welche statt der mey die ent- 
sprechenden g(m)eN als Elemente enthält. Durchläuft « die Elemente von M, 
so entsteht daher nach Nr. 7 die gewünschte Menge N als die Teilmenge von UN, 
die alle jene z(#) und nur sie enthält. Sind # und y’ verschiedene Elemente von M, 
80 ist auch 7(u) + r(u’); denn ist m ein in y, nicht aber in uw’ vorkommendes Ele- 
ment von M, so ist p(m)er(„), aber (nach der über y gemachten Voraussetzung) 
p(m) verschieden von allen Elementen von z(u'). Um N als eine Ordnung von N 
zu erweisen, bezeichne man zwei beliebige Elemente von N mit » und »’; nach den 
getroffenen Festsetzungen ist » = r(u), »' = v(u'), wo p und u’ Elemente von M 
bedeuten. Ist gemäß Grundbed. I etwa u € u’, so ist nach der Natur der Funktion 
t(z) auch » -& »', d. h. Grundbed. I ist auch für N erfüllt. Ist ferner N eine Teil- 
menge von N, die mit allen Elementen von N der Grundbed. I genügt, so sei 
M = M,(y.5 die entsprechende Teilmenge von M, die statt jedes p(y)eN das 
Element yeM enthält. Dann genügt M mit allen Elementen von M der Grundbed. I; 
denn aus N € v = r(u)eN folgt nach der Definition von +(x) stets M -C u. Daher 
ist nach Grundbed. II MeM und somit (nach der Definition von N) auch NeN, 
d. h. N ist eine Ordnung von N. Schließlich geht aus zweimaliger Anwendung von 
Def. 3 (Nr. 17) hervor, daß diese Ordnung N der im Satz ausgesprochenen Regel 
entspricht, und aus Nr. 24, daB N die einzige Ordnung dieser Art von N darstellt. 

Der zweite Teil des Beweises hat zu zeigen, daß die durch N definierte geordnete 
Menge 9t der gegebenen geordneten Menge Mt ähnlich ist. Falls zunächst M und N 
elementefremd sind, so ist schon die Abbildung ®-€ M - N, deren Elemente die 
Form (m, y(n)}, wo me M, haben (vgl. Nr. 10), eine ähnliche Abbildung zwischen 
M und 9t, wie aus dem Schluß des vorigen Absatzes folgt. Sind aber M und 9t nicht 
elementefremd, so ist zum Beweis der Ähnlichkeit nach Def. 4 b eine dritte geordnete 
Menge einzuführen. Es sei nämlich R gemäß Nr. 33 eine zu M + N elementefremde 
und zu M ähnliche geordnete Menge. Ist ‘F(x) die Funktion, die gemäß einer ühn- 
lichen Abbildung y zwischen M und R jedem reR sein Bild y(r) = mel zuordnet, 
so werde o( p(x)) = x(x) gesetzt; dann ordnet y(x) jedem ret das ihm „über Pt" 
entsprechende Element von 9t, nämlich g(m) — x(r) — ne9t, zu. Sind r und r' 
zwei verschiedene Elemente von 8, so ist (da y eine Abbildung ist) y(r) + v(r'), 
also nach der im Satz vorausgesetzten Eigenschaft von g auch y(r) + x(r') Die 
nach Nr. 7 existierende Teilmenge X von R- N, die die Elemente (r, z(r)) und nur 
sie enthält, ist also eine Abbildung zwischen den elementefremden Mengen 9t und 
3t, und zwar eine ühnliche; denn ist r € r', so folgt wegen der Ahnlichkeit der Ab- 
bildung F: y(r)? y (r'), also nach dem Schluß des vorigen Absatzes x (r) 2 x (r'). 
Aus 3t — 9t und RN folgt schließlich nach Def. Ab: M— 90, w. z. b. w. 

37. Eine unmittelbare, für die Multiplikation geordneter Mengen wichtige 
Folge des letzten Satzes ist: 

Sind M und N geordnete Mengen, so gibt es zu M ähnliche geordnete Mengen 
M, so daB die Elemente von M lauter Ordnungen darstellen, die paarweise elemente- 
fremde und sämtlich zu N ähnliche geordnete Mengen definieren. 
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Eine solche Menge M erhält man z. B. auf folgende Art: Ist z eine Unbe- 
stimmte, so ist das gemäß Nr. 33 geordnete Produkt {2} - 9t = 3 ähnlich zu 9t, die 
zugehörige Ordnung Z eine Funktion ¢(z) von z. Sind zunächst M und 9? elemente- 
fremd, so existieren, während z die Elemente von MR durchläuft, sämtliche Mengen 
3, da stets [(z), 2] = 0, und für jedes z ist ZEU(M - V); überdies sind, wenn 
z; und z, zwei verschiedene Elemente von ® bezeichnen, die zugehörigen Mengen 
3, und 8, elementefremd (umsomehr verschieden), weil stets (z,, n) + (z,, n]; 
schließlich existiert die Menge .M aller Ordnungen Z = ¢(z) nach Nr. 7 als Teil- 
menge von HU ( M - V) und erfüllt die in Nr. 36 über N gemachten Voraussetzungen. 
Daher existiert nach dieser Nr. die zu M ähnliche geordnete Menge M, die durch die 
Regel ,,9(z,) © g(2), falls z, * z, aus M entsteht; M besitzt die in unserem Satze 
angegebenen Eigenschaften. 


Die nämliche Überlegung läßt sich auch anstellen, wenn M und R nicht 
elementefremd sind; dann hat man nur statt mit M mit einer zu M ähnlichen und zu 
N elementefremden geordneten Menge zu operieren, wie sie nach Nr. 33 existiert. 


Für spätere Verwendung sei noch bemerkt, daß im Falle [M, N] = 0 das 
gewöhnliche Produkt M - A nichts anderes ist als die Vereinigungsmenge der Menge, 


die aus der im vorletzten Absatz konstruierten Menge M hervorgeht, falls jede 
Ordnung Z durch die zu ordnende Menge &Z = {:} -.V ersetzt wird. 


38. Zu einer gegebenen geordneten Menge M, deren Elemente Ordnungen 
sind, läßt sich eine ihr ähnliche Menge M’ von Ordnungen derart angeben, daß je 
zwei (vermöge einer fest gewählten ähnlichen Abbildung zwischen M und W) 
einander entsprechende Elemente von M und M’ zwei ähnliche geordnete Mengen 
definieren und daß die durch W’ definierten geordneten Mengen — m. a. W. die 
zu den Elementen von MW’ gehörigen Vereinigungsmengen — paarweise untereinander 
sowie zu einer gegebenen Menge N elementefremd sind !). 


Zum Beweis setze man &&)/ = S, so daß S die Elemente der durch M defi- 
nierten geordneten Mengen enthält, und bilde dann gemäß Nr. 33 eine geordnete 
Menge 3", die zu M ähnlich und zur Summe M + S + SV elementefremd ist. 
Zwischen den (hiernach elementefremden) geordneten Mengen M und M” gibt es 
also eine ähnliche Abbildung 9, die jedem Element u?) von M sein Bild m’’ eM” 
zuordnet. Das Produkt S - M”, das wegen [S, 1/’’] = 0 nach Nr. 5 existiert, ent- 
hält dann lauter Elemente der Form y = (s, m"), wo seS. Ferner sei g(x) gemäß 
Nr. 35 die Funktion, die jedem m" eM" das vermöge ® entsprechende q(m") = ueM 
zuordnet. Zu jedem Element m" von M" gehört dann die Menge m’ derjenigen 
Paare (s, m"), für die s ein Element der durch ¢(m’’)eM definierten geordneten 
Menge m ist; m’ = €g(m")-(m'") € S- M" läßt sich nach Nr. 33 ähnlich zu m 
ordnen und die zugehörige Ordnung y’ von m’ ist eine Funktion z(m") von m" 


1) Man vergleiche den in der Aquivalenztheorie entsprechenden Satz, dessen Beweise in Z., 
Nr. 28, und in J, Nr. 21, sich entsprechend dem hier durchgeführten Gedankengang wesentlich ver- 
einfachen lassen. 

2) So bezeichnet, weil u eine Ordnung ist; entsprechend im folgenden. 
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und eine Teilmenge von W(5 - M'). Ersetzt man jedes m" e M" durch y(m’’) = u‘, 
so entsteht, während m’’ die Elemente von M" durchläuft, nach Nr. 7 eine Teil- 
menge M’ von WU(S - M”). Sind m" und m, zwei verschiedene Elemente von M, 
so sind die Mengen &x(m”’) = m’ und € xy(m,') = m, nicht nur verschieden, sondern 
sogar zueinander sowie auch zu N elementefremd, da ihre Elemente die Form 
(s, m") bezw. (s, mj) haben, wo se&g(m"), Se@çp(ms') und (nach der Definition 
von WM’) M’’ elementefremd, sowohl zu S wie zu den Elementen von N ist. Die 
Elemente von M' sind also paarweise untereinander sowie zu N elementefremd. 

Definiert man schlieBlich eine Ordnung M' von M' durch die Festsetzung, 
daB bei m’ 9 mj’ entsprechend y(m") V y(myj) gelten soll, so erhält man, da 
nach dem letzten Ergebnis jedenfalls x(m") + x (mg), nach Nr. 36 eine zu 3X" und 
daher auch zu M ähnliche geordnete Menge M, die sämtlichen Bedingungen des 

Satzes genügt. 


39. Ist Mt eine geordnete Menge, deren Elemente Ordnungen von paarweise 
elementefremden Mengen sind, so gibt es eine einzige geordnete Menge À von 
folgenden Eigenschaften: 


1. 9( enthalt alle Elemente der Menge 88 M = A und nur sie (d. h. A entsteht 
durch Vereinigung der Mengen, deren Ordnungen in M vorkommen); 


2. sind a und a’ zwei beliebige Elemente von A und gilt entweder in der 
geordneten Menge M: @Masey < SMasey oder — falls diese beiden Mengen zu- 
sammenfallen — vermöge der Ordnung €M,,e, = w: a 2 a', so ist a a’ (d.h. 
die letzte Beziehung gilt, wenn entweder a zu einer Menge gehört, deren Ordnung 
in M vor der Ordnung der a’ enthaltenden Menge steht, oder wenn in der a und a’ 
enthaltenden Menge m vermöge der in M vorkommenden Ordnung u von m: a <a’ 
gilt). 

Der Beweis läßt sich, wenn man nicht auf die Nrn. 28/29 des vorigen Para- 
graphen zurückgreifen will, ohne grundsätzliche Schwierigkeit analog dem ersten 
Teil des Beweises in Nr. 36 durchführen. Man erhält nämlich die Elemente der ge- 
wünschten Ordnung A von A, indem man die Elemente jeder (als Element von M) 
gegebenen Ordnung u jeweils mit der Summe der Vereinigungsmengen sämtlicher 
in M auf u folgenden Elemente vereinigt. 


Man kann daher wie üblich festsetzen: 


Definition 5. Die nach obigem Satz durch eine geordnete Menge M von 
Ordnungen eindeutig bestimmte geordnete Menge À heißt die geordnete Summe 
der durch die Elemente von M definierten geordneten Mengen. Man schreibt 
A — SM, was also nur einen Sinn hat, wenn M geordnet ist und als Elemente nur 
Ordnungen (von paarweise elementefremden Mengen) besitzt; damit ist eine Ver- 
wechslung mit der Bezeichnung der ungeordneten Summe ausgeschlossen. Enthält 
M nur zwei Ordnungen u und uw’ (zugehörige geordnete Mengen m und m’) und 
ist we HL, so bezeichnet man wie gewöhnlich @ auch durch m + m’, usw. 


Der Beweis des assoziativen Gesetzes für diese „Addition“ ist in üblicher 
Weise zu führen (vgl. Hausdorff, Mengenlehre, S. 76). 
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40. (Hauptsatz der Addition geordneter Mengen.) M und 9t seien ähnliche 
geordnete Mengen, deren Elemente Ordnungen von jeweils untereinander paarweise 
elementefremden Mengen darstellen (d. h. die Vereinigungsmengen der einzelnen 
Elemente von MM seien paarweise elementefremd, ebenso für N). Sind dann M und N 
aufeinander derart ähnlich abbildbar, daB je zwei entsprechende Elemente zwei 
einander ähnliche geordnete Mengen definieren, so sind die geordneten Summen 
GM und SN einander ähnlich. 

Zum Beweis (vgl. den Beweis der Nr. 22 von I) werde zunächst angenommen, 
daB SM = A und &&N = B elementefremd seien. Ist ® eine der Voraussetzung 
entsprechende ähnliche Abbildung zwischen den (auf Grund der gemachten An- 
nahmen elementefremden) Mengen M und 9t, so gibt es nach Nr. 35 eine Funktion 
g(x), die jedem Element „ von M das vermóge ® entsprechende (ps) = veN 
zuordnet, und nach Nr. 31 eine Funktion z(z), die jedem we die Menge r(u) 
aller ähnlichen Abbildungen zwischen den zu # und (p) = v gehörigen ähn- 
lichen geordneten Mengen m und n entsprechen läßt. Da nach Nr. 31 für jedes 
p stets (u) -C (Gu - Sr) E U(A - B) ist, so existiert nach Nr. 7 eine Menge 
H-£UN(A -B), die alle jene (von 0 verschiedenen) Mengen („) von ähnlichen 
Abbildungen und nur sie zu Elementen besitzt. Sind # und x’ zwei beliebige Ele- 
mente von M, » und »' die (vermöge ®) entsprechenden Elemente von R, so folgt 
aus (Gu, Su] = (Sr, €»'] = 0, daB UN (Su - €») und U(Sp’ -S»’) elementefremd 
sind, somit auch t(u) und t(y’); H enthält also lauter paarweise elemente- 
fremde Mengen. Ein beliebiges Element 6 des nach dem Auswahlaxiom von 0 
verschiedenen Produkts ®H (Nr. 5) enthält demnach je eine ähnliche Abbildung 
zwischen je zwei Mengen m und n, m’ und n’, usw.; daher ist @0 eine Abbildung 
zwischen den (ungeordneten) Mengen A und B. Schließlich stellt &0 aber eine 
ähnliche Abbildung zwischen den geordneten Summen €3R — A und ER — Y 
dar. Denn sind a und a’ zwei beliebige Elemente von 4, b und b’ die vermöge 
Q0 entsprechenden Elemente von 8, so seien mw und y’ bzw. œ(u) = » und 
v (pu) = »' die Elemente von M bzw. 9t, für die aeSp, deu’, be v, b’e Sy" gilt. 
Ist dann etwa a 2 a’, so gilt nach Def. 5 entweder u? mu’ oder y = p’ und a 2 a’. 
Im ersten Fall ist wegen der Natur von g(x) auch » Ÿ »’; im zweiten Fall werden 
die Zuordnungen zwischen a und b sowie zwischen a’ und b’ durch die nämliche, 
der Merge r(u) angehörige ähnliche Abbildung zwischen m und n vermittelt, 
so daß aus a ^ a' auch b ib’ folgt. In beiden Fällen gilt also nach Def. 5 5 € b’, 


w. Z. b. w. 

Sind endlich A und B nicht elementefremd, so bilde man gem&B Nr. 33 
eine Hilfsmenge €, die zu À ähnlich und zu A + B elementefremd ist. Man braucht 
dann nur den Gedankengang des letzten Absatzes von Z., Nr. 30, im Sinn des 
soeben durchgeführten Beweises zu übertragen, um die Beziehung €=® zu 
gewinnen, aus der nach Def. 4b (Nr. 34) das gewünschte Resultat A~B folgt. 

41. Sind M und 9t elementefremde geordnete Mengen, so läßt sich das 
Produkt M - N = P derart ordnen, daß für irgend zwei Elemente p = (m, n) 
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und p’ = {m’,n’} der entstehenden geordneten Menge ® p 9 p' gilt, wenn ent- 
weder m m’ oder — falls m — m' — n =n’ ist. 

Zum Beweis hat man nur nach Nr. 37 eine zu Mt ühnliche geordnete Menge 
M zu bilden, deren Elemente Ordnungen darstellen und lauter zu N ähnliche 
paarweise elementefremde geordnete Mengen der Form {m}- (Nr. 33), wo 


me, definieren. Die geordnete Summe @ (Nr. 39) stellt dann, wie nach der 
Schlu8bemerkung von Nr. 37 leicht ersichtlich, die gewünschte Menge $ dar. 


Man kann daher wie üblich festsetzen: 


Definition 6. Die je zwei elementefremden geordneten Mengen M und NR 
im obigen (unsymmetrischen) Sinn zugehörige geordnete Menge $ heißt das ge- 
ordnete Produkt 9t -M. 

Die Ausdehnung auf mehr als zwei Faktoren wird sich in der Theorie der 
Wohlordnung aus einem allgemeineren Verfahren ergeben. 

42. Ist M-M, 9 — €' und PM, N] = LW, 7] = 0, so ist auch N-M 
= HR -M. | 

Stellt man nämlich in dem soeben angeführten Sinn N%-M als SM, 9v -M 


als Et’ dar, so folgt die Ähnlichkeit der beiden geordneten Mengen aus dem Satze 
von Nr. 40. 


§ 4. Über die abgezählten (und die geordneten endlichen) Mengen. 


Dieser Paragraph soll lediglich eine erste Grundlage für die spezielle 
Theorie der wohlgeordneten Mengen liefern, wo dann erst die weitere Ausführung 
zu erfolgen hat. Die Theorie der (geordneten) endlichen Mengen bedarf bekannt- 
lich !) zu ihrem Aufbau des ,,Axioms des Unendlichen“ (s. u.) und in weiten Gren- 
zen auch des Auswahlaxioms nicht — ganz abgesehen von der Frage der Mög- 
lichkeit oder Zweckmäßigkeit ihrer Begründung durch die allgemeine Mengen- 
lehre überhaupt. Die endlichen Mengen werden daher im folgenden (im Anschluß 
an das Axiom des Unendlichen) nur so weit behandelt, als es zur Übersichtlich- 
keit des Gedankengangs nützlich erscheint. 


43. Axiom VIIAi (Nr. 2) reicht zusammen mit den Axiomen I—VI zwar 
für die allgemeine Mengenlehre hin, nicht aber um die Existenz spezieller, z. B. 
überhaupt unendlicher Mengen zu sichern (vgl. I, Nr. 27). Wie in Z. und in I soll 
daher an Stelle von VII 1 das folgende Axiom VII 2 zugrunde gelegt werden. 
Auch dieses reicht zwar noch nicht hin, um die unendlichen Mengen in dem er- 
forderlichen Ausmaß zu sichern (vgl. I, Nr. 28), wohl aber in dem an dieser Stelle 
(und vielleicht in allen bis heute wesentlichen Teilen der Mengenlehre) benötigten 
Umfang; die Verstärkung des Axioms kann daher einer anderen Gelegenheit 
überlassen bleiben. 


1) Für Literaturangaben vergleiche man den auch wegen seiner vielseitigen Behandlung des 
Gegenstandes bemerkenswerten Aufsatz Herrn Tarskis „Sur les ensembles finis* in den Fundamenta 
Mathematicae, 6 (1924), 46—96. 

Journal für Mathematik, Bd. 165. Heft 3. 21 





154 Fraenkel, Axtomatische Theorie der geordneten Mengen. 


Axiom VII 2. Es gibt eine Menge, und zwar mindestens eine Menge Z 
von der Eigenschaft, daß erstens die Nullmenge und zweitens zugleich mit jedem 
in Z vorkommenden Element a auch {a} Element von Z ist. (Axiom des Un- 
endlichen.) 

Nach I, Nr. 29, gibt es eine einzige „‚kleinste‘‘ Menge Z dieser Art, die Teil- 
menge jeder derartigen Menge Z ist. Z = {0, {0}, {{0}},...} ist bis auf die 
Bezeichnung die Menge der natürlichen Zahlen !). 

Bezeichnet man (vgl. I, § 4) mit Dedekind eine einer echten Teilmenge von 
sich äquivalente Menge als unendlich, jede andere Menge als endlich, so er- 
weist sich jede Menge Z der obigen Art wie auch jede zu einer unendlichen Menge 
äquivalente Menge als unendlich (I, Nrn. 27 und 30). Insbesondere wird jede 
zu Z äquivalente Menge abzählbar unendlich genannt. Jede unendliche 
Menge besitzt eine abzählbar unendliche Teilmenge (I, Nr. 31) und jede unend- 
liche Teilmenge einer abzählbar unendlichen Menge ist somit abzählbar. 


Jedes von 0 verschiedene Element z' von Z bestimmt eindeutig ein Element z eon Z, 
für das :' = {=}. Jedes Element von Z, ausgenommen 0, enthält also ein einziges 
Element. = &:’ wird der Vorgänger von z', z' = {=} der Nachfolger von z ge- 
nannt (womit natürlich keine Ordnungsvorstellung zu verbinden ist, da Z eine 
ungeordnete Menge darstellt; vgl. Nr. 47, Fußnote). 

Zum Beweis bedenke man nur, daß anderenfalls nach der Definition von 
Z schon die echte Teilmenge Z — {z’} von Z die in Axiom VII 2 ausgedrückten 
Eigenschaften besäße. Die Eindeutigkeit folgt aus dem Axiom der Bestimmtheit. 

Der Anschaulichkeit wegen wird für Elemente z von Z (z) auch durch z+ 
und (bei z + 0) €z durch z- bezeichnet, so daB z.B. (zt)- =z. 


44. Zu jedem Element m von Z gibt es eine einzige Menge r, von folgenden 
Eigenschaften: 

1) mer,; 

2) ist zer, so ist auch x^ ery; 

3) ist r eine Menge von den Eigenschaften 1) und 2), so ist ra € rm. 

rm ist eine abzählbar unendliche Teilmenge von Z, ferner eine Funktien (m) 
von m und enthält weder 0 noch m als Element. 


Beweis. À, sei die Menge all der Teilmengen von Z, die die Eigenschaften 
1) und 2) besitzen; ist also W = (WZ)„-.,„ die Menge der m= enthaltenden Teil- 
mengen von Z, so existiert À, gemäß Nr. 6 als die Teilmenge derjenigen Elemente 
5 von M, die für jedes yez der Bedingung y^«: genügen. Dann hat auch der Durch- 
schnitt DR, — r, = p(m) die Eigenschaften 1) und 2); denn ist zer, und 7, 
ein beliebiges Element von R,,, so ist nach der Definition von r, stets zer, also 
nach Eigenschaft 2) rter„, somit r7 ery. 

Ist r4, cine beliebige (nicht gerade zu WZ gehörige) Menge von den Eigen- 
schaften 1) und 2), so besitzt bei der soeben getroffenen Konstruktion von r, 


[n I steht (nach Zermelos Vorbild) Z statt hier Z. Z, statt hier Z. 
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auch der Durchschnitt d = {r„,7m} beide Eigenschaften. Nach jener Konstruk- 
tion ist daher (wegen r4 € Z) d — r4, d. h. r, ist eine Teilmenge von 74; Tm 
besitzt also auch die Eigenschaft 3). Die eindeutige Bestimmtheit von r, folgt 
aus 3). 

Tr» ist der echten Teilmenge r, — {mt} äquivalent, also eine unendliche 
Menge, wie man durch Übertragung der Schlüsse von I, Nr. 30 (r, statt Z) er- 
kennt. r4 ist daher nach der vorigen Nr. (als Teilmenge von Z) abzählbar. 

Jedes Element y von r4, ausgenommen mt, hat die Form y = {x} = z+, 
wo ter»; sonst besäße nämlich r, — (y) die Eigenschaften 1) und 2). Daher 
ist 0 kein Element von r„. Ferner ist rm = rm+ -- (m*); denn die rechtsstehende 
Summe besitzt, da {mt}er„+, die Eigenschaften 1) und 2) und enthält somit r, 
als Teilmenge; andererseits besitzt r, die Eigenschaft 2) und enthält (wegen 1) 
und 2)) {m+} als Element, so daß r„+ Teilmenge von r, sein muß, eine Beziehung, 
die sich bei Hinzufügung des (ohnehin zu r, gehórigen) Elements m* zu den 
Elementen von r„+ nicht ändert. 


Nicht ganz so einfach ist der Beweis der letzten Behauptung m &r,, die nach 
dem vorigen Absatz darauf hinausläuft, daB niemals r, = r„+ ist, m. a. W. daß 
r, das Element m+ nur auf Grund von 1), nicht aber als Nachfolger eines seiner 
Elemente gemäß 2) enthalten kann (man denke an eine zyklische Wiederkehr 
der Elemente). Der Beweis, daß mér,, kann entweder durch eine Abbildung 
zwischen Z und r,, die 0 und m* einander zuordnet, oder direkt so erbracht 
werden: Jedenfalls gilt nicht für alle Elemente m von Z die Beziehung mers; 
z.B. enthält ry jedenfalls nicht das Element 0, da r, nach dem Beginn des vorigen 
Absatzes und 1) lauter Elemente der Form {r} hat, wo zeZ. Es sei Z' = Zyagiy) EZ 
die Menge derjenigen Elemente y = m von Z, für die m in g(m) = r„ nicht auf- 
tritt; es ist z.B. 0cZ'. Ist dann Z — Z' + 0, so gibt es mindestens ein Element 
z von Z', dessen Nachfolger z+ nicht in Z', sondern in Z — Z' vorkommt, so daß 
zter,+ und nach dem vorigen Absatz r, — r,+ ist; anderenfalls wäre ja Z' eine 
dem Axiom VII 2 genügende echte Teilmenge von Z, im Widerspruch mit Nr. 43. 
Ein solches Element z von Z' kann es aber nicht geben, da sonst schon eine echte 
Teilmenge von r+, nämlich r+ — (z*) — r, —íz*) die Eigenschaften 1) und 2) 
(für m —z*) besäße, im Widerspruch mit 3). Daher ist in der Tat Z' = Z, 
w. Z. b. w. 

45. Zu jedem von 0 verschiedenen Element m von Z gibt es eine einzige Menge 
a» von folgenden Eigenschaften *): 

1‘) 0 und m” sind Elemente von ayn; 

2’) ist x ein von m” verschiedenes Element von a», so ist auch xt Element 

YON An; | 

3") ist am eine Menge von den Eigenschaften 1') und 2’), so ist an € An. 

Gm ist eine endliche Teilmenge von Z, ferner eine Funktion von m und enthält 
m nicht als Element. 


1) Natürlich könnten die Mengen a, auch unabhängig von Z (d. h. unabhängig vom Axiom 
des Unendlichen) definiert werden. 
21* 
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Für m = 0 wird a, = 0 gesetzt. 


Der Beweis der Existenz und eindeutigen Bestimmtheit der Menge 
a» = x(m) -C Z verläuft weitgehend entsprechend wie in der vorigen Nr. Für 
m = 0+ ist m” — O, also aj. — (0), während sonst a, nach 1') mindestens 
zwei verschiedene Elemente enthält. Ist a, irgendeine Menge von den Eigen- 
schaften 1') und 2’) und ist mea, so besitzt auch a, — (m) beide Eigenschaften, 
da aus z+ = m stets x = m folgt; daher ist mé&a,. 

Jedes von 0 verschiedene Element y von a, hat die Form y = z+, wo z&a,. 
Das leuchtet für y + m” wie in der vorigen Nr. unmittelbar ein. Es gilt aber auch 
für y = m”, d.h. es ist auch (m-)-ca,. Es muß nämlich der (nach dem vorigen 
Absatz von a, verschiedene) Durchschnitt d = [a,—, a„] mindestens ein Element 
x enthalten, dessen Nachfolger r* nicht in d vorkommt; denn sonst wäre nach 
Nr. 43 Z-C d. Für jedes von (m-)-ea,- verschiedene Element von d gehört 
aber nach 2’) auch der Nachfolger zu d; daher ist x = (m—)—ed -& ay. — Hieraus 
folgt entsprechend wie im vorletzten Absatz der vorigen Nr. a, € an- + {m}, 
Am— C am — (m-), also a, = am- --(m-). Dies gilt auch noch für m = Ot. 

Um schlieBlich die Endlichkeit der Menge a, zu beweisen, bedenken wir, 
daB sie jedenfalls für gewisse m zutrifft, z. B. für m = 0+, wo ag. = (0) endlich 
ist (vgl. Nr. 9). Es sei Z die Menge der Elemente z von Z, für die x(z) = a, end- 
lich ist; da eine Menge y dann und nur dann endlich ist, wenn für jedes Element 
x von Ny — (y) (d. h. für jede echte Teilmenge von y) die Menge aller Abbildungen 
zwischen x und y (Nr. 9) gleich der Nullmenge ist, so existiert Z nach Nr. 6. Ware 
Z —Z+0, so müßte es nach Nr. 43 mindestens ein Element z von Z geben, 
dessen Nachfolger in Z — Z vorküme, so daß a, endlich, a4. = a4 + (z,) un- 
endlich wäre; im Gegensatz hierzu wäre dann aber nach Nr. 10, 2. Absatz a+ az, 
und daher nach Nr. 43 auch a,, unendlich. Somit muß Z = Z, also jedes a,, end- 
lich sein. 

46. Für jedes Element m von Z sind die in den beiden vorangehenden Nrn. 
definierten Mengen r, und a, elementefremd und es ist stets: 

Am + (m) Hm = Z. 

In der Tat enthält die links stehende Menge u. a. die Elemente m = (m—)t+ 
und m*, also zu jedem in ihr vorkommenden Element dessen Nachfolger. Da 
auch O in ihr vorkommt, so besitzt sie nach Nr. 46 die Teilmenge Z; da alle drei 
Summanden Teilmengen von Z sind, so ist die Summe gleich Z. Zum Beweis der 
ersten Behauptung des Satzes setzen wir den Durchschnitt [r,, am + (m)] = d; 
die Komplementürmenge Z — d, in der z. B. 0 und m vorkommen, ist dann ent- 
weder = Z oder sie enthalt (Nr. 43) mindestens ein Element z von Z, dessen Nach- 
folger z+ zu d gehórt. Nach dem jeweils vorletzten Absatz der Nrn. 44 und 45 
kommt aber der Vorgänger eines Elements, das gleichzeitig in r4 und aa + (m) 
auftritt und das daher von 0 und m* verschieden ist, sowohl in r wie in a vor, 
also auch in d; daher ist die zweite Alternative ausgeschlossen, also d = 0. 


47. Es existiert eine Menge Z', die alle in Nr. 44 definierten Mengen r, und 
nur sie als Elemente enthäl. Z = Z' -- (0, Z) stellt eine Ordnung von Z dar, bei 


Fraenkel, Axiomatische Theorie der geordneten Mengen. 157 


der stets m i m+ gilt, die „natürliche Ordnung der Zahlenreihe". Nach ihr ist rm 
die zu m gehörige Endstrecke (Nr. 20), a4, die zu m gehörige Anfangsstrecke der durch 
Z definierten geordneten Menge 3. Jede von 0 verschiedene Teilmenge von 8 besitzt 
ein erstes Element. 

Die Existenz der Teilmenge Z’ von WZ folgert man nach Nr. 7, indem man in 
g(m) =r,» die Variable m alle Elemente von Z durchlaufen läßt. Z — Z' + (0, Z) 
erfüllt die Grundbedingungen I und II (Nr. 11). 

Zunächst ist nämlich von irgend zwei Elementen r,, und r, von Z eines eine 
Teilmenge des anderen. Denn nach der vorigen Nr. ist entweder ner, oder 
ne(an + (m)); im ersten Fall besitzt r, nach Nr. 44 die Eigenschaften 1) und 2) von 
ra, d. h. nach 3) ist „€ r4; im zweiten Fall ist, wenn nicht m = n und ra — r,, 
genauer nea„, 80 daß nach Nr. 45 die Menge a,+ und um so mehr ihre echte Teil- 
menge a, Teilmengen von a, sind, woraus nach der vorigen Nr. folgt: ra Æ rs. 

Zum Nachweis, daB Z auch der Grundbed. II genügt, bezeichne r eine sonst 
beliebige Teilmenge von Z, die zusammen mit sämtlichen Elementen von Z die 
Grundbed. I erfüllt; zu zeigen ist: reZ. Von den beiden Fällen Oer und O«&r führt 
der erste auf r = Z, also sicher reZ; denn bei Oer sind die — nach Nr. 44 das Ele- 
ment 0 nicht enthaltenden — Elemente 7, von Z sämtlich (nach Voraussetzung) 
Teilmengen von r, so daß r dem Axiom VII 2 genügt. Im Fall 04r dagegen enthält 
die Komplementärmenge Z —r das Element 0; enthält sie auch zu jedem ihrer 
Elemente y den Nachfolger y+, so ist sie nach Nr. 43 gleich Z, also r = 0eZ. Anderen- 
falls sei m ein Element von Z — r, dessen Nachfolger m+ nicht zu Z — r, also zur 
gehórt (d. h. m ein beliebiges Element der — übrigens nur ein einziges Element 
enthaltenden — Menge (Z — r)ja«—»). Da r somit zwar m*, nicht aber m ent- 
halt, ist r voraussetzungsgemáD eine echte Teilmenge der (beide Elemente ent- 
haltenden) Menge r,,- (Nr. 44), und ebenso die (auch m+ nicht enthaltende) Menge 
r4: eine echte Teilmenge von r. Nach Nr. 44 ist also 

r-&r&.-—(m) —r&s, rT--—racd- (mi) Er, 
d.h. r=r„eZ. In jedem Fall ist demnach reZ, d. h. Z ist in der Tat eine 
Ordnung von Z. 

Da das Element r, von Z nach Nr. 44 zwar m*, nicht aber m als Element 
enthält, ist nach Def. 3 (Nr. 17) m Z m+, und im besonderen die Nullmenge, die in 
keinem Element von Z außer in Z vorkommt, das erste Element der geordneten 
Menge 8. 

Nach Nr. 23 ist r, jedenfalls ein Endstück von 8 und enthält daher außer m* 
auch jedes auf m* folgende Element von 8. Ferner umfassen nach der Definition 
von rs (Nr. 44) alle und nur die Elemente von 8, die m+ enthalten, r, als Teilmenge; 
hieraus folgt leicht, daB m* das erste Element der durch Z bestimmten (Nr. 26) 
zu r_ gehörigen geordneten Menge ist, und da für r,- = rm + (m) das Entsprechende 
gilt, so ist m+ das auf m unmittelbar nachfolgende!) Element von 8 (Nr. 18). 
Daher ist r4, genauer die durch m bestimmte Endstrecke von $, somit nach den 
Nrn. 25 und 46 a, die durch m bestimmte Anfangsstrecke. 


1) Damit erklären sich die Bezeichnungen „Nachfolger“ und „Vorgänger“. 
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Um schlieBlich in einer beliebigen von 0 verschiedenen (durch Z geordneten) 
Teilmenge 8, von $ ein erstes Element nachzuweisen, bilde man gem&B- Nr. 25 
das zu 8, gehörige Anfangsstück 8, von 8. Ist 8, = 0, so ist nach dem vorletzten 
Absatz 0¢8,; dann ist 0 das erste Element von 8,. Anderenfalls kann die jedenfalls 
0 enthaltende Menge 8, nicht zu jedem ihrer Elemente y auch noch den Nachfolger 
y+ enthalten; denn sonst wäre nach Nr. 43 8, = 8, also 8, — 0. Es sei also z, 
ein Element von 3 , dessen Nachfolger in 8, nicht vorkomme; z5 muß daher, da 
es nach dem vorigen Absatz in 8 unmittelbar auf z, folgt, in 8, enthalten sein und 
ist somit das erste Element von $,. 

Zum Schluß sei bemerkt, daß man gemäß den Nrn. 19 und 46 die zu Z inverse 
Ordnung von 8 dadurch enthält, daB man sümtliche Mengen a, (Nr. 45) sowie Z 
selbst zu einer (ordnenden) Menge zusammenfaßt. 

48. Satz von der vollständigen Induktion: Es sei m ein beliebiges Element 
von Z, g(x) und y(x) zwei Funktionen; gilt dann erstens g(m)e y(m) und folgt 
zweitens aus der Gültigkeit der Beziehung g(n)ey(n), wo neZ, stets auch die 
Gültigkeit der Beziehung g(n*)e y(n*), so gilt o(z)e y(x) für jedes Element x der 
Menge (m) + r4, also (nach der vorigen Nr.) für m und alle auf m folgenden Ele- 
mente von 3. — Der Satz bleibt auch noch gültig, wenn stets e durch & ersetzt wird. 

In der Tat enthält die Menge Zy(<)ey(e) der Elemente von 8, für die obige 
Beziehung zutrifft, nach Voraussetzung m und mit jedem n auch n+; nach Nr. 44 
umfaßt sie daher die Menge (m) +7, als Teilmenge. 


Bezeichnungen. 
Die Ziffern verweisen auf die betreffenden Nr. 


Abbildung 9 
—, ähnliche 30 
—, —, simultane 34 


Addition (von Mengen) 1 
— (von geordneten Mengen) 39 


ähnlich 30, 34 
äquivalent 9 
Anfangsstrecke 23 
Anfangsstück 23, 25 


Aussonderungsmenge 1 


Auswahlmenge 1 
Axiome 1, 2, 8, 43 
Bild 9, 30 

D 4 

Durchschnitt 4 
Element 1 
elementefremd 1 
Endstrecke 20 
Endstück 23, 25 
enthalten 1 

erstes Element 18 
Funktion 1 

gleich 1 


Grundbeziehungen 1 

Grundbedingungen (I u. II) 11 

Grunddefinition 11 

inverse Ordnung 19 

Komplementärmenge 3 

M, M, M 18 

Menge 1 

—, endliche, (abzählbar) un- 
endliche 43 

—, geordnete 18 

—, monotone 11 

nach(folgen) 17 

Nachfolger, unmittelbarer 18 

Nullmenge 3 

Ordnung 11 

$565 

Paar 1 

Potenzmenge 1 

Produkt 5 

—, geordnetes 41 

© 1, 39 

Summe 1 

—, geordnete 39 


Teilmenge (echte) 1 
—, geordnete 26 
ul 
Vereinigungsmenge 1 
verschieden 1 
vor(angehen) 17 

Z. Einleitung 
zugeordnet 9, 30, 34 


I Einleitung 
=) +1 
561 
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Elementare Betrachtungen über gesetzmäßig aufgebaute 
Zahlverknüpfungen im Gebiete der rationalen Zahlen. 
Von Gerhard Stammler in Halle. 
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L Einleitung. 


In zwei Noten haben wir früher !) die Frage erörtert, ob im Gebiet der 
positiven ganzen Zahlen einschließlich Null sich Zahlenverknüpfungen finden 
lassen, die gesetzmäßig analog der Addition und der Multiplikation gebaut sind, 
ohne mit diesen selbst identisch sein zu müssen. Im nachstehenden wollen wir 
diese Untersuchungen auf das Gebiet der rationalen Zahlen ausdehnen. Da sich 
unterdes wesentliche Vereinfachungen der Beweise ergeben haben, sich auch 
manche Verschärfung in der Darstellung der begrifflichen und arithmetischen 
Grundlagen als wünschenswert herausstellten, sollen die betreffenden Überlegungen 
nicht nur ergänzend, sondern vollkommen ab ovo vorgetragen werden. 


& 1. Voraussetzungen und Fragestellung. 
Den nachstehenden Untersuchungen legen wir das Gebiet der rationalen Zahlen 


A,B,C,..., = 0 zugrunde. Zahl bedeutet demnach im folgenden immer Rationalzahl. 


1) Crelles Journal 154, II S. 114 ff. und 156, IL S. 93 ff. 
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Unter einer Zahlverknüpfung 
S1(4,B) =C (A = 1,2,3,...) 
verstehen wir die Zusammenfassung zweier Zahlen zu einer dritten, in ihrem Wert- 
wechsel von den verknüpften Zahlen abhängigen Zahl!). — Beispielsweise: 


A+B=C;A-A —K-(B-4)=c, wo K eine feste Konstante bedeutet. 


Eine Zahlverknipfung nennen wir dann widerspruchslos, wenn gezeigt 
werden kann, daB in einer Untersuchung allein aus ihrer Verwendung nie die 


Giltigkeit von 
A=B neben A+B 


abgeleitet werden kann. 

Eine Zahlverknüpfung nennen wir dann trivial, wenn als Werte für ihre 
Ergebnisse nur endlich viele Zahlen in Frage kommen, wie auch die verknüpften 
Zahlen gewählt werden mögen. 

Wir stellen an jede weiterhin zu verwertende Zahlverknüpfung die For- 
derung, daß sie widerspruchslos und nicht-trivial sei. — Zahlverknüpfungen, für 
die diese Forderung nicht erfüllt ist, die also entweder widerspruchsvoll oder 
trivial sind, scheiden aus der ferneren Besprechung aus. 

Wir setzen voraus, daß die vier Grundrechnungsarten (im Gebiet der 
Rationalzahlen) diesen Forderungen genügen *). 

Wir fragen nun, für welche Werte von A sich widerspruchslose und nicht- 
triviale Zahlverknüpfungen S,(A, B) =C (A =1,2,...) finden lassen, die 
nachstehenden Grundgleichungen geniigen. 

(1) (Existenz.) Zu zwei Zahlen A und B soll es stets eine dritte Zahl geben, 
so daß 

$S;(A,B)=C 
ist. 
(2) (Eindeutigkeit.) Aus 
S1(4, B) =C und S8,(A,B) =C’ 
soll stets folgen: 
C=C". 
(3) (Faktorgleichheit.) Bezeichnet K, eine Zahl derart, daB für jedes X 
S,(X, K,) = X (u = 1,2,3,...) 
ist, so soll stets aus 
S:(4, B) = Sı(A, B") 
B=B 
folgen, sobald für jedes u < A, für das ein K, existiert, 


1) Wir nennen im folgenden gelegentlich À den Verknüpfungsindex. Er gibt die Ordnung 
der Verknüpfung an. 
2) Zur späteren Anwendung führen wir die reduzierte Darstellung einer Rationalzahl A fol- 
gendermaßen ein: 
A = ET a, a’ ganzzahlig; a>0; a +0. 
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A+ K, 
ist. 


Bemerkung: Existiert kein K, für & < A, so folgt hiernach ohne weiteres 

™ S,(A, B) = S,(A, D') 
B = B'). 
(4) (Assoziatiativät.) Es ist 
Si(A, Sı(B, C)) = S1(S1(4, B), C). 
(6) (Kommutativität.) Es ist 
Sı(A, B) = Si(B, A) 9). 

(6) (Distributivität.) Zu zwei Verknüpfungsindizes A und y < A soll es stets 

drei von diesen in ihrem Wert abhüngige?) o, y, x geben, so daß die Gleichung gilt: 


S:(4, S,(B, C)) = Sod, u) (Swe, ur) (A, B), S,a, A) (A, C)). 


II. Verknüpfungen erster Ordnung. 
§ 2. Leitfaden zur Bildung von Verknüpfungen erster Ordnung. 


Wenn wir an Hand der Grundgleichungen (1) bis (6) eine Kette von Zahl- 
verknüpfungen im Gebiete der Rationalzahlen herstellen wollen, so bemerken 
wir zunächst, daß für den Wert 4 = 1, also für die Verknüpfung erster Ordnung 
nur die Grundgleichungen (1) bis (6) in Frage kommen. Denn das in (6) an- 
genommene 4 < À existiert ja für A = 1 nicht als Verknüpfungsindex. 

Bei der Konstruktion einer Verknüpfung erster Ordnung sind wir demnach 
an sich durch nichts anderes gebunden, als durch das Gebot der Widerspruchs- 
freiheit und Nicht-Trivialität bei Anwendung von (1) bis (5). Als Leitfaden 
für die Bildung einer solchen Verknüpfung bedienen wir uns nun folgender Über- 
legung: 

Es sei A eine bestimmte rationale Zahl, X eine Veränderliche, deren Bereich 
das Gebiet der rationalen Zahlen ist. Dann betrachten wir 

S,(A, X) = Y. 
Y muß nun so bestimmt werden, daß die Anwendung von (1) bis (5) nicht zu 
Widersprüchen oder Trivialitäten führt. 

Damit (1) gelte, muß zu jedem X mindestens ein Y, damit (2) gelte, 
zu jedem X nur ein Y bestimmt werden. Um (3) zu erfüllen, darf nicht das- 
selbe Y als Verknüpfungsresultat von A mit verschiedenen X erscheinen. 
(5) sodann kommt bei festem A nur für den Fall X = A in Frage und wird 
stets durch die Identität erfüllt: 

S\(A, A) = S,(A, A). 


1) Das gilt insbesondere für 4 = 1, da S, also ein K, nicht existiert. 

*) Nun läßt sich auch zeigen, daB, wenn für eine Verknüpfung S, ein K, existiert, nur ein 
solches existiert. Angenommen nämlich, es gäbe noch eine Zahl Kz, so daB auch bei Ki für jedes C 
Su(C, Ku) = C wäre, so folgte 

Ky = Sp(Kyu, Kp) = SulKy, Ku) = Ku. 

3) Über die Rolle der y, y, x vergl. später § 4. 

Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 3. 22 
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Die Grundgleichung (4) endlich kann nur für einen solchen Wert X’ in 
Frage kommen, der mit einem Y" = $,(A, X") übereinstimmt. Setzen wir nun 
S,(A, X') = Y', so wird nach (4) 

Y' = S1(A, 5,(A, X") = S,(5,(A, A), À”). 

Für alle Verknüpfungen mithin, für die S,(A, A) = A’ + A gesetzt wird, liefert 
die Bestimmung der Verknüpfung mit A gleichzeitig Bestimmungen über Ver- 
knüpfungen mit einer von A verschiedenen Zahl A’. Ob diese Bestimmungen der 
Verkniipfungen mit A’ sich auf den gesamten Bereich der rationalen Zahlen 
erstrecken, ob also durch S,(A, X) auch S,(A’, X) in seinem ganzen Umfang be- 
stimmt wird, hängt davon ab, ob die Y den gesamten Wertevorrat der rationalen 
Zahlen erschöpfen oder nicht. Ist das erste für A der Fall, so gilt nach der 
obigen Relation das gleiche auch für die Resultate der Verknüpfungen mit A’. 
Es ergeben sich von hier aus weitere Möglichkeiten, die wir nicht weiter ver- 
folgen wollen. 


§ 3. Die Addition. 
Aus dem Bisherigen geht hervor, daß sich die Verknüpfungen erster Ord- 
nung in zwei Klassen einteilen lassen: 
(I.) für mindestens ein A ist S,(A, A) = A. 
(II.) es ist stets S,(A, A) + A. 
Für die Verknüpfungen der Klasse (I) gelten nun folgende Erwägungen: 
Ist S,(4, A) = A, so kann nicht zugleich fir ein B + A die analoge Glei- 
chung S,(B,B) = B gelten. Denn daraus ergäbe sich: 
S1(4, B) = S,(5,(4, A), B) = 5,(A, 5,(4, B)), 
und andererseits 
S1(4, B) = S1(A, Sı(B, B)) = S,(5,(4, B), B), 
folglich : 
S,(S,(A, B), A) = S($,(A, B, B), d.i. A— B, gegen A+B. 
Ferner ist hierbei für jedes B: 
S1(4, B) = S,(5:(4, A), B) 
= S,(4, S,(A, B)), also B = S,(A, B). 
Daher können wir sagen: Wenn es in einer Verknüpfung erster Ordnung eine 
Zahl A gibt, für die S,(A, A) = A gesetzt wird, so ist diese Zahl die einzige dieser 
Art und sie ist zugleich die Verkniipfungskonstante K, der betreffenden Verkniipfung. 
Umgekehrt ist nach (3): S,(A,, A,) = Ky. 
Sonach stimmt die am Eingang dieses Paragraphen gegebene Einteilung der 
Verknüpfungen erster Ordnung mit der folgenden überein: 


(I.) es existiert eine Zahl K,; 
(II.) es existiert keine Zahl K,. 


Unter Hintanstellen der anderen Möglichkeiten nehmen wir für unsere fol- 
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genden Untersuchungen als Verknüpfung erster Ordnung die gewöhnliche Addition 
S,(A,B)=A+B 

an. Damit ist zugleich die Widerspruchsfreiheit und Nicht-Trivialität der ver- 

wendeten Verknipfung erster Ordnung angenommen. Es existiert dann also K, = 0. 


in. Übergang zu Verknüpfungen höherer Ordnung. 
$ 4. Die Bedeutung der Grundgleichung (6). 


Wir versuchen jetzt zu der Verknüpfung erster Ordnung eine zweiter Ord- 
nung hinzuzufügen. Würden wir diese Verknüpfung zu konstruieren versuchen, 
ohne darauf Rücksicht zu nehmen, ob sich die verknüpften Zahlen als Ergebnisse 
der Verknüpfung erster Ordnung darstellen lassen, so würden wir lediglich bei 
gutem Glück nicht mit Grundgleichung (6) in Widerspruch geraten. Nehmen 
wir nämlich an, wir hätten — etwa analog dem eben über S, Gesagten — eine Ver- 
knüpfung zweiter Ordnung für ein festes A und die Variable X konstruiert, die 
(1) bis (5) genügte, so müssen wir nunmehr zusehen, ob sich diese Konstruktion 
auch dann aufrechterhalten läßt, wenn X = S,(A', B’) gesetzt werden kann. — 
So genügt z. B. folgende Verknüpfung — jetzt als Verknüpfung zweiter Ordnung 
gedeutet — allen Anforderungen von (1) bis (6): 5,(A, B) = À + B + K, wobei 
K eine Konstante ist. Ob sie aber auch mit (6) in Einklang zu bringen ist ? Diese 
Frage läßt sich nun so auffassen, daß man untersucht, ob für A=2 und „=1 
die Œu,u Yau) Xa,n) Werte annehmen, welche eine widerspruchsfreie und 
nicht-triviale Entwicklung des eben angeführten S, in Verbindung mit S, ge- 
statten !). 

Und allgemein: Nehmen wir an, es seien uns für ein bestimmtes 4(— 2, 3, .. .) 
sämtliche Verknüpfungen von S, bis $;., gegeben. Wir wollen S; konstruieren. 
Dann sind die Gleichungen (1) bis (5) im wesentlichen Bestimmungen, die sich 
lediglich auf S, stützen; mit Ausnahme der Bezugnahme auf die etwaige Exi- 
stenz der K, in (3). Die Grundgleichung (6) dagegen setzt S, mit der Gesamt- 
heit aller vorhergegangenen S, in Beziehung, dadurch, daß sie auch y < À als 
unabhängige Variable in die funktionale Bestimmung des Resultates von $$; ein- 
führt. Dadurch wird die Wichtigkeit der Grundgleichung (6) für unsere fol- 
genden Überlegungen klargestellt. 

Es fragt sich nun, ob wir den @, y, x in Grundgleichung (6) ganz nach 
Belieben ganzzahlige positive Werte > 0 zuschreiben können. Das ist nicht der 
Fall. Vielmehr ist das Mindestmaß an Forderungen, wieweit der Wertvorrat der 
q, V, x sich erstrecken darf, in den beiden folgenden Sätzen gegeben: 

(6a) Keines der g, v, x soll > A sein; und außerdem: 

(6b) mindestens eines der 9, y, y soll < À sein. 

Diese Einschränkungen sind, wie eine kurze Überlegung zeigt *), notwendig, 
um logische Unmöglichkeiten auszuschließen. 


1) Daß dies nicht der Fall ist, zeigen die Entwicklungen von $8 6ff. 
2) Würden wir (6a) fortlassen, so hätten wir in dem dann auftretenden Sx(x > P eine uns 
gänzlich unbekannte und in nichts bestimmte Verknüpfung. Ihr Verhalten gegenüber Verknüpfungen 
99* 
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Demnach kommen für diese Funktionen 9, y, x bei jeder Untersuchung 
über das Verhalten eines S, gegenüber einer Verknipfung niedrigerer Ordnung 
stets alle Variationen zu 3 (mit Wiederholung) der Zahlen 1, 2, 3,..., À in 
Frage; dabei ist lediglich das Tripel (A, A, 4) ausgeschlossen. Diese Reihe 
von Tripeln ist nun bei gleichbleibendem À für jedes u < À aufzustellen. Die Ge- 
samtheit der Möglichkeiten, ein 5S, in seinem Verhalten gegenüber allen Ver- 
knüpfungen niedrigerer Ordnung auf Grund von (6), (6a) und (6b) zu bestimmen, 
ergibt sich sonach, indem man jedes Glied aus der Reihe der Tripel für ein be- 
stimmtes # mit jedem Glied der Reihen aller anderen y zusammenstellt. 
(u = 1,2,...,1—1). Die Anzahl dieser Möglichkeiten wird mithin selbst für 
kleinere Werte von À verhältnismäßig groB 1). 


Die Untersuchung der Bestimmtheit eines S, würde daher recht umständlich 
werden, wenn jede Kombination wieder in gleicher Weise auf Widerspruchs- 
losigkeit und Nicht-Trivialität hin untersucht werden sollte. Daher erscheint es 
zweckmäßig, folgende allgemeinen Regeln aufzustellen, die die Zahl der zu unter- 
suchenden Kombinationen dadurch vermindern, daß sie bei einigen ohne viele 
Umstände sofort die Trivialität oder den in ihnen enthaltenen Widerspruch er- 
kennen lassen. . 


§ 5. Reduzierungsregeln. 


Regel I. In jeder Reihe der q, y, x für ein bestimmtes u (bei gegebenem À) 
sind diejenigen Tripel q', w', x’ und 9”, y", x" miteinander identisch *), für die 
g’ = 2”, y — X, 1 — y" ist. 

" Beweis: Es ist 


S1(4, S,(B, C)) = S, (Sy (A, B), $,(A, C))= Sy ($, (A, C), Sy (A, B)) 
= Ser (Sy (A, C), $,"(A, B)) = Sı(A, $,(C, B)). 


Wir kónnen also stets die Resultate beider Bestimmungen (über das Verhalten 
von $, gegenüber $,) identisch ineinander überführen. 


Regel II. Gegeben sei eine Bestimmung 9,vy, y. Wir bezeichnen durch x den 
einen, durch x' den andern der beiden Werte y oder y. Es existiere für das die 9,wy, x 
bestimmende S, die Zahl K,. Dann ist 


S,(A, Ky) = Sı(B, K,) 


für alle diejenigen A und B, die zu jedem existierenden K, (v<y) in der Be- 
ziehung stehen: 


niedrigerer Ordnung, insbesondere gegenüber Si, wäre dann zu bestimmen, bevor wir Sa in 
seinem Verhalten gegenüber allen S,(#» <A) bestimmen und dadurch erst sichern könnten. Wir 
könnten dann also in den logischen Zirkel hineingeraten, Sa durch S und S, durch Sa bestimmen 
zu müssen. Davor kann uns nur (6a) schützen. 

Ebenso liegt die Sache bei (6b). Der Fortfall dieser Forderung würde uns dazu nötigen, 
das unbekannte S1 zu seiner Bestimmung als bereits bekannt vorauszusetzen. 

1) Ihr Wert ist nach einem bekannten Satz der Kombinatorik: (4°— 1)4—!. 

3) d. h., ob das Verhalten von 8, gegenüber S4 nach y’,y’,7’ oder nach p”,w”,x” bestimmt 
wird, ist ohne Einflu8 auf das Resultat. 
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Sv (A, B) + K,. 1) 
Beweis: Es ist 
Sı(A, B) = Sı(A, $,(B, K,)) = S_(Sy(A, B), $,(A, K,)) (a) 
S1(4, B) = $1(S,(A, K,), B) = S_(Sy(A, B), S,(K,, B)) (a’) 
$1(A, B) = S,(A, S,(K,, B)) = Ss (Sy (A, K,), $,(A, B)) (b) 
S1(4, B) — S1 (S, (K,, A), B) = Se(Sy(K us B), S,/(A, B)) (b^) 


Aus Vergleichung von (a) und (a') ergibt sich die Richtigkeit der behaupteten 
Regel für tr — y, *' — y; aus (b) und (b’) für t — y, *' =x. 
Regel III. Gegeben seien zwei Werte w+ uw. Ist nun für irgendein Paar 
B,C: 8S,(B.C)+ 8,(B,C), so darf nicht zugleich: 
P(A, u) = 9(4, u), v(4 u) = v(4, n), x(4 u) —^x(4 u), 
gein ?). 
Beweis: Ware die Behauptung unrichtig, so ergübe sich für alle A, B,C: 
Si(A, Su(B, C)) = S»(Sy(A, B), $,(A, C)) = S1(4, Su(B, C)). 
Wählen wir hier nun ein A + K,(» < À), so wäre für alle B und C 
. M S,(B, C) = S,'(B, C) 
gegen die Voraussetzung. 
Regel IV. Existiert K, für u <A, so ist stets 
$1(A, K,) = Se(Sy(À; K,), S1(4, K,)) . 
Beweis: Es ist 
Sa(4, K,) = S,(A, Sy (Ky, K,)) = S_(Sy(A, K,.), $,(A, K,)). 


Der Grundgedanke, den wir bei der Untersuchung von Verknüpfungen 
hóherer Ordnung anwenden, ist ein áhnlicher, wie wir ihn bereits bei der Ver- 
knüpfung erster Ordnung als Leitfaden benutzten. Wir betrachten nämlich für 
ein gewisses A (bei gegebenen 4) seine Verknüpfung mit Werten der Variabeln X: 


S1(4, X) = Y. 
Nur nehmen wir jetzt an, daß sich X als Ergebnis einer Verknüpfung niedri- 
gerer Ordnung darstellen lasse. Daher betrachten wir in erster Linie die nach 


1) Es läßt sich nun immer mindestens ein Paar À + B angeben, das der Bedingung genügt: 
Si'(A, B) + jedem Ky (¥< y). 
Zum Beweise wählen wir A= jedem Ky (y < max (»,s^) Dann kann nach (3.) zu jedem 
v=1,2,... höchstens ein B, existieren, so daB 
S,'(A, B,) — K, 
ist. Es können also höchstens y Zahlen B, in Frage kommen, für die 
S,'(A, B,) = irgendeinem K, 
angenommen werden könnte. Wählen wir nun ein B + allen B, und außerdem + A, so gilt für 
dieses stets existierende Paar À + B: 
S,'(A, B) + jedem K,. 

3) Diese Regel kommt also nur für 123 in Betracht. Sie vergleicht dann die Tripel der 

für die verschiedenen # aufzustellenden Reihen der y, y, x. 
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(6), (6a) und (6b) möglichen Bestimmungen dieses 5; gegenüber Verknüpfungen 
niedrigerer Ordnung und suchen festzustellen, welche von den hiernach zulässigen 
Werten der y, y, x Widerspruchslosigkeit und Nicht-Trivialität von 5$; gewähren, 
wenn gleichzeitig (1)—(5) angewendet werden. 

Diese Untersuchung zerfällt jedesmal in zwei Teile: Erstens lassen die Regeln 
I—IV, wie wir sehen werden, sofort einige Werttripel der +, v, x für ein bestimmtes 
u, — oder gewisse Kombinationen von Tripeln für mehrere # — als widerspruchsvoll 
oder trivial erkennen. Diese scheiden dann aus. Den zweiten Teil der Besprechung 
nehmen die Fälle ein, die sich nicht so unmittelbar erledigen lassen, sondern deren 
Widerspruchsfülle oder Trivialität — oder Widerspruchsfreiheit und Nicht-Triviali- 
tät — eines für sie besonders ausgeführten Beweises bedarf. 

Nach diesem Plan behandeln wir zunächst die Verknüpfung zweiter Ordnung. 


IV. Die Verknüpfung zweiter Ordnung. 
8 6. Anwendung der Reduzierungsregeln. 


Aus den Grundgleichungen (6), (6a), (6b) ergeben sich für A=2 und 
B = 1 folgende Wertmöglichkeiten für die o, y, x 


| 7 | Ho. | 10, | IV 
9 | c | o | c | 1 
v|ılıl212 
:|1/|2]411|2 
Aus Regel I ergibt sich sofort die Identität von JJ, und /II,, so daß wir 
fernerhin nur noch den einen von beiden, etwa //, zu berücksichtigen brauchen. 
Regel II können wir auf J, und J/,, wie folgt, anwenden: Wir setzen jedes- 
mal 7 = y — 1. Dann folgt aus Regel II, daß diese Entwicklungen für das — 
nach Anm.1 S.165 — stets existierende Paar A+ B, das (für alle existenten 
K,(v « g)) die Bedingung $,(A, B) + K, erfüllt, die Gleichung geben würden: 
S,(A, K,) = S,(B, K,), d. i. A=B, 
also einen Widerspruch. 
Daher bleibt nur noch das Tripel /V: (1; 2; 2) übrig. 


Bei diesem Fall laßt Regel II — wie wir auch z und r’ wählen mögen — nur 
erkennen 


(c — 1 oder 2) 


Sa(4, 0) = S,(B, 0) 
für alle die Paare, für die $,(4, B) +0 ist. — Sie nutzt also hier wenig. 
Regel IV dagegen ergibt: 
5,(A, 0) = 51(5,(A4, 0), 5,(A, 0)) 
oder, wenn wir S,(A,0) = W setzen: 
S1(W, 0) = 5,(W, W) 
und daraus folgt nach (3): W — 0, d.h. 
| S2(4,0) =0 für jedes A, 
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Damit ist die Anwendung der Regeln erschöpft. Wir durften auch nicht 
arten, bei dem Tripel /V einen Widerspruch oder Trivialität allgemein zu 
alten. Denn gerade die Kombination (1; 2; 2) ist es ja, die der als widerspruchs- 

angenommenen Multiplikation zugrunde liegt, wie die Formel 
A-(B+C)=(A-B)+(A:C) = 5,(A-B,A-C) 
ennen läßt. Es fragt sich nun, ob die Multiplikation, die sonach eine Verknüpfung 
‘iter Ordnung vom Typus des Tripel IV ist, die einzige dieser Art ist. Eine 
hervorstechendsten Eigenschaften der Multiplikation ist bekanntlich die Glei- 
ng1.X — X für jedes X. Die Frage ist also die, ob jede Verknüpfung zweiter 
nung vom Typus (1;2;2) der Gleichung genügt: 
$,(1, X) = X 


§ 7. Struktur der Verknüpfung zweiter Ordnung. 

Wie wichtig die Verknüpfung S,(X,1) zur Erkenntnis der Struktur von 
4, B) ist, zeigt folgender Satz: 

Für jedes A und jedes B ist 

(*) 5(A, B) = S,(A - B, 1). 

Da nun A-B stets irgendeine Rationalzahl X’ ist, so besagt der Satz nicht 
iger, als daß wir sämtliche Verknüpfungen S,(A, B) bestimmt haben, wenn 

S,(X, 1) für jedes X festgelegt haben. 

Wir beweisen diesen Satz sukzessive. Zunächst: 

(**) $4(A, n - B) = S,(n- A, B), 
yei n eine ganze Zahl bedeutet. 

Der Satz (**) ist richtig für n = 0 und n — 1. Im ersten Falle nämlich nimmt 
lie Form an: S,(4,0) = S,(0, B) = 0, im zweiten Falle: S,(4, B) = S,(A, B). 
renommen nun, er gelte für ein bestimmtes n = 0, so folgt daraus seine Gültig- 
, für n + 1: 

S2(4, (n -- 1): B) — Sa(4, Sn : B, B)) = $i (5; (A, n - B), Sa(4, B)) 
— S1(Sa(r ‘À, B), S2(4, B)) = Sa(Si(r -A,A), B) 
= S,((n + 1)-A, B). 
hin gilt (**) für jedes n > 0. 
Fernerhin folgt aus 
$34(AÀ, (n + 1)-B) = S,((n + 1) - A, B): 
Si(S2(4, n> B), $3(A, B)) = S5(S_(n ° A, B), S,(A, B)), 
» nach (3): 
S,(A,n-B) 2 S,(n-A, B). 
leutet n eine ganze Zahl < 0, so zeigt diese Deduktion, daß (**) auch für 
ative ganze Zahlen gilt. 
Ganz ähnlich folgt durch den Schluß von n auf n -;- 1 und durch den von 
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n - 1 auf n, daB für alle n = 0 gilt: 

(*5) 5,(A, Re B) = n° S,(A, B). 

Um nun (*) allgemein zu beweisen, entwickeln wir unter Berücksichtigung 
von (%°)1): 

a’- S2(4, B) — S,(a’- A, B) — $5 (a; B) — $3 (B, a). 
Andererseits ist nach (*?) und (**): 
a’-S,(A - B,1) = S,((a’- A) -B, 1) = S,(a- B, 1) = S,(B, a). 
Mithin ist: 
a'- $,(A4, B) = a’-S,(A-B,1). 
Da nun stets a’+ 0 ist, so folgt für jedes A und B: 
S,(A -B) = S,(A - B, 1). 

Aus (**) ergibt sich ferner für jedes X, x und z'!): 

z'-$,(X,1) = S,(z’- X,1) = 5$,(7,1) = 2: Sa(1, 1) = z'- X- S0, 1). 
Folglich ist 

S,(X, 1) = X ° Se(1, 1). 

Setzen wir diesem Ergebnis X = A - B, in so nimmt unser Hauptsatz (*) 

die Gestalt an: ! 
S,(A ° B) = A -B -S,(1, 1). 

Um also die Werte sämtlicher Verknüpfungen S,(A, B) zu bestimmen, 
brauchen wir nur den Wert von S,(1, 1) festzulegen. Man sieht hieraus sofort, 
daß nicht S,(1, 1) = 0 gesetzt werden darf, da sonst 5,(A, B) trivial werden würde. 
Nehmen wir dies an, so können wir sagen, daß die Verknüpfung zweiter Ordnung 
identisch ist mit der Multiplikation des Produktes der verknüpften Zahlen mit 
einem konstanten Faktor. Von der Bestimmung dieser Konstanten hängt somit 
nur der zahlenmäßige Wert der Verknüpfung zweiter Ordnung ab. Ihr gesetz- 
mäßiger Aufbau stützt sich vollkommen und ausschließlich auf den der Multi- 
plikation. 

Daher ist die so erhaltene Verknüpfung zweiter Ordnung wider- 
spruchsfrei und nicht-trivial. 

Die Multiplikation ist darum nur eine unter unendlich vielen, ihrem Zahlen- 
wort nach verschiedenen Möglichkeiten, zwei Zahlen nach den Gesetzen der Ver- 
knüpfung zweiter Ordnung zu verknüpfen. 


/um Schluß sei noch bemerkt, daß zu jeder dieser Möglichkeiten ein K, 
oxiatiort, - wie wir auch S,(1, 1) bestimmen. Damit nämlich für jedes X 
Se, K,) = X M K, M S,(4, 1) = X 


e » 1 e * . e 
werde, brauchen wir nur A, = Sat, 1) zu setzen. Diese Zahl existiert nun im 
2179 


betrachteten Bereich immer, folglich auch X, + 0. 


') (ber die Bedeutung von A, a und a’ (sowie von X, x, x’), vgl. Anm. 2. 
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V. Verknüpfungen dritter Ordnung. 
§ 8. Anwendung der Reduzierungsregeln. 
Wir gehen nach dem i in $ 5 a. E. entwickelten Plane auch bei der Besprechung 
von S, vor. 
An Wertmöglichkeiten für die y, y, X kommen jedesmal für u — 1 und 
u = 2 folgende 26 Tripel in Frage: 


I, | II, | H1, | IV, | Ve | VI, |VII,|VIII,| IX | X 
epee epee aisle isis : 
111218111231] 2] 3] 3 

Durch Anwendung von Regel I ergibt sich für beide Reihen — y = 1 und 
u = 2 — die Identität von //, mit /V,, von III, mit VII,, von VI, mit VIIT,. 

Wir legen der ferneren Diskussion II, IIIe, VI, zugrunde. 

Durch Anwendung von Regel IT werden folgende Tripel als widerspruchs- 
voll erkannt: aus denen der Reihe u = 1 alle die, bei denen y oder y = 1 ist; aus 
denen der Reihe w = 2 alle die, bei denen y oder x = 1 oder 2 ist. — In der Tat 
ist, «= 1 und t= 1 genommen, für das (nach Anm. 1 S. 165) stets existierende 
Paar A + B, das für alle existierenden K,(» < 9) die Bedingung erfüllt: 

S,(A, B) 3- K,: 
$,(4,0) = S,(B,0), d.i. A=B, 
also ein Widerspruch. Und ebenso ist fiir H= = 2 und 7 = 1 oder 2, wiederum für 
das Paar A + B: 
entweder S,(A, K,) = S,(B, K,) 
| oder Sa(4, K4) = 5,(B, Kg) 
Daher läßt Regel II nur noch übrig: Aus der Reihe 
u=1: V,, VI,, IX, X. 
u = 2: IX, À. 

Nach Regel III darf nun — da wegen K,:+ K, auch S,(K,, K4) + S,(K,, K,) 
ist — S, nicht zugleich mit S, und S, nach /X oder X verbunden werden. Wir 
drücken das kurz so aus: Für S, sind die Kombinationen (JX; / X) und (X; X) 
verboten. 

Regel IV endlich wenden wir auf die Tripel / X und X der Reihe y = 2 an. 
Danach ergibt sich nämlich für ZX (u = 2): 

S3(A, Kg) = S1(Ss(4, Kg), Ss(A, K5)) = Sı(Ss(A, Ka), 0), 


h also jedenfalls, da K,-- 0 ist, A — B. 


also: 
Ss(4, Ky) = 0. 


Auf X(u = 2) angewendet, liefert Regel IV: 
Ss(4, Kg) = S4(55(A, Ka), 53(A, K,)) = Sa(S3(4, Kg), Ka). 
Also muß, wenn S,(A, K,) +0 ist, S,(4, K,) = K, sein. Andere Werte, als 0 


oder K,, kann mithin S,(A, K,) nicht annehmen. — Wir schließen hier gleich 
Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 3. 23 
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noch folgende Erörterungen an: Nach X(u = 2) gilt: 
S3(4, B) = S3(4, Sa(B, K,)) = Sa(Ss(4, B), S3(A, K4)). 
Für alle A somit, für die S,(A, K2) = 0 ist, ist auch S,(A, B) = 0, gleichgültig, 
welchen Wert auch B besitzen mége. Es kann sonach nicht fiir alle A die Gleichung 
S;(A, K) = 0 gelten, da sonst für alle A und B auch S,(A, B) = 0, also trivial 
wäre. Nehmen wir nun zwei verschiedene B, etwa B’ + B", so folgt für alle A, 
für die S,(A, K,) = 0 ist, 
S,(A, B’) = S,(A, B") = 0. 

Daraus wiirde sich nun stets nach Grundgleichung (3) auf den Widerspruch 
B’ = B" schließen lassen, wenn A +0 und + K, angenommen wird. Nur für 
diese beiden Werte von A könnte sonach ohne Widerspruch die Gleichung 
S,(A, K,) = 0 bestehen. 

Endlich darf aber, bei X(u = 2) auch nicht S,(K,, K,) = 0 gesetzt werden, 
da sonst für jedes A folgen würde: 

S3(A, Ky) = S3(S,(A, K3), Ka) = S,(S3(A, Ka), Ss( Ks, K3)) = 0, 
was nicht sein darf. — Somit ist für jedes A +0 bei X(u = 2): 
$s(A, K,) = Ky. 


§ 9. Diskussion der Restfalle. 

Bevor wir eine endgültige Zusammenstellung der übriggebliebenen Tripel und 
ihrer Kombinationsmôglichkeiten vornehmen, sei noch bemerkt, daB die Verbin- 
dung von S, mit S, gemäß 7 X stets zu Widersprüchen führt. Das erkennt man so: 

Wir haben durch Anwendung von Regel IV festgestellt, daß nach Z X(u —2) 
stets 

$s(4, K4) = 0 
sein muß. Andererseits ist ebenso für jedes A: 
Ss(4, 0) = S3(A, S,(0, 0)) = S1(Ss(4, 0), S3(A, 0)) =0= Ss(4, Ka). 
Für jedes À +0 und + K, erhalten wir deshalb den Widerspruch 
K, = 0. 

Nach alledem behalten wir nur noch folgende Tripel zur weiteren Betrach- 

tung und Kombination übrig: In der Reihe 
w= 1: Vy, VI, IX, X. 
u = 2: X. 

Da sich außerdem nach Regel III die Kombination (X; X) verbietet, so haben 

wir noch 7 Möglichkeiten zur Bestimmung von S, als Verknüpfung dritter Ordnung. 

Wir sehen nun zu, ob schon allein der Versuch, S, mit $, (gemäß V, VIe IX) 
zu verbinden, Widersprüche oder Trivialitáten hervorbringt. Ist dies bei einem 
Tripel nicht der Fall, so versuchen wir seine Kombination mit X(u — 2). Nur 
dann, wenn sich auch hier nicht Widersprüche oder Trivialitäten ergeben, muß 
die durch diese Kombination bestimmte Verknüpfung dritter Ordnung als weiter- 
hin beachtbar anerkannt werden. 
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Wir beginnen mit dem Versuche, $5 mit S, nach den Werten 
Ve(9 = x = 2) 
zu verbinden. Hierbei wird also: 
Ss(À, B) = S3(A, S,(B, 0)) = Se(Sa(4, B), S,(A, 0)) = Se(S2(4, B), 0). 
Für ge = 2 folgt hieraus sofort die Trivialitätsgleichung: 
Sa(À, B) = 0. 
Setzen wir o = 3, so wird — S,(A, B) = W gesetzt — 
S,(A, B) — Ss(W, 0) — Sa(S1(W, 0), 0) — S5(S,(W, 0), S,(0, 0)) 
= ($4(0, 0) = constans, 
folglich ebenfalls trivial. 
Für o — 1 endlich wird 
| 53(A, B) = 5,(4, B) 
und das führt zu einem Widerspruch, sowie wir versuchen, S, mit S, zu vereinigen. 
Da nämlich hierfür nur X( = 2) in Frage kommt, müßte für jedes A +0 gelten: 
SS,(A, K,) = K,. Nun folgt aber aus S,(4, B) = S,(A, B), daß stets S,(A, K,) = A 
sein müsse. Für alle A + Kg, liefert das einen Widerspruch. 


Somit sind die drei in V, enthaltenen Möglichkeiten, $5 zu bestimmen, aus- 
zuscheiden. 


Wir entwickeln nunmehr nach 
VIQ(y — 2, x — 3). 
Hiernach wird 
Ss(4, B) = S3(A, S1(0, B)) = Se(S:(4, 0), S3(4, B)) = Se(0, Ss(À, B)). 
Auch hier ist für o = 2 sofort die Trivialität ableitbar: 
Sa(À, B) = 0. 
Und ähnlich, wie in V,, schließen wir bei o = 3 auf die Trivialität, indem wir 
S3(4, B) = Z setzen: 
Z = 8,(0, Z) = 53(0, 51(Z, 0)) = S,(5,(0, Z), S3(0, 0)) = S3(0, Ss(0, 0)) = constans. 
Für o = 1 wenden wir folgende Entwicklung an: 
S3(A, B) = S3(A, S,(B, 0)) = S1(S2(4, B), S3(A, 0)). 
Und weiterhin: 
Ss(4, 0) = S3(51(4, 0), 0)— S1(Sa(4, B), Ss(0, 0)) = S3(0, 0). 
Also 
53(A, B) = 5,(5,(A, B), 5,(0, 0)) 
oder, für B = K,, 
S3(4, Ky) = S1(4, S3(0, 0)). 
Da nun nach X(u = 2): S,(A, K,) = K, ist, für jedes À +0, so müßte stets 
| S,(A, Sa(0, 0)) — Ks 
23* 
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sein. Ist nun S,(0, 0) = 0, so führt dies für alle A + K; zum Widerspruch A = Kg. 
Ist aber S,(0,0) = C + 0, so liefert A = K, die widerspruchsvolle Gleichung 


S(K,, C) = K,, d. 1. C = 0. 


Wir gelangen nunmehr zur letzten Möglichkeit, $, mit S, zu verbinden: 
IX(p —1, y —x =3). 

Hierbei gelangt man am schnellsten zur Einsicht des Widerspruches durch 

folgende Entwicklung: 
Ss(Kg, S1(4, Ka)) = S1(Ss( Ks, A), S3(Ke, Ka))- 
Nun ist für jedes A 4- 0, wie durch Anwendung von Regel IV gezeigt wurde, bei 
X(u = 2): 
Sa(À, Ke) = Kg. 
Dieses in die Entwicklung von /X(u = 1) eingesetzt, ergibt, wenn A noch so ge- 
wählt wird, daB S,(A, K,) =0 und also S,(K,, S,(4, K,)) = Kg ist, 
Ka = SQ(K,, K,), also Ka = 0, 

im Gegensatz zur ständigen Annahme K, + 0. 

Auch die letztmôgliche Kombination endet somit in einem Widerspruch. 


8 10. Ergebnis. 


Der Versuch, eine Verknüpfung dritter Ordnung zu finden, die sich gemäß 
den Grundgleichungen (1)—(6) widerspruchsfrei und nicht-trivial entwickeln 
lasse, ist nach alledem als mißlungen zu betrachten. Ein 5, existiert in diesem 
Sinne nicht. 

Ebenso könnte man für ein S4, ein S,, usf. schließen, so daß wir berechtigt 
sind, zu sagen: Die Kette der Verknüpfungen 5, bricht nach dem zweiten Gliede ab. 


Das Ergebnis unserer Untersuchungen ist also folgendes: 


Versucht man, im Gebiete der rationalen Zahlen diejenigen Zahlverknüpfungen 
zu konstruieren, die den Grundgleichungen (1)—(6) ohne Widerspruch und ohne 
Trivialität gehorchen, so tritt unter den Verknüpfungen erster Ordnung die Addition 
auf. Wird diese als Verknüpfung erster Ordnung den weiteren Untersuchungen zu- 
grunde gelegt, so erscheint als Verknüpfung zweiter Ordnung eine mit der Multi- 
plikation sehr nahe verwandte Verknüpfung. Weitere Verknüpfungen gibt es nicht. 
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Die dynamische Stabilitat der Bewegung eines Massen- 
punktes, der von 2 festen Zentren nach dem 
Newtonschen Gesetz attrahiert wird. 

Von Oskar Przewisinski in Breslau. 


Das Problem der Bewegung eines Massenpunktes, der von zwei festen Zentren 
nach dem Newtonschen Gesetz attrahiert wird, ist schon von Euler, dann besonders 
von Lagrange, Legendre, Jacobi, Serret!), Koenigsberger ?) eingehend behandelt 
worden. In neuerer Zeit hat Charlier?) alle in der Ebene möglichen Formen von Bahn- 
kurven angegeben und unter Anwendung der Theorie der bedingt periodischen 
Bewegungen einen wesentlichen neuen Beitrag geliefert. 

Die vorliegende Arbeit wird nun, in der Hauptsache an Charlier anschließend, 
die dynamische Stabilität einer Klasse singulärer Bahnkurven untersuchen, nämlich 
der konfokalen Ellipsen, deren Brennpunkte mit den attrahierenden Massen zu- 
sammenfallen. 

Unter „dynamischer“ Stabilität wird die ,,ogzillierende‘ im Sinne Philipp 
Franks*) verstanden: 

„Eine Bahnkurve heißt von einem Punkte P aus oszillierend stabil, wenn 
sich ein positives € so angeben läßt, daß bei Änderung der Geschwindigkeitsrichtung 
in P um einen Winkel |a| < e die neue Kurve die alte immer und immer wieder 
schneidet“. 

Diese Schnittpunkte sind die sogenannten konjugierten kinetischen Brenn- 
punkte der Variationsrechnung, und es ist unsere Aufgabe, mit den Methoden dieser 
Disziplin die Frage nach der Existenz konjugierter Punkte zu entscheiden. 


I. 
Die Gleichungen 
xr? y? | x? y? 
re gp ni! 
definieren zusammen mit den Ungleichungen 
(2) —bSvStbSp<o. 


1) M. J. A. Serret. Thèse sur le mouvement d'un point matériel. Journal de mathématiques 
XIII, S. 17 ff. 

*) Leo Koenigsberger. De motu punkti versus duo fixa centra attracti. Diss. Berlin 1860. 

3) C. L. Charlier. Die Mechanik des Himmels I. Leipzig 1902. S. 117 ff. 

*) Ph. Frank. Ein Kriterium für die Stabilität eines materiellen Punktes. Monatshefte für 
Math. und Phys. 20, S. 171 ff, | 
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ein System konfokaler Ellipsen (# = konst.) und Hyperbeln (» = konst.). Be- 
zeichnen r bezw. r’ die Entfernungen eines Punktes P von den Brennpunkten, 
so sind 

(3) u = mE y=" (siehe Figur 4) 
die elliptischen Koordinaten des Punktes P, durch deren Einführung das Problem 
auf Quadraturen zurückgeführt werden kann. Aus (1) und (3) folgt 


(4) A 
y= +5 VUE — A) 


Zu jedem Wertepaar (u, ») gehören 2 be- 
züglich der z-Achse symmetrisch liegende 
Punkte. 

Befinden sich die attrahierenden Massen 
g und g’, die stets positiv vorausgesetzt 
werden sollen, in den Brennpunkten z = +b 
und <= — b, so lauten die Differential- 
gleichungen der Bewegung in separierter 
Form !) 





a _ dv 
gl VM VNC) 
di 4435 | dy 


= —— 5 
Var) VE FO [vo = mane 4266) A) 
Die Energiekonstante h ist gegeben durch die Gleichung 


M(u) und N(») sind Polynome 4. Grades: 


M (u) = (u? —b2)(2hu? +2u(g + 8 )—A) 


2 
(6) p—-2% —_§ ___ 8. 


wo v die Geschwindigkeit bedeutet. In die Definitionsgleichung für die Konstante 
A geht auch die Richtung der Geschwindigkeit ein; es ist 








2 EN 2 
0) — Ace out c£) TR 
"9 __ 42 2 

a en (=) 


A muß den Ungleichungen 
(7a) 2hy* -2»(g —g)zm Azm2hy? + 2u(g +6) 
für jedes Wertepaar (p, ») der Bahnkurve genügen. 


Bei der Untersuchung der Stabilität der ,,Koordinatenellipsen“ beschrünkenr —- 
wir uns zunächst auf eine bestimmte Kurve # = u,. Nun verlangt die Variations— - 
rechnung die Einordnung dieser Ellipse in eine einfach unendliche Schar von Bahn __ 


— — — — 





1) Die Gleichungen (5) und (ba) werden bei Serret und Charlier abgeleitet. 
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kurven, die, wegen der Definition der oszillierenden Stabilität, mit gleichem Betrage, 
aber mit von Kurve zu Kurve verschiedener Richtung der Anfangsgeschwindigkeit 
durch einen festen Punkt (9, v,) hindurchgehen müssen. Dann ist hk eine univer- 
selle Konstante und zwar negativ, weil der Massenpunkt dauernd im Endlichen 
verbleibt!); A ist der Scharparameter. Es fragt sich: Kann aus einer der bekannten 
Bewegungsformen eine solche Schar hergestellt werden, die fir einen bestimmten 
Wert des Parameters A die gewünschte singuläre Kurve enthält ? 
Die Polynome M und N haben die Wurzeln 


M:—b, +b, "Y= "gi, tan YET EP 2A 


(8) n 2h (hy = —h). 
N:—b, +b, 52 88 4 I yi yp 348 
co 0 2h, - 2h 1 


Wird dann vorausgesetzt, daB r, > r, > b sei und ferner das Intervall der Variablen 
» durch o, und o, nicht beeinfluBt werde, so verbleibt die Bahnkurve innerhalb 
des von den Ellipsen # =r, und “=r, eingeschlossenen Ringgebiets ?). Die 
Wurzeln o, und o, müssen dann, wenn sie reell sind, beide außerhalb des Intervalls 
—b= v< +b liegen. (Entweder 0, > 0, > b oder 03 < o, « — b). Oder aber 
sie sind konjugiert komplex. Nur dieser Fall führt auf neue Ergebnisse, und wir 
setzen fest: 


M(u) hat 4 reelle Wurzeln: „> uznr>b> —b 


N(») bat 2 reelle Wurzeln: —b= »=S +5; a 5 ed +3, VIA = — Ih, — (g —g y, 
wo h, = — h gesetzt ist. h,> 0. 
Wir erhalten nun in der Tat eine Koordinatenellipse, wenn r, und r, gegeneinander 
gehen. Für # = 0 haben wir 
A = —2h, u$ + 2no(g + 8’). 
(e+e) -Etg 
2h, = 77 erfüllt. | 

Die Differentialgleichung der Bahnkurven fihrt auf elliptische Integrale 

erster Gattung. Wir bringen diese auf die Normalform von Legendre mittels einer 


linearen Transformation der Variablen x bezw. », die z. B. bei Weierstraß ausführ- 
lich angegeben ist). Ferner führen wir eine neue unabhängige Variable u ein 


9) 





Diese Gleichung wird durch A = und fo 


und setzen 
(10) dp dv dy. 
VM YN 
Wir nehmen im Anfangszustande der Bewegung u — 0 und ES 0 an; dann wird 
* " v 
* du > dy 
11 COL = — = 
(41) / yn J yn 


1) Siehe bei Charlier. 
2) Siehe Charlier: „Die Mechanik des Himmels“, die unter I, c diskutierte Bewegungsform. 
3) K. Weierstraß, Gesammelte Werke VI., S. 177 f, Berlin 1916. 
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Führen wir die lineare Transformation aus und beachten hierbei die Festsetzungen 
(9) sowie die Tatsache, daB der Koeffizient der 4. Potenz beider Polynome negativ 
ist, 80 sind wir in der Lage, die elliptischen Integrale umzukehren, und wir erhalten 
dann die Gleichungen der Kurvenschar in der Parameterform [u = u(u, A), 
y = »(u, A)]: 
= B (r1 +r;) +5 (r3 — 73) d us Sim) 
b(cnw +n) 

— (4+7enw)’ 
Die überstrichenen Größen beziehen sich auf das Polynom N; d. h. auf die Variable 
r. Die Konstanten m, n, x bezw. m, n, x sind durch die Wurzeln von M(u) bezw. 
N(») gegeben. In ihnen ist der Scharparameter enthalten. 

u, und u, sind Integrationskonstanten; sie müssen voneinander verschieden 
angenommen werden, weil sonst eine Festlegung des Anfangszustandes der Be- 
wegung unmöglich wäre. 


[ sve = sn(m(u + ug), x) 
(12) wo (12a) 


enw = cn(m(u + ug), x). 


IT. 


Die Gleichungen (12) gestatten nun die unmittelbare Anwendung der Varia- 
tionsrechnung. Die dem Parameter A, entsprechende Kurve der Schar: u = u(u, A), 
y = »(u, A) ist bekanntlich, von dem gemeinsamen Punkte (4, »,)(u = 0) aus 


gerechnet, solange Extremale des Aktionsintegrals: f VU +hds, als die Funk- 
tionaldeterminante | 


(13) A(t, Alaa, = | Mr A 
| Vus VA | 4= 4, 

von 0 verschieden ist. Hat die Gleichung 4 = 0 auBer u = 0 noch andere Lösungen, 
so liefern diese die konjugierten kinetischen Brennpunkte. 

Für die Ableitungen nach dem Scharparameter A führen wir folgende Be- 
zeichnung ein 

d dn 
(14) . ia 17a) = Gin); ii" USW. 
Aus (12) und (13) folgt zunächst 


| m(ry —rg)(1—n?)sn'w — [(ry— r,)* (snw(4 -- n?)4; 
— n(4 + sn*w)) | 





—b 
(15) A = 014 nenen2lA L z enin + (r4 — rg)(sn*w .(1— n) 7 
2(1 —nsnwy (1 +ncnw) — n* cni wy) 
m(1 — n*)en'w [(1 — n?)en*w + n* sn?w] 
Hierin bedeutet sn’w = dsnw . 
dw 


Zur weiteren Berechnung der Determinante (15) brauchen wir die Additions- 
theoreme der elliptischen Funktionen snv, env und benutzen die Abkürzungen 
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[7 (mu, x) = $; (snw) = sn(mug, x) = So; sn(mu,x) = 58; sn (Rug x) = Sp, 
u=0 

(46) cn (mu, x) = c; cn (mug, x) = Co; cn (mu, x) = c; cn (mug, x) = Co 

dn(mu, x) — d; dn (mug, x) = do; dn(mu, x) —d,; dn(mus x) = do, 


so daB die mit dem Index 0 versehenen GrôBen Konstanten sind. 
Dann folgt aus (12) 


(47) So = n(ry — ra) +20 — (ra tre), = Lo (on + %) 
ry — ry + n(2ug — ry — r4) ' ° (b + nv) 
Bezüglich des Wertes u, ist folgendes zu bemerken: Jede Kurve der Schar 
verbleibt innerhalb des von 2 Ellipsen abgegrenzten Gebietes, deren große Halb- 


achsen r, und 7, Funktionen des Scharparameters sind. Nur der Wert py = BE 
1 








kann daher universell für die ganze Schar sein, und aus (17) ergibt sich 


gg 
18 So = 7; = . 
(18) 0 Po 2h, 





Trotzdem werden im folgenden So, cy dy, der Symmetrie wegen beibehalten. 

Die Bestimmung der Ausdrücke sn*w, cn*w erfordert einige Vorbereitungen; 
denn die Funktionen s usw. enthalten den Scharparameter nicht nur in dem Faktor 
m des Arguments, sondern auch in dem Modul. Es wird 


6 sn(mu, x) 

Ox s. 
Die partiellen Ableitungen der elliptischen Funktionen Jacobis nach dem Modul 
sind von Cayley !) angegeben worden: 


Ó sn 9 venedne x _ E(v)enedne 


(19) s*= a (sn (mu, x)) = m*u aan (sn(mu, x)) + 














— —— t 2 2 
5x 7 t SN VU .cn?o — và ) 
Ocnv vanvdne X 9 E(v)snvdnv 
(20) Ox oe ee . CNY ar 
pire = vdnv tus 7, E(v)snvenv, 


wo E(v) = / dnivdw. 
/ 


Wir übergehen die Zwischenrechnungen, setzen 


(21) E(mu) — 
führen die Funktionen 
f(u) = 1 — ss l(u) = doc? + dosas? (d? + x’2) — 2sycyscd 


(22) g(u) = cCodos + Socd r(u) = cd + x ststcd + 2x%s,cod9s 
y(u) = coc — Sodosd Au) = sodod(c s? — c* — x'*s8 52) + cosc(s?d® — cà) 
x(u) = dyd — x*sqc9sc V E(u) = — dgsd — x*s2dgs*d + 2x* sqcgs?c 


1) 4. Cayley: An elementary treatise on elliptic functions. Cambridge 1876. 

3) Die Formeln (20) werden z. B. benutzt von: L. Koschmieder, Anwendung der elliptischen 
Funktionen auf die Bestimmung konjugierter Punkte bei Problemen der Variationsrechnung. Diss. 
Breslau 1913. 


Journal für Mathematik. Bd.155. Heft 3. 24 
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ein und erhalten schlieBlich 


m(ry — r4)(1 — n*jx? y(u)g(u) 2x (rs — ra) [(4 + n*) e(u) f (u) | 
— n(g*(u) + f*(u))] 
+ (r4 — 79) (1 — n?) [(ux ?(223 m* + m #7] 
— Ex) plu) x(a) + 224% cys L(u) 
+ 24842568 (u) 4-22 x" (eode + déco) s f(u) | 





(23) = 9n*(r — rq) etx? p(n) 
A=Q. m4 RM g(u) g(u) (1 — n3) [ur 33 m* + mer) 5 
— Ex) p(u)x(u) — 5 A (u) 
— 2327255 E(u) 
— 2x*x(ct c — 5,d%sd) f (u) 
— 2n* a xà OF (u) ; 
WO 
b 
23a) Q=-_____________________—. 
| 4x3 x3 ar — nsnwy* (1 + n enwoy f*(u) f*(u) 
III. 
1. E 
Aus der allgemeinen Kurve der Schar (12) geht, wie bereits erwähnt, die Koor- 
dinatenellipse u = w= E s hervor, wenn der Scharparameter A den Wert 
1 
4 €T 8PF , n 
Ag, = Bs annimmt. 


Die Funktionaldeterminante A(u, A), die für die Untersuchung der dyna- 
mischen Stabilität maßgebend ist, ist in (23) angegeben. An ihr ist nunmehr, vgl. 


_(8+8) LL … ; 
(13), der Grenzübergang A > A, = Dh (7, 272) auszuführen und dann zu 
1 


entscheiden, ob und durch welche Werte von u die Gleichung 
lim 4 =0 erfüllt wird. 


Zunächst müssen wir die Konstanten m, x usw. nach den bei Weierstraß ange- 
gebenen Formeln berechnen. Wir setzen 
A _,. _gte _ . g—g 
(24) 2h, ^ Ho = 2h, = 0, 2h 
Vo FF Labo; Vy thse = 5 
und erhalten 


=a 





y +04 — 2 ab? — o(y — BR), 2a? —» —b$3 —o. 











x oe — ; n= == 
2b?(a? — y) 2aya® — y 
" n-iyak[/y—5 —35y8—; + Vy = + 3y8—5] 
Ty 3... 
| ry atVe—y 
_, bà — Q29—y—U6, VAR VZ 


Prsewisinski, Die dynamische Stabilität der Bewegung eines Massenpunktes. 179 


Hieraus ergeben sich fir r, = 7, die Grenzwerte 
(a* y) 
x=0; n=0; m=Y2h,yy—b; lim [n*(r, —7)] = 3; 
lim [x2*(r, — re)] = 0 


ferner, da x = 0, 


(26) — 
lim [25 Sen] = 0 und wegen n = 0 nach (18) 
z=0 


So = 0, cg=d,=1. 
lim [(ry — r32)50*] = 2. lim [(ry —r3)c0] = lim [(71 —7) dq] = 0. 


fif. a? — b?° fmm f, 
Die überstrichenen Konstanten m, n, x usw. bleiben endlich. 
Wird nun an der Funktionaldeterminante (23) der Grenzübergang (r, = 72) 
vorgenommen, so wächst, während alles übrige endlich bleibt, der Summand 
m (1 — n*)(1 + n3) (ry — r;)* qu) x(u) e(u) Ku), 


— y* 
da (r,—7,)* = 
( 1 2) ya — y | 
Das vermeiden wir, wenn wir, vor Übergang zu dem Limes: r, — r,, die ganze 
Determinante mit (r, — r,) multiplizieren. 
Dann erhalten wir, vermóge (25) (26), 
(27) lim [ry — 73)4] 
= lim (459) 2m (1 — n* yx? p(w) x(u) qlu) Au) lim Un — 7) (rs —72)*] = 0. 
Nach (23a) ist lim (x*Q) endlich. Es ist f(u) — 1; 9g(u) = s — sn (mu, 0) 
x=0 
= sin (mu). 
Die Gleichungen g(u) = 0 und y(u) = 0 ergeben » = 0, d. h. die Librations- 
grenzen von ». MaBgebend für die dynamische Stabilität bleibt also nur die Be- 
dingung | 
(28) sin(mu)=0; u=(, = 2n usw. 
m' m 
Der Grenzübergang r, = 7, erfordert noch eine Ergänzung. Die Gleichungen 


, über alle Grenzen. 





der Kurvenschar waren unter der Voraussetzung: (££) > 0 aufgestellt, und 
0 


fiir die Koordinatenellipse ist ja cu = 0. Sämtliche Kurven y gr 
der Schar oe > 0 gehen durch den festen Punkt (fo, vo) 
M "Ho 


und liegen, wenigstens im Anfange der Bewegung, in dem 
schraffierten Gebiet (Fig. 2). Der Scharparameter À ent- 
hält (vgl. (7)) &. bzw. », nur quadratisch und nimmt für x 
io = 0 den größten Wert an. 

Es fragt sich: Wie gestalten sich die Verhältnisse, 


wenn man die Schar (25) < 0, die in dem nicht schraf- 
u=0 
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fierten Winkelraume liegt, zugrunde legt und dann den Limes der neuen Deter- 
minante berechnet ? 


Nun ist aber offenbar, wenn - dn _ _ av und », > 0 genommen werden, 

VM VN 
in allen Formeln, die sich auf u beziehen, u durch — u zu ersetzen. Die Bedin- 
gung für die konjugierten Punkte wird dann, wie leicht zu ersehen: sin (— mu) — 0 


und sagt dasselbe aus wie (28). Immerhin ist die singuläre Extremale y, erst 


dann wirklich in eine Schar eingebettet, wenn die Kurven: du < 0- mit hinzu- — 


^d» 
genommen werden. 
2. 
Aus (12) ergibt sich als Gleichung der Bahnkurve für r, — r, 
a9) ete, 0,1 M9, sis, En mei 





PET’ "TTA- RAR + nnd) 

Die Koordinaten der konjugierten kinetischen Brennpunkte ergeben sich aus (29 8) 

durch Einsetzen der Werte: u = 0, - usw. in die Funktionen $ = sn (mu, x), c, disi 
Hier ist nun von entscheidender Bedeutung die Frage: Kann es der Fa _all 


sein, daß die Argumente T z usw. ganze Vielfache des vollständigen Integral A |; 


1. Gattung K = -/ 7 de — sind oder wenigstens in einem möglichst eirmw- n 
V1— x? sin? 


fachen rationalen Verhältnis zu dieser Größe stehen, und wann tritt dieser Fall eit—aarn ? 
Nach (24) bis (26) wird für r, = ra (d? — y) 


m A 

0) m V: — 2x? 
Die Entwickelung des letzten Ausdruckes nach positiven Potenzen von x? be- 
ginnt mit den Gliedern 

(31) "LAE B LE SLE. 
Andererseits gilt bekanntlich die Reihendarstellung 

— x x* 9 _, B 

(32) K=S(1+ 7 404% 4e). 

Es ist also u 

(33) n > OK, 

m= 


wo das Gleichheitszeichen für x — 0 zu nehmen ist. x? liegt zwischen de 
Grenzen 0 und J Wie aus der Fig. 3 zu ersehen, gibt es für jede possa tive 


Zahl a. 2 einen und nur einen Wert x*, der die Gleichung 
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(34) T — aK 


erfüllt. Für einen bestimmt gewählten Wert von a 
kann das zugehórige x? durch Interpolation gefunden 
werden. So ergeben sich z. B., nach den Tafeln von 
Legendre, folgende Werte für die einfachsten Fille: 


6 7 | 


; 39 «x c < 39 D. h.: In dem Intervall 


5 
2 
9 a=3: 10 1 5 — ao 2. B. liegt ein be- 
* 1 32 32 
1 
2 
4 






stimmter Wert von x?, der 
: a7 c x3 - 2 S mn  D— 
' 72 72 | die Gleichung: - _ a) Ko 


28 29 | |... 
füllt. 
> 7g << ag | et 


Die Anzahl] der, bezüglich ihrer Lage auf der Ellipse, verschiedenen konjugierten 
Punkte steht in notwendigem Zusammenhang mit der Natur der Zahl a. Ist a 





Mine -— om _…—— 


e 
oR 
o 


irrational, so werden die elliptischen Funktionen, denen das Argument = t=aKt 


(t positiv und ganz) zuzuerteilen ist, für irgend 2 verschiedene v nie denselben 
Wert annehmen. Die Zahl der konjugierten Punkte wird unbeschränkt. Ist a 


dagegen rational (a = À ; a, und a, ganz), so kann die Zahl der verschie- 
2 
denen konjugierten Punkte unter Umständen sehr groB sein; sie ist aber stets an- 
gebbar. Die diophantische Gleichung 
mr — 
sagt für die rationalen Fälle aus: Der g-te konjugierte Punkt wird nach p Um- 


läufen erreicht und ist der Ausgangspunkt. (Denn für mu — 4K wird » = »,.) 
So folgt z. B. für die 4 oben angegebenen Werte von a 


l. a= > ; g=8 p=5 8 konjugierte Punkte 5 Umläufe 
2. a=3 , = À, p= 4 ” „ 3 ) 

3. a= + ; q = 8, p= 8 » » 7 » 

4. a= 4. — Alle Punkte fallen mit » = », zusammen. | 


Für diese Fälle wollen wir die Lage der konjugierten Punkte untersuchen. Wir 
setzen dabei : 
=g (a= 0), 


«1. h. gleiche Intensität der attrahierenden Massen voraus. 
Dann wird nach (17) und (25) 


2 _ 
(36) n= 0; P ET Go= — +; = +, VE. 


(38) 
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Wir nehmen an, der Massenpunkt bewege sich im Anfange in Richtung ab- 
nehmender z, dann ist 





u=0 
So > 0, da So = | . 
m dg 
Im Falle 2 erhalten wir zunüchst als Koordinaten der konjugierten Punkte 


b: — 6? — y 
(37) ^-- uli Va = — Vo, Vs — + Ho AT Va = Yo. 


Liegt der Ausgangspunkt im 1. Quadranten (», « 0, yo — 0), so bewegt sich der 
Massenpunkt gemäß der Annahme 5,> 0 entgegen dem Sinne des Ubrzeigers. 
Das Vorzeichen von », gibt den Quadranten an, in dem der betreffende konju- 
gierte Punkt liegt. », und », ebenso », und », liegen auf je einer Geraden durch 
den Nullpunkt (Fig. 4). 





Fig. 4. Fig. 5. 


Ist », = 0, dann sind die 4 Scheitel der Ellipse die konjugierten Punkte. 

Es ist |»| =, wenn > — ui-- wVYu+b ist. Ist s$— — u 
+ HoV u$ + 03, so werden die konjugierten Punkte durch die 4 Schnittpunkte 
der beiden Hyperbelzweige: », mit der Ellipse angegeben. 

Der Fall 1 liefert 8 konjugierte Punkte bei 5 Umläufen. 

Die elliptischen Funktionen erhalten hier das Árgument T und nehmen 


daher die Werte an: 


COUV. au EN y 
"(Deus eee: D. 
Die Koordinaten der konjugierten Punkte werden 


LLL Tha a2 1 u 
—V (6° + Ho Lye + u$) (» «[* ee + c) 


2 = 
y = oe Ye = HB 
' pa VE? + u$ + u$ + 98 SML 


Vs + à u Ui) (Ho i - V 93. b2 - +, p ) (%— -J la +% 44 E YD 


yg = — —— Ol —-- 5 = — 9 


uo Vb? tau ua + u$ 


V5 = — V1) Ve — — Va; y = — V3 Vg — Vo: 
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Es ist », 20, wenn SS — y + uo V 93 + pi ist. 
Die Fig. 5 zeigt die Lage der 8 Punkte unter den Annahmen: ; 


9?1 < 0. 
Je 2 Punkte (z. B. », und »,) liegen auf einer Geraden durch den Nullpunkt. 


Ist speziell », -| M b, dann liegen 4 konjugierte Punkte auf den Zweigen 


der Hyperbel |»,| = b [| .— — ^9 — — , die 4 anderen sind die Sch 
yp |l V- Fybs n sind die Scheitel der Ellipse. 

Die Zahlen in der Figur 6 haben 
folgende Bedeutung: Die obere bezieht 
sich auf den Fall », = 0, die mittlere 
auf », = +5, die untere auf », — — b. 

Interessant ist noch der Fall: 

v= — ub + uo VO? + d. 
Hier liegen die konjugierten Punkte auf 
den Scheiteln und auf den Zweigen der 
Hyperbel | »,|. 

Der Fall 3 liefert wieder 8 konju- 
gierte Punkte, aber bei 7 Umlüufen. Für 
die Koordinaten ergeben sich dieselben 
Werte wie im Falle 1 (38), nur in anderer 


Reihenfolge. In der Fig. 5 sind die Zahlen, die sich auf diesen Fall (a = 4) 


beziehen, in Klammern angegeben. 


Die Zahl a in (34) kann natürlich den Wert 4 überschreiten; nur schneidet 
dann die unendlich benachbarte Scharkurve die Ellipse erst nach dem ersten 
Umlauf. Die untersuchten einfachen Fälle wiederholen sich für höhere Werte von a. 
So sind z. B. die Falle a = 5, 7 dem Fall a = 3, die Falle a =<, ^. dem Falle a=? 
äquivalent. D. h. es ergeben sich dieselben Koordinaten der konjugierten Punkte, 


wenn auch die Reihenfolge von Fall zu Fall wechselt. | 
Ganz besonders einfach liegen die Verhältnisse für a = 6. Hier gibt es nur 





einen Punkt »,, da 2— z schon einen ganzen Vielfachen von 4K gleich ist. 


2? liegt zwischen den Werten > und 25- Ist noch g = g’, so wird », = — », Der 


konjugierte Punkt liegt auf der Geraden, die (ug, %)) mit dem Nullpunkt verbindet. 


3. 


Wir untersuchen die Sonderfülle g' = 0 und g = 0. Die Bahnkurve u = py 
wird zu einer Planetenellipse. 


Es sei zunächst g' = 0. 
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m _ _ b 
Aus (25), (26) folgt: — —1; #=0; A=— 
— 0 , 
Die elliptischen Funktionen S, €, d werden trigonometrisch. Die Konstante a 


in (34) wird 2. 


Aus (29) ergibt sich fir: mu = — zx — n vermöge (17) und (4) 
— (2b 46 + zo (ps + b?)) 
p + 0* + 2ba, 
als Abszisse des konjugierten Punktes. Eine einfache Rechnung bestütigt die be- 


kannte Eigenschaft der Planetenellipse: Der konjugierte Punkt liegt auf der Geraden, 
die den Ausgangspunkt mit dem zweiten Brennpunkte verbindet. 


Ist andererseits g’ + 0; g — 0, so wird nach (25), (26): 
g£ ie. 








(39) = 





und wir erhalten 
_ Abu — ze(u& + b?) 
n) Aare ’ 

Die Gerade, die die Punkte (jo, xj) und (ug, £) verbindet, geht durch den 
Brennpunkt z = + b hindurch. 

Wir hatten im Anfange der Untersuchung bemerkt, daß die Wurzeln p, und 
o, des Polynoms N reell sein können, hatten aber diese Fälle von vornherein aus- 
geschlossen. In der Tat sind hier, soll # = konst. sein, nur Planetenellipsen mög- 
lich: Für 0, < pa < b ist notwendig g = 0, für o, <oe, <—b g=0. 

Legendre hat für die Geschwindigkeit des Massenpunktes auf der Koordinaten- 
ellipse ein interessantes Theorem aufgestellt, das wir kurz anführen. Die Eli- 
mination von A, aus den Gleichungen: 


_8 4 8 


y? 
RE LE DE nr 


liefert 
„tm -r) | 8 (Mo t v) 
Lolo +?) — Bo( ito — *) 
Hierfür kónnen wir schreiben 
(41) D = Vig =o) + Vg-o 
D. h. Beschreibt der Massenpunkt ein und dieselbe Ellipse einmal infolge 


der Kraft =F, ein zweites Mal infolge der Kraft = und ein drittes Mal unter 





der Wirkung beider Krafte, so besteht für alle Bahnpunkte die Relation (41). 


4, 


Wir haben gesehen, daß die für die Art der Stabilität maBgebende Kon- 
stante a von dem Modul x abhängt. Wir fragen nach der mechanischen Bedeutung 
einer Änderung von x. Für gleiche Intensität der Massen war 
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_ b2 x"? 

"ours Ace 
Mit x wird auch u, geändert, und zwar wächst ug bei konstanter Anfangs- 
geschwindigkeit mit der Intensität g und nimmt ab bei Zunahme von vi, wenn g 


dg dvi 








unverändert bleibt. Das ist aus den Vorzeichen von dus und du sofort er- 
0 

sichtlich. 

Im allgemeinen Falle: g + g' liegen die Verhältnisse anders. Wird die Größe 
(42) e= TP? (s zwischen 0 und 1. e=—1,0, +1 für g=0,g=¢’,g = 0) 
eingeführt, so ergibt sich nach (25). 

p L.a— | _ 
2 — 2 — 21,72. . — 2\2 
(43) i = yz |: 233532 — al — 2x2) 
+y beet + Bert ad ep]. 
2 .,'2 
Durch x ist #, noch nicht bestimmt, sondern es geht ug von a gegen b?, 


wenn « von 0 gegen 1 geht. Es können, bei beliebiger Wahl des Moduls, nicht alle 
Ellipsen als Bahnkurven gewühlt werden, sondern die gróDte ist diejenige, für die 

= g' ist. Umgekehrt wird x geändert bei festem uy. Geht x? von 0 bis 
so geht e von 1 bis 0. | 


Natürlich können alle 3 Größen x?, e, u, gleichzeitig geändert werden, aber 
nur so, daß die Beziehung (43) bestehen bleibt. 


p? 


Wir wenden auf unser Problem das allgemeine Stabilitätskriterium von 
Ph. Frank!) an. Es besagt: Ist die kinetische Krümmung 


, — À e?U , ŒU 1 QU? QUA? 
N(5 9) TU +R plas *$y] u up | | 
auf einer Bahnkurve, von einem bestimmten Punkte an, dauernd negativ, so ist 
die Bahn oszillierend nicht stabil. Ist aber X(z,y), von einem Punkte an, stets 
größer als eine wesentlich positive Zahl, so ist die oszillierende Stabilität gesichert, ' 
wenn kein Punkt: U+h= 0 auf der Kurve liegt. U ist das Potential, h die 
Energiekonstante. 
Wir erhalten 


4 Re) = Vz el Een 


Ist also À = 0, so können, da g und g’ positiv vorausgesetzt werden, konjugierte 
Punkte nicht auftreten. Ist dagegen h = — A, < 0, so folgt insbesondere für die 
Koordinatenellipsen unter Anwendung von (42) 


W5) K(2, 9) = kp erg [I + Se — el +3 phy) — P (1 — e. 


1) Ph. Frank. Vgl. S. 173. | 
Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 3. 25 
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Die Untersuchung des Zählers hinsichtlich seines Vorzeichens im Intervall: 
2b 

pi + 2+ . §2 

b? bu 

und, sobald pj > T4 auch für |e| < —— ni B die Entscheidung, dab 
konjugierte Punkte vorhanden sein müssen. Es versagt, wenn gleichzeitig 
lel < s und u$ « IC ; denn dann ist K(z, y) längs einer Bahn- 
kurve abwechselnd positiv und negativ. Ist e = O(g = g’), so werden alle Bahnen: 
u > 25° als oszillierend stabil erwiesen. Ist € = + 1, so ist K(z,y) eo ipso 
positiv, und die Stabilität der Planetenellipsen wird evident. 


—bz»z-bergbt: Das Kriterium von Frank liefert für |e| > 





5. 
Für die dynamische Stabilitát der Koordinatenellipsen spielt die Gleichung 


(34): T " = aK eine entscheidende Rolle insofern, als die Anzahl der, hinsichtlich 


ihrer Lage, voneinander verschiedenen konjugierten Punkte durchaus davon ab- 
hängt, ob die Zahl a rational ist oder nicht. Diese Tatsache ist keine zufällige, 
sondern hat eine wesentliche mechanische Bedeutung. 

Die Koordinaten 4, » variieren bei der allgemeinen Bahnkurve (12) zwischen 
festen Schranken (u zwischen 7, und r,, v zwischen — b und +5). Wir erstrecken 
die in (5) auftretenden Integrale über den ganzen Bereich der betreffenden Variablen 
und erhalten die MD Elementarperioden 


+6 fs 
du 
4 = ; = ; C —- = ; 
(46) a) Sin ya 019; D) NE Wee |J VM 011 
d ^ vid @ 
) a VN 21 
Durch die in I benutzte Transformation wird 
2K 2K 
(47) O12 — a 5 Wg = i 
und für r, =r, 
. z 
(48) lim (M12) = m 
Wird nun 5 rational, d. h. von der Form 2 = Ze angenommen (d, und a, po- 
1 
sitive, ganze Zahlen), so wird nach (47), (48) und (34) 
(49) (12 ay — (059 A, = 0 . 


Diese Gleichung findet ihre Erklärung durch die Theorie der „bedingt periodischen 
Bewegungen“. Charlier hat diese auf die allgemeinen Bewegungsformen angewandt, 
die sich bei der Attraktion eines Massenpunktes nach 2 festen Zentren ergeben. 
Die Bahnkurve, die innerhalb des von den beiden konfokalen Ellipsen einge- 
schlossenen Gebietes verbleibt, erfüllt dieses im allgemeinen „überall dicht“. Es 
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kann jedoch der Fall eintreten, daß der Massenpunkt eine geschlossene Kurve 
beschreibt. Dann ist erstens die Bedingung (49) erfüllt; zweitens ist die Bewegung 
zeitlich periodisch nach der Periode 
(50) AT = 24,01, — 2a x. 

Die Elementarperioden sind Funktionen der Konstanten k und A. Wird eine der- 
selben, etwa h, festgehalten, so kann (49) erfüllt werden durch eine unendliche Reihe 
diskreter Werte von A. Diese Fälle bilden eine abzählbare Menge. Degeneriert 
nun der Bereich der Bahnkurve, indem r, und r, gegeneinander gehen, und damit 





notwendig auch diese selbst in eine Koordinatenellipse, so wird T =| 


und (49) kann durch eine unendliche Reihe diskreter Werte von x befriedigt werden. 

Die Bahnkurve kann also sehr wohl eine Koordinatenellipse sein, ohne da8 
die variable Koordinate » eine periodische Funktion der Zeit ist. Ist z. B. g = g’, 
so ändert sich, wie wir gesehen haben, der Modul nur dann, wenn von einer Ellipse 
zu einer anderen übergegangen wird. In diesem Falle gibt es eine unendliche, aber 
abzählbare Menge von konfokalen Ellipsen, für die » zeitlich periodisch ist. Da- 
zwischen aber liegen die nicht periodischen Bahnen, die zusammen eine nicht 
abzählbare Menge bilden. 

Für den Fall g’ = 0 berechnen wir zum Schlusse die Periode. 

Es wird: *=0; m=m a,=a,=1. 

on 





Also: o4 — m 
LP foot Qo yay cp e| Era ce 
Doi m En cos oy: ^9 m — 2h y ui —b =| Pa po — 6? . 
Und es ergibt sich 
2 LAIT , 


also das dritte Keplersche Gesetz: Das Quadrat der Umlaufzeit ist dem Kubus der 
groBen Halbachse proportional. 


Herr Geheimrat Professor Dr. Adolf Kneser hat mir die Bearbeitung dieses 
Problems empfohlen. Für das groBe Interesse, das er dem Fortgange meiner Unter- 
suchungen entgegenbrachte, und für die Ratschläge, die er mir gegeben, spreche 
ich ibm an dieser Stelle meinen verbindlichsten Dank aus. 


(8 
or 
+ 
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Uber eine Heinesche Potentialaufgabe. 
Von Prof. Dr. Bigler in St. Gallen. 


Heine behandelt im zweiten Bande der zweiten Auflage seines Handbuches 
über Kugelfunktionen § 21, S. 55—60 folgende Potentialaufgabe: ,,Zwei Kugel- 
flächen liegen um den Ursprung, eine äuBere mit dem Radius a und eine innere 
mit dem Radius 5; die Massen liegen außerhalb der äußeren und innerhalb der 
inneren Fläche; der Raum zwischen beiden ist leer. Man verlangt das Potential V 
aller Massen in Bezug auf einen Punkt (x, y, z) des leeren Raumes, wenn es auf der 
äußeren Fläche durch f(n,®) und auf der inneren Fläche durch g(n,w) darge- 
stellt ist". Auf Seite 58, $ 21 sagt Heine folgendes: „Ein besonderes Interesse 
kommt, wie sich in $ 29 zeigen wird, dem Falle zu, in welchem die gegebenen Funk- 
tionen (7, y) und f,(0, y) die reziproken Entfernungen T, und T, eines beliebig 
gegebenen festen Punktes (Pol) von den Punkten (0, v) sind, welche auf den Kugel- 
flächen r = ry und r = r, liegen, zumal wenn dieser feste Punkt sich in dem Raume 
befindet, der von den beiden Flächen eingeschlossen wird“. — Auf Seite 60 gibt 
nun Heine für das Potential eines Punktes im leeren Zwischenraum einen Ausdruck 
in elliptischen Funktionen an, von dem er sagt, daß ihn auch Mehler in seiner 
" Arbeit: „Zur Verteilung der Elektrizität im leitenden Körper, Jahresbericht des 
Elbinger Gymnasiums, Ostern 1879“, durch ein ganz verschiedenes Verfahren in 
derselben Form gefunden habe. Diese Darstellung des Potentials durch elliptische 
Funktionen enthält einen schweren Irrtum, der bis jetzt nicht aufgedeckt worden 
ist. Läßt man den Bezugspunkt dem Pole sich nähern in einer ganz beliebigen 
— — i über, wird also 
in derselben Árt unendlich wie der reziproke Wert des Abstandes. Es ist gar nicht 
zu erraten, auf welche Art das Potential von Massen, die außerhalb der äußern 
und innerhalb der innern Kugelfläche liegen, in einem einzigen Punkte des leeren 
Zwischenraumes unendlich groB werden kónnte. Heine sagt kein Wort über 
den in der Lósung liegenden Widerspruch. Es ist unmóglich zu sagen, es sei 

= — (rà —2rccosz --c) ^ die Lösung der Aufgabe, weil dann für beide 
Kugelflächen die den gegebenen entgegengesetzte Potentialbelegung herauskäme. 
Man könnte nur sagen, es sei unmöglich, endliche Massen außerhalb der äußeren 
Fläche und innerhalb der inneren so zu verteilen, daß für beide Flächen die ge- 
gebenen Potentialbelegungen herauskommen. Der Fehler, den Heine (und wahr- 


Richtung, so geht die Heinesche Potentialfunktion in 
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scheinlich auch Herr Mehler) begangen hat bei der Ableitung seines Potential- 
ausdruckes in elliptischen Funktionen, liegt in der Anwendung divergenter Reihen, 
welche aus der Spaltung zweier Summen, von denen jede fir sich konvergiert, 
in 5 getrennte Summen, von denen jeweils zwei divergieren, hervorgegangen 
sind. Prof. Schläfti hat in seinen Vorlesungen über das Potential an der Hoch- 
schule Bern auf diesen Irrtum Heines aufmerksam gemacht, und ich benutze bei 
meiner Arbeit meine Kollegienhefte, die aus diesen Vorlesungen hervorgegangen 
sind. Ich will zuerst den Irrtum Heines aufdecken und dann, wie mir scheint, 
eine naturgemäße Lösung der Aufgabe an die Stelle der Heineschen Lösung setzen 
mit Hilfe von Pol und Gegenpol. Merkwürdig ist, daß Heine dieses vortreffliche 
Hilfsmittel hier nicht anwendete, das er doch in $ 30 seines Handbuches 
beschreibt. — 

Der Radius der äußern Kugel sei a und derjenige der innern b, der Raum 
zwischen beiden Kugelflächen ist leer; der Pol, der in diesem leeren Raume liegt, 
habe die Polarkoordinaten (c, a, B), also b <c < a; der Bezugspunkt P, der eben- 
falls in diesem leeren Raume liegt, habe die Koordinate (r, 0, y); Punkte auf den 
beiden Kugelflächen sollen mit (a, 7, w) und (b, n, w) bezeichnet werden. Ist ¢ der 
Winkel, den die Strahlen vom Ursprunge nach den Punkten (a, n, w) und (c, a, B) 
miteinander bilden, so hat man cos ¢ = cosa cos 7 + sin a sin 7 cos (o — a); 
sind P, und P, die Potentialbelegungen der beiden Kugelflächen, so hat man 

P = (a? — 2accos¢ + c; P = (D? —2bccos £ + ay; 


und 
n—0 (q^ n = 00 b" 1 
Py = genu P” (cos b) Py= 2 anP (cos ¢) 
sind ihre Entwicklungen nach Laplaceschen Funktionen. Setzt man noch 
a=e"; b=e; c=e; r=e; m=2n-+i1, 
so ist 
L Ver. V(r, 0, y) 
m m 
[mes I (0 — 8) omo MS (ae) 
= Z' le 2 — P" (cost) +e ? — P" (cos £) 
n=0 m m 
_ iin (a — B) fin (a — 8) 


der Heinesche Potentialausdruck (Seite 59, § 21). Wenn u positiv sehr groß ist,, 


so kann man cof u und fin u annähernd durch ie darstellen, und fir eine 


groBe, positive Zahl m sind daher die beiden Brüche 


fin + (e — 8) mg lity (a—e) 
—m. . uude" — 
fin (a — B) fin (a — p) 


"m 
c * (a—) 


* WE 
annühernd gleich (3) und (2 , wo b<c<a;b<r<a; beachtet man 
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noch, daß der absolute Wert von P" (cos C) die Zahl 1 nicht überschreitet, so 
konvergieren die beiden Summen in der Gleichung I wie 


‘= (22) P" (cos €) und si (=) pr (cos ¢). 


Um nun von hier aus die Form mit den elliptischen Funktionen zu erhalten, 
wollen wir Heines Rate folgen und die obigen zwei Summen in 5 getrennte Summen 
spalten. Bs ist 


e ‘fin 5 Y = cof 7^ = fin T — fin Z 7» = fin =" 5 fin ; xy) 


tig ey tej Mens bat ec; 
setzt man hier 
T=a—y; y=o—f, so ist tr+y=a—B—y+eo;, t—-y=a+B—y—e@; 
und fiir 

x=y— Bp; y=a—e hat man 

a+y=a—B+ty—e; t-y=yte—a—p=—(at+p—y—e); 
wenn nun abkiirzend 

é=-a—B—y+eo; &£=a—Bty—e, &—actB—y—o 


gesetzt wird, so ist 
) m m 1 m 1 m 
fin D (9 — p) = 5 fin ™ 4 — tote 


und 


"8 1 1 1 1 
e 2° fin y (a — e) = 5 fin 77 bo +5 fin F Es — Cf ba + col bs 


und fiir das Potential V ergibt sich der Ausdruck 











11. Ver V(r, 0, y) 
= sy PM" (cose) 1 fin m & + fin m £ — cof m & — cof m &, + 2 cof 55]. 
a=0. m 2 2 2 2 2 2 
fin 9 (a mm p) 
| z 
Wenn q —e-(9—5 = » gesetzt wird, so ist E - _ 19 =; die Sum- 
a m 1-4 
fin (a — B) 


suation geschieht nun mittels der Dirichletschen Integralform für P* (cos 7) und 
der Formel 


CE 


nie og mnu Kk 
ag au 773a 


wid die erste. der biden Gleichungen 


S(—tu); (S(u) = sin am u); 


+6 
dp \ sin 27 dp 
T 1 (2) OF 
V 2(cos p — cost) a 


« (1. > mm 
4, hist) V 2(cos v — cos £) 
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mit fin » & und die zweite mit icoj 7; & multipliziert und addiert, so folgt 


fin — € T^ UE 

2 a 041. 2q? m , d 
- PX(cos 0) = — ren 
77$ 


wo R=Y2(cos 9 — cos C) ist; 
wird ferner die erste der beiden Gleichungen 
2n—6 2n—i 


. mo mq 
sin —- dg cos —— dg 
(3) Pena 4. f Aa (4) ont. f 2 


7 V2(cos  — cos gp) 7 V2(cos £ — cos p) 


= > 


fin (a — 8) 





mit cof = £ und die zweite mit (— i fin > &) multipliziert und addiert, so er- 
hält man 
cof 5 & 


2n—i m 
2 


1 2 . d 
—— — — - P*(cos ¢) -à] TL fin  (£+ip) SF, 
m Um 1—gq 2 R 
fin *y (a — B) : 
wo R'-—y2(cos í — cos p) ist. 
Wendet man nun die oben angegebene Summenformel auf die 5 Summen der 
Gleichung II an, so erhált man die Heinesche Form des Potentials in den elliptischen 


Funktionen 


. +6 
m Ver. Y v) = f [—5( (o + it) SCH +i89)] 2 


. —$ 
2n —6 


^4, Kk K K K d 
ta SW +i8)) (5 (oit) 5 6 +) F- 
6 

Dieser Ausdruck stimmt mit demjenigen Heines Seite 60, Z. 7/8 überein, denn bei 
ihm sind . 

K K K K 

u = — (? +16); us = — (p tih Me, (p — 163); us — (p T tés), 
nur hat er nicht gesehen, daß 
iK. pF dy 
or h. J (Su) + S(us)) SP — 0 ist und 
—s 


2n—6 2n—4 

K dp K dg 

ml (Sa) + SW) Fr = a f Seul Fr 
6 





Von seinen zwei Argumenten u, und ug ist eines überflüssig, 


Berechnung des Unstetigkeitstermes im Ausdrucke III. 


1. Der Bezugspunkt P(r, 0, v) nähere sich dem Pole (c, a, B) auf der Kugel- 
fläche r — c. Wenn o = a ist, so hat £, seinen kleinsten Wert — (y — f) und, 
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wenn o = f, seinen größten (a — y); weil y zwischen a und f gegeben ist, so kann 
&, die Werte — (a — B) und (a — f) nicht erreichen. Dagegen bleiben ¢, und ¢, 
stets positiv und bekommen, wenn 9 = y wird, den gemeinschaftlichen Wert 


iK iK iK 
(a— B). Dann ist & —a-4- f—2y; 4-0 &=— (a—B)-L 


1 
ks(4.9) 


L 
—(a—5) in — . K . _ Kg _ 
(qq =e =e *), folglich s(— (p + i&)) = s(— + L) = , und 


der Ausdruck für V unter III geht über in 
Kr ‘ dp, 
cy —— | [kSC (v +i&))— ORA FR? &,=a+ß—2y; 
e 
= y 2(cos a — C08 9) 
nun bleibe r — c und der Bezugspunkt komme auf der Kugelfläche r = c dem 
fingierten Pole (c, a, B) sehr nahe; dann ist 7 positiv sehr klein und der Abstand 


beider Punkte kann auf (c£) geschätzt werden. AR’ = 2]/ (sin? 7 - — sin? 5) kann, 
so lange als œ noch klein genug ist, auf |/ @® — ¢* geschätzt werden; das Integral 


2n—4 
/ ks( (p + its) ) oe wird nicht unendlich groß, wenn 5 gegen Null hingeht; 


e 
> 


i 
ich muB diese Behauptung näher begründen. Das fragliche Integral kann durch 


iK A) à 
MC(T &)D | m 


6 
ersetzt werden; als obere Grenze wähle man einen Wert 6, der immer noch so 


klein ist, daß man 2 sin + durch 9 und S (49) durch “e ersetzen kann, 


fir den aber ; sehr groB ist. Den Nenner kann man durch 1 ersetzen; mit 


Weglassung eines konstanten Faktors hat man dann 


Ve E. V8 0/1 (5) 


was aber zugleich mit 6 verschwindet. Das fragliche Integral bleibt also endlich 


und kann weggelassen werden, wenn es sich nur um den Unstetigkeitsterm von 
à 

cV(r, 0, y) handelt. Dieser ist nun + PTE ; setzt man 9 = ——, 

7! g? — $i? cos u 





cos À — 5 , so ist der Ausdruck -2.1 = » da, also angenühert i weil 
mx à . 


0 
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4 


— sehr klein angenommen ist, und also A nahezu — 


3 der Unstetigkeitsterm von 


i ; 


cV ist also — 1 und derjenige von V somit — als ob der Pol (c, a, p) 


c zb 
nicht nur fingiert, sondern ein wirklicher Massenpunkt mit der Masse (— 1) ware. 
Und doch gilt in der Behandlung der zwischen beiden Kugelflächen enthaltene 


Raum als leer. Es genügt nicht, den Bezugspunkt P(r,0, y) dem Pole (c, a, ß) 
nur auf der Kugelfläche r = c zu nähern, sondern die Annäherung soll in einer 
beliebigen Richtung geschehen, damit man wisse, ob der Unstetigkeitsterm über- 
haupt 

y-—. i. 
Abstand 
sei oder nicht. 


2. Der Bezugspunkt (r, 0, y) nähere sich dem Pole (c, a, f) in einer beliebigen 
Richtung. 

i Kx 

7 





. iK L Kx . 
Wenn t = y — o, 80 sind — h=-L- ; uacLt: e sel 


ferner (der Kürze wegen) 


T(E) = IE) U() = eS SP) 
| 1 — STE) STE) CE > 


dann ist 


K 
Verv = Kf (T(E) + T) + À ef U) — U(&) — U(&)) SS. 
0 
i . 
Weil — ins (4. &;) = SCA) — musik és) = — ss , 80 ist 
(An (n 
T(&) + T(&) = 0 
und der erste Term im Ausdrucke für V fällt weg. Weil ferner 


so ist kC(L 4- x) D(L 4- x) = P 


und ändert sich nicht, wenn man x durch (— x) ersetzt. Der einfachste all- 
gemeine Ausdruck für das Potential ist daher 


Ver V(r, 9, 9) 
PCT OR o sey EN 
pes e) O8 sd | 
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 V3(cost — cos g)' 
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wo t=y—o; ,=a+ß—2y+rist. Um den Unstetigkeitsausdruck für 
einen beliebigen Zugang des Bezugspunktes zum Pole zu bekommen, nehme ich 
beide, £ und r als unendlich klein erster Ordnung an und als obere Grenze einen 


Wert ö von niedrigerer Ordnung als der = für den T und 2 sehr gro8 werden, 


der aber immer noch erlaubt, s(2)-* = + und 2(1— cos y) = g? zu setzen. 


Dann ist mit Vernachlässigung solcher Werte, die neben dem Ergebnisse nicht in 
Betracht kommen 
2 9 dg 
ey -— S. fuu, 
7t Pa g? + x Ver dá 

und wenn wy? = g? — ¢? und als obere Grenze (für w) 6 statt Vo? — [? gesetzt wird, 
so ist . m 
| cy = — 2 festus NELLE 1 arc tg 1 — 

w+ C24 2%. 7t VE +R yc + 


oder 
1 


VE + + À 
Der Pol sei mit A, der Bezugspunkt mit P und der Ursprung mit O bezeichnet; 
wegen des Winkels ¢ (= X AOP) kann r selbst als Projektion des Strahles OP. 
auf den Strahl OA gelten, also c —r — c(1 —e ") — cr als Projektion des Ab- 
standes AP auf OA. Die Projektion des Abstandes auf die Kugelfläche ist c; 
der Abstand AP selbst also cYi{? + 73. Der Unstetigkeitsterm ist daher 
1 
"= — Abstand ' 

von welcher Seite her auch P sich dem Pole nähern móge. In der Lósung der Po- 
tentialaufgabe ist ein Fehler enthalten. Wir untersuchen die 5 Summen der Glei- 
chung II auf ihre Convergenz und Divergenz. Mag o größer oder kleiner als y sein, 
so sind beide Ausdrücke (a — B — y -- o) und (a — p + y — à) immer positiv; 
für groBe positive Werte von m haben die 5 Brüche 

fin &ı fin > es cof 5 iz 


m om m m ’ m , 
fm (a—B) fm; («—5 fm (a—5 ful (a«—B fins (a— f) 
als auftretende Koeffizienten in diesen Summen angenähert die Werte 


GC». ©), Q. Oo. Qo. 


Ist nun 1. e > y, also r > c, so divergieren die erste und dritte Summe wie 


cV = — 


‘= = | (cos ¢), während die zweite und vierte Summe konvergieren wie 
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a=@ n=oo hin 
Z = P" (cos £) und die fünfte Summe konvergiert wie 2 ~~. P" (cos C); ist 


aber 2. o < y, also r < c, so divergieren die Summen 2 und 4, während die erste, 
dritte und fünfte Summe konvergieren. Der Fehler, den Heine begangen hat, 
liegt also in der Spaltung der zwei konvergenten Summen der Gleichung I in 
fünf andere, von denen je zwei divergieren und in der Anwendung der oben 
angegebenen Summenformel auf diese divergenten Reihen. Ein Ausgleich 
zwischen fin u und cof u, der sogleich die Konvergenz wieder herstellen würde, 
ist wegen der verschiedenen Intervalle (—¢ < g « C) und (¢ < 9 < 2x — C) 
der zwei Dirichletschen Integrale nicht môglich. 


Lösung der Heineschen Potentialaufgabe mittels Pol und Gegenpol. 


Beide Punkte, Pol und Gegenpol, liegen auf demselben Radius, der eine 
B innerhalb der Kugelfläche (5), der andere A außerhalb der Kugelfläche (a). 


Ihre Massen verhalten sich wie OB zum Radius a, gleichwie der Radius a zu OA; 
der Radius ist das geometrische Mittel zwischen den Abstünden der zwei Pole 
vom Mittelpunkte. Beide legen auf der Kugelfláche dasselbe Potential ab. Im 
Folgenden werden bei jedem Pole zwei Werte eingeklammert; der erste ist die 
Masse, der zweite ist der Abstand des Poles vom Mittelpunkte O. Der Radius, 
auf dem alle liegen, soll Achse heiBen (pos. Richtung). Die Poldistanzen 0 oder 
n werden alle von dieser Achse an gezühlt; die Azimute w werden gar nicht in 
Betracht kommen. Der im Zwischenraume befindliche fingierte Pol (1, c) soll 
herausgeschafft werden. Er legt auf der äußeren Fläche (a) dasselbe Potential 


ab, wie der äußere Pol A(-, ©) und auf der inneren Fläche (b) dasselbe wie 


2 | 
der innere Pol B=, 7) Aber nun hat À, auf der inneren Fläche (b) ein un- 


2 
gehóriges Potential abgelegt, das durch einen inneren Pol B ı(-- b p weg- 


geschafft wird; und B, hat auf der äuBern Flüche (a) ein ungehöriges Potential 
2 
abgelegt, das durch einen äußern Pol A,(— x qa) getilgt wird. Aber diese 
Pole B, und A, legen wieder auf der äußern, innern Fläche „negative Potentiale 
a^ b3 DX 

ab, die von den mit positiven Massen begabten Polen A, (&. bc! Be "iJ. B, ac =) 
getilgt werden. Und so fort ohne Ende. Man bekommt folgende allgemeine 
Ausdrücke für die Pole: 


a^ amc b" ore 
—— = 


Ass u ee) —): für m=1,2,3,. 


qm. T e; uw mis für m = 0 " 9 


NV penc? bic 7? "V a"c amc 


Es sei nun P(r, 0, y) ein Punkt im leeren Raume, also b <r <a, und in bezug 
auf denselben soll das Potential aller dieser Massen hergestellt werden. 
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1. Potential V2" aller Massenpunkte A,, 
(Die Punkte liegen außerhalb der Kugel (a)) 
gui 


n- dec 


m—0 1/. | git? "7 qim+2,2’ 
Vr- 2r - eng cos 0 +( ime) 
und die Entwicklung nach nee tionen gibt 
= bien + 13m 
Vi" = T "A P*(cos 0). 2 ax: 


Vi = 











gir*1 qe Dm 
hier ist aber 

m= 0D p(25* Dm an+1 

«zo qantim — girl l ji 
daher 


ve pr anti — pem 


2. Potential V?" aller Massenpunkte B,,. 
(Die Punkte B,„ liegen innerhalb der Kugel (b)) 


P" (cos 0); diese Summe konvergiert wie = (3) P" (cos 0). 








| b"! 
» "I a™c == p on » ere 
y —2r img 09 0+ (=) 
hier ist nun 
so D(n--1)w a?n+1 


aco gantim — qintl — piri? 
folglich ist 
m "== © (ab}?"+1 


„= GC per; P (cos 6). 


b 


> 


Die Reihe konvergiert wie 2 P" (cos 0) . 


(err 


3. Potential V"! aller Massenpunkte A,, , (für m = 4, 2,3,...). 
(Diese Punkte liegen auBerhalb der Kugel (a)) 


a" 
yen =" om ee -2.|- an wy bin). P"(cos o)| 
mul: ame ame? m=0 Dm n=1 amn+ Neat! ? 
|" —2r. pm C08 0 tm) 
oder 
"y "y (25 +1)m 
vn = E Z-4 "=; P" (cos 0) £ eel ; 

m- x p?» ! m ben +1 m= © mae p?! m= x pr Qn 1) b2n+1 | 

m l'atniilm = anti nel g(n—1) n 1) = a+ ed ar@n+1) — gin*1— pti ? 
somit 


A 
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n= 0o bin+ipn 


y?"—1 — _ a 
a n=0 cn ti(ain+1 —— b’r+1) 


- P"(cos 0) 
und konvergiert wie 
n=O / hop \n 
a (5) P* (cos 0). 
4. Potential aller Massenpunkte Bow, (für m = 1, 2,3,...). 
(Diese Punkte liegen innerhalb der Kugel (b)) 











b" 
——1.. m= 0 a" S p^ 5-9 p?mnqa 
TUE Aem (a. zur Pont); 
+ ( a?» ) 
"— N= o a > pnm $8— 00 bant+ien n 
yim — Z I-- S P"(cos 6) . E zn] =— 2 pagi — peu) P" (cos 0), 


N= © 2,9 
und konvergiert wie die Summe 2 (= . =) P"(cos 0). 


Das Gesamtpotential aller Massenpunkte ist daher 
V= vera 15” LV IL pee! oder 
"y o (cr)%*+1 + (ab)?r+1 __ b?n+1(rèn+1 + çcèn+1 ) p 
i, ery (ar pen) 
Dieser Ausdruck fiir das Potential stimmt mit der Heineschen Formel (hier unter 
Gleichung I) überein, wenn man dort a = 0, also © = 0 setzt; V hat im Zwischen- 


raum überall einen endlichen Wert, also auch im fingierten Pole (c, @, B). Für 
r=a oder r — b verwandelt sich der Ausdruck für V resp. in 


V(r,0, y) = (cos 0). 


R= 00 1 
n=0 zu )— Vc? — 2accos6 + a? 
n= © b^ 4 
P» P"(cos 0) = UG Tülseser ars? ; 
oeuf | Vc? — 2bccos 6 + b? 


also in die gegebenen Potontialbelegungen der zwei Flachen. 


Berechnung der Dichtigkeiten und der Massen auf den beiden Kugelflächen. 


Um die Dichtigkeiten der zwei Belegungen zu bestimmen, muB man sich 
diese allein vorhanden und die Hilfspole A und B (mit Zeigern), die nur dazu 
dienten, das Potential V, im Zwischenraume zu berechnen, weggeschafft denken. 
Bedeutet dann V, das Potential beider Belegungen im ganzen Raume außerhalb 
der äußeren Kugelfläche, V, dasjenige im ganzen von der inneren Fläche um- 
schlossenen Raume und setzt man 


n= © 


y= 2 Vi, wo Vi = 1 P (cos 6); y,- = V. wo V; = ii P" (cos 0) ist; 


ebenso sei k, die Dichtigkeit der Belegung der äußern Fläche und k, .die der 
innern, und setzt man 
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k — E 6; ky = 2 K; dann ist 

K- iL. VD für r — a und 

B= (Vi — V9 für r — b; es ist aber 
ne ET (rm i) P*(cos 6); (m = 2n +1) 
ve ETS (m — 5) Pto 0), folglich 

LIE E m0 

Kot Tei en] P"(cos 0). 


Die Reihen für k, und Kk, konvergieren nach Art geometrischer Reihen mit den 
b 


. c 
Quotienten a und c 


Die Gesamtmasse der àuBern belegten Kugelflache ist 
M, = f/f kyo; 


weil aber // P'(cos6)8 = O ist für n = 1.2,3...., so ist die Gesamtmasse 
a c—b 
Me ab 


Ebenso erhält man für die Gesamtmasse VW, der innern belegten Kugelfläche 
(b) den Wert 


ba—c 
M, = -- —— 
M ca—b 
und als Summe aller Massen beider belegten Kugelflachen 
==) 
{= M, f, eis — 1) 1. 


also gleich derjenigen des fingierten Poles. 
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Uber die Einzigkeit der beiden Fundamentalsätze - 
der elementaren Zahlentheorie. 
Von Helmut Hasse in Halle (Saale). 


Im Mittelpunkte der elementaren, mit den rationalen Zahlen beschäftigten 
Zahlentheorie steht einerseits der Satz von der eindeutigen Zerlegbarkeit in Prim- 
faktoren, andererseits das quadratische Reziprozitätsgesetz. Ich bezeichne diese 
beiden Sätze im folgenden als 7. und 2. Fundamentalsatz der elementaren Zahlen- 
theorie. Die nachstehenden Betrachtungen verfolgen den Zweck, diese beiden : 
Fundamentalsátze von einem hóheren Gesichtspunkt aus zu überschauen, der sie 
gewissen der Analysis entnommenen Begriffsbildungen unterordnet, und ihre 
Einzigkeit von diesem Standpunkt aus darzutun. 

Faßt man die in dem Worte: Zahlentheorie liegende Aufgabe im weitesten 
Sinne, so wird die Untersuchung der Eigenschaften der Zahlen gefordert, wobei es 
genügt, unter Zahlen die natürlichen Zahlen zu verstehen, auf die sich alle weiteren 
Zahlen zurückführen lassen. Unter diese Aufgabe fallen dann alle, mit Zahlen be- 
schäftigten Disziplinen der Mathematik, also aufer dem gewóhnlich unter Zahlen- 
theorie (im engeren Sinne) verstandenen Komplex die gesamte Analysis!)  DaB 
die Analysis in der Tat kein gegenüber der Zahlentheorie i. e. S. streng abgrenzbares 
Gebiet ist, zeigt schon das bisher nicht zu umgehende Auftreten analytischer Be- 
weise für rein zahlentheoretische Sátze, wird aber auch durch die folgenden, in die 
Grundlagen hinuntersteigenden Ausführungen verstàndlich. 

Wir denken uns die natürlichen Zahlen auf mengentheoretischer Grundlage 
definiert. Welchen der so móglichen Wege (Dedekind, Zermelo, Russell) man auch 

geht, immer sind es zwei Grundtatsachen die dabei hervortreten: Die Anordnung 
und die beiden Rechenoperationen Addition und Multiplikation. Auf Grund der 
letzteren werden in bekannter Weise die rationalen Zahlen eingeführt, wührend 
«ie erstere bei der dann erfolgenden Einführung der reellen Zahlen ausschlaggebend 
ast. Eine rein aufbauende Betrachtung wird diese Tatsachen hinnehmen und von 
ahnen bei der Untersuchung der Eigenschaften der Zahlen Gebrauch machen; 
eine rückschauende Betrachtung, wie wir sie vorhaben, wird die Auswirkungen 


1) Nicht aber die Algebra; diese ist abgesehen von ihrer selbstándigen Bedeutung eine bloBe 
Hilfswissenschaft der Zahlentheorie; denn jedenfalls nach der modernen Auffassung sind ihre Ob- 
jekte nicht Zahlen, sondern formale Gesetze des Rechnens mit Zahlen, wie sie in den Definitionen 
der in der Algebra studierten Bereiche: Kórper, Integritätsbereiche, Ringe. Gruppen usw. zugrunde- 


gelegt werden. 
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dieser beiden Tatsachen in dem weiteren Aufbau der Zahlentheorie genau verfolgen 
wollen. Das geschieht, indem jenen beiden Grundtatsachen entsprechende, ab- 
strakte Begriffe gebildet werden, die von der inhaltlichen Bedeutung der in ihnen 
vorkommenden Elemente als Zahlen frei sind, und die einzig und allein den in ihnen 
liegenden formalen Gehalt verkörpern. So entspringt aus dem Tatbestande der 
Rechenoperationen, wie er nach der Erweiterung auf die rationalen Zahlen vorliegt, 
der Begriff des Körpers als eines abstrakten Elementbereiches X, in dem für je zwei 
Elemente a, b zwei Verknüpfungen a + b, a -b erklärt sind, die den formalen Ge- 
setzen genügen: 
(1) a+b=b+a (3) a.b=b.a 
(2) (a+b)+c=a+(b-+e) (4) (a.b).c=a.(b.c) 
(5) a.(b+c)=a.b+a.c. 
(6) a + zx — b ist stets und ein- (7) a.x=b ist für a + 01) stets 
deutig durch ein x aus K lösbar. und eindeutig durch ein x aus K lösbar. 
Aus dem Tatbestande, wie er bei der ebenfalls auf den Körper der rationalen Zahlen 
erweiterten Anordnung vorliegt, entspringt ferner der Begriff des geordneten Körpers 
als eines Körpers, für dessen Elemente noch eine Anordnungsrelation a < b erklärt 
ist, die den formalen Gesetzen genügt: 


(8) Es ist stets a « b oder a — b oder b < a mit gegenseitigem Ausschluß. 
(9) Aus a « b, b «c folgt a « c. 

(10) Aus a « b folgt a te « b +c. 

(11) Aus a « b, 0 <c folgt ac < bc. 

Auf den in (1)—(11) zusammengefaBten Tatsachenkomplex, der bei den 
rationalen Zahlen erfüllt ist, baut bekanntlich die reelle Analysis auf, indem sie auf 
Grund von (1)—(11) die Erweiterung zum ebenfalls geordneten Kórper der reellen 
Zahlen vornimmt. Die elementare Zahlentheorie i. e. S. scheint zunächst, dem 
Gehalt der in ihr behandelten Sätze, insbesondere der beiden Fundamentalsátze 
nach, lediglich auf den in (1)—(7) liegenden Tatsachenkomplex gestützt. Daß dies 
in Wahrheit nicht der Fall ist, zeigt schon der Beweis des 1. Fundamentalsatzes, 
in dem neben der notwendig zu benutzenden inhaltlichen Bedeutung der Kórper- 
elemente als rationale Zahlen gerade auch die Anordnungsgesetze der rationalen 
Zahlen unentbehrlich sind (Euklidischer Algorithmus, Endlichkeit der Teilerzahl). 


Teil I. 

Es ist nun aber eigentlich nicht die Tatsache, daß die rationalen Zahlen einen 
geordneten Kórper bilden, die beim Beweis des 1. Fundamentalsatzes ausschlag- 
gebend ist, sondern vielmehr nur die Tatsache, daB sich für sie ein absoluter Betrag 
einführen läßt. Um die Auswirkung dieser Tatsache in der Zahlentheorie zu unter- 
suchen, hat man wieder aus den beim absoluten Betrag vorliegenden Verhältnissen 
einen abstrakten Begriff zu schaffen. So entsteht der Begriff: bewerteter Körper *), 
den wir hier, etwas abweichend von dem bisher üblichen, folgendermaBen fassen: 


1) Die Existenz des Elements 0 in K folgt bekanntlich aus (1), (2), (6). 
2) Kiirschak, ds. Journ. Bd. 142 (1913). 
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Es sei K ein geordneter Kôrper, in dem keine im Vergleich zu den rationalen 
Zahlen !) ,,unendlich-kleinen‘ oder „unendlich-großen‘“ Elemente vorkommen, d.h. 
(12) Aus 0 = a « e für jedes rationale e> 0 aus K folgt a = 0. 
Einen solchen Körper K nennen wir kurz einen Wertkórper. Wenn nun in einem 
Körper K eine solche Funktion g(a) der Elemente a von K mit Werten aus K (also 
eine Abbildung von K auf Elemente aus K) existiert, daB 


(13) ®(0) =0, œ(a)>0 für a+0 
(14) «(a -b) = g(a) - y(b) 
(15) (a +b) = q(a) + 9(b) 


ist, so nennen wir K einen durch die Bewertung » bewerteten Körper. Hiernach ist 
speziell jeder Wertkörper K durch die Funktion 
(0) = 0, Yla)=a für a> O0, g(a) = —a für a <0 
bewertet. Wir nennen dies die absolute Bewertung des Wertkörpers und gebrauchen 
für sie das übliche Zeichen |a|. Ferner besitzt jeder Körper die identische Bewertung 
Pol0) =0, (2) = 1 für a+0. 
Als Folge aus (15) nennen wir noch die für jede Bewertung o von K gültige Relation 

(15) pla —b) = | (a) — y()|, 
durch die y mit der absoluten Bewertung des Wertkörpers verbunden ist. 

Jede Bewertung » eines Körpers K führt zu einem bewerteten (nicht not- 
wendig echten) Erweiterungskörper K von K nach dem Schema der Cantorschen 
Erweiterung des rationalen zum reellen Zahlkórper. Nennt man nämlich in Uber- 
tragung des gewöhnlichen Konvergenzbegriffes eine Elementfolge (a,) aus X kon- 
vergent, bzw. das Element a aus X ihren Grenzwert (a = lim a4) bezüglich y, wenn 


zu jedem e> 0 aus K ein n,(e) existiert, so daß 

(16) P(anim— da) <e für alle n>n,(e), m> 0 
bzw. 

(17) g(a —a,) <e für alle n=>n,(e), 
so ist zwar jede Folge mit Grenzwert konvergent, aber es hat nicht notwendig jede 
konvergente Folge einen Grenzwert. Wenn letzteres stets der Fall ist, heißt X 
perfekt bezgl. y. Definiert man nun im Bereich K aller bezgl. y konvergenten 
Folgen (a,) aus K die Gleichheit durch die Festsetzung 


(18) (dn) = (bn), wenn lim (a, — 5.) = 0 


und die Rechenoperationen Addition und Multiplikation durch die bezgl. (18) 
eindeutigen Festsetzungen 
(49) | (ax) + (Bn) = (m + bn) 
(an) : (On) = (an ' On), 
so ist K ein Körper bezgl. (48), (49) und enthält in Gestalt aller konvergenten 
Folgen (a) mit Grenzwert a einen auf Grund der Zuordnung (a,)<—a zu K 


1) Ein geordneter Körper hat notwendig die Charakteristik 0, enthält also einen zum ratio- 


nalen Körper isomorphen Teilkörper. 
28° 
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isomorphen Teilkérper. Vollzieht man ferner für den Wertkörper K bezüglich 
dessen absoluter Bewertung die entsprechende Erweiterung zu einem Körper K, 
der durch die Festsetzung: 


(20) (an) < (Bx), wenn a, + € « f, mit einem festen «> 0 von einem n, an, 
die für den Teilkörper K mit der in K bestehenden Anordnungsvorschrift überein- 


stimmt, geordnet wird und sich überdies ebenfalls als Wertkörper herausstellt, _ 
so induziert die Bewertung ¢ von Ä durch die Festsetzung 


(21) p(a) = (p(æ)) für a = (a,) 
eine Bewertung y von À mit dem Wertkôrper K, die für den Teilkörper X mit der 
Bewertung $ von A übereinstimmt. Bezüglich dieser induzierten Bewertung gilt: 
(22) a=hma, für a= (a), 
so daß die eben gegebene Definition (21) von 9 auch in der Form 
(21°) ¢(a) = lim ¢(a,) für a — lima, 


geschrieben werden kann, wo die erstere Grenzrelation bezgl. der durch die absolute 
Bewertung von K induzierten, nach (20) ebenfalls absoluten Bewertung von K zu 
verstehen ist. Nach (22) lassen sich die Elemente à von K sämtlich als Grenzwerte 
bezgl. v von bezgl. ¢ konvergenten Folgen aus K darstellen‘). Schließlich erweist 
sich der Kórper K als bezgl. $ perfekt. Man nennt K den derivierten Körper bezgl. y 
zu À. 

Der identischen Bewertung g, von A entspricht natürlich K selbst als deri- 
vierter Körper. Ebenso ist ein bezgl. ç perfekter Körper mit seinem derivierten 
identisch. Zwei Bewertungen, bezgl. deren Konvergenz- und Grenzwertrelationen 
gleichbedeutend sind, nennen wir äquivalent. Äquivalente Bewertungen führen 
zu demselben derivierten Körper (aber, wie das Beispiel der identischen und 
einer anderen Bewertung eines bezgl. der letzteren perfekten Körpers zeigt, nicht 
notwendig umgekehrt). 

Der rationale Zahlkörper, den wir im folgenden durchweg mit ® bezeichnen, 
besitzt zunächst die absolute Bewertung la‘, für die wir aus später ersichtlichen, 
bezeichnungstechnischen Gründen q, (a) schreiben wollen. Ihr entspricht als deri- 
vierter Körper der reelle Zahlkörper 8,. 

Aus (12) folgert man leicht. daß der derivierte Körper K jedes Wertkörpers K 
zum reellen Zahlkörper isomorph ist. Jeder Wertkörper K ist also zu einem Teil- 
körper des reellen Zahlkörpers isomorph und kann infolgedessen durch reelle Zahlen 
repräsentiert oder sogar. da der Übergang zu einem K umfassenden Wertkörper K 
für die mittels K erklärten Bewertungen nichts ausmacht (vgl. Anm. 1), direkt 
als der reelle Zahlkörper angenommen werden?), was im folgenden geschehen 


1) Da bei g in 116. 17 aile é>0 aus K bei y nur alle e — 0 aus K in Betracht zu ziehen 
sind. sind 4 und 4. edwohl sie für die Eiemente aus A dieselben Werte haben, zunächst zu unter- 
scheiden. Diese Uztersckeidurg wird aber urnótig. weil nach (19? Konvergenz- und Grenzwert- 
relauoren in A bezel.y und 4 gleickbedezterd sird Wir schreiben daher im folgenden auch ein- 
fach 4 für y. 

T Aus diesen Grazde warce in der Bewertzngstheorie bisher der Wertkörper K gleich von 
vernekereim als der rece Zakkürper argerezmen. Die vorstehenden Ausführungen, die übrigens 
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soll. Der reelle Zahlkörper tritt dann im folgenden unter zwei verschiedenen Ge- 
sichtspunkten auf, einerseits als derivierter Körper ft, für eine spezielle Bewertung 
des unserer Untersuchung zugrunde liegenden rationalen Zahlkörpers À, anderer- 
seits als Wertkörper K für alle Bewertungen von 8. Wir halten aus methodischen 
Gründen an diesem Unterschied auch in den Bezeichnungen f$, K fest. 

Wie eben schon angedeutet, besitzt 8 außer der absoluten Bewertung 


(23 a) Paola) — |a| — e*i*, (a +0) 
und den zu ihr äquivalenten 
(24 a) $.(a) = Pla) = ja =e", — (a 0) 


mit einem reellen, der Bedingung 0 — s, <1 unterworfenen Parameter s, noch 
weitere, hierzu und zur identischen Bewertung nicht äquivalente Bewertungen, 
deren Existenz man aus dem 1. Fundamentalsatz erschlieBt. Nach diesem Satz 
besitzt nämlich, wenn p eine feste, positive rationale Primzahl ist, jede rationale 
Zahl a + 0 eine eindeutige Darstellung: 


a = p^, (a,(a) ganz-rational, a, prim zu p), 


wo die Funktion a,(a) — an dieser Bezeichnung halten wir im folgenden fest — 
die sog. Ordnungszahl von a für p ist. Setzt man dann 


(23 b) g(a) = pr =e PEF, — (a4-0), 
so ist das eine Bewertung von À, aus der die Serie äquivalenter Bewertungen 
(24b) (a) = gs'(a) = p PP = ev? (a +0) 


mit einem reellen, der Bedingung s,> 0 unterworfenen Parameter s, entspringt. 
Der zugehörige derivierte Körper $, ist der Henselsche Körper der p-adischen 
Zahlen. Wir setzen für das folgende fest, daß der Buchstabe p alle positiven ratio- 
nalen Primzahlen inkl. des Symbols oo durchläuft; dann sind wegen der Verschieden- 
heit (Nicht-Isomorphie) der derivierten Körper f, untereinander und von $ die 
sämtlichen Bewertungen y, untereinander und zu 9, inäquivalent. Herr Ostrowski 
hat gezeigt!), daß 8 außer den ©, keine weiteren Bewertungen besitzt. Die ®, bilden 
somit bei jeder festen Wahl der Parameter s, ein vollständiges Repräsentanten- 
system von untereinander und zur identischen nicht äquivalenten Bewertungen 
von &. 

Für das normierte Repräsentantensystem 9, gilt nun auf Grund des 1. Fun- 
damentalsatzes das Produkitheorem 


(25) II o,(a) = Pole). 
Fordert man das Bestehen der entsprechenden Relation 
(26) II ®,(a) = Yola) 


unter Berufung auf die bekannte Cantorsche Theorie der Fundamentalreihen knapp gehalten werden 
durften, zeigen aber, daß man die Cantorsche Theorie der reellen Zahlen in den Aufbau der all- 
gemeinen Bewertungstheorie und die darin erfolgende Konstruktion des derivierten Körpers als 
Spezialfall einbeziehen kann, ohne sie voraussetzen zu müssen. 

1) Acta math. 41 (1917). 


f 
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für ein nicht in der speziellen Weise (23a, b) normiertes vollstándiges Repräsen- 
tantensystem €, untereinander und zur identischen nicht-äquivalenter Bewer- 
tungen von 8, so folgt durch Einsetzen aller Primzahlen p für a, daß alle s, einem 
einzigen reellen Parameter s (nämlich s4) gleich sein müssen. Wir können somit 
das Ergebnis unserer bisherigen, den 1. Fundamentalsatz rückschauend einbe- 
ziehenden Betrachtungen in folgendem Theorem zusammenfassen: 

(L) Das allgemeinste vollständige Reprásentantensystem untereinander und zur 
identischen nicht-äquivalenter Bewertungen des rationalen Zahlkörpers wird durch 
D(a) = qte(a) = ete Ble . 
$,(a) = pP (a) = e "rs" für a +0 
gegeben, wenn die verfiigbaren Parameter s, irgendwie als reelle, den Bedingungen 
Sy 22 0, 0 <sx si unterworfene Zahlen gewählt werden. Wählt man die s, alle 
gleich einem reellen, der Bedingung 0 <s=1 unterworfenen s, so gilt für die so 


normuerten 
D,(a) = pr(a) 
das mit dem 1. Fundamentalsatz äquivalente Produkttheorem 
(26) I1,(a) = Pula). 
Umgekehrt müssen, damit dieses Produkttheorem gilt, die Parameter s, wie angegeben 
gewahlt werden. 


Qa b) (0) =0, | 


Teil II. 

Wir wenden uns nunmehr zur Einbeziehung auch des 2. Fundamentalsatzes 
in den Kreis unserer Betrachtungen. Dazu haben wir unsere der Analysis ent- 
nommen Begriffsbildungen auf der Grundlage der Bewertungstheorie weiter 
auszubauen. In einem durch 9 bewerteten Kórper K kann man neben den bisher 
aus der Analysis herangezogenen Begriffen Konvergenz und Grenzwert auch den 
Begriff stetige Funktion sinngemäß erklären. Um ,,unvernünftige“ Funktionen 
auszuschließen, ist es dabei zweckmäßig, als Argumentmenge nicht nur den 
Kórper K, sondern den zu q gehórigen derivierten Kórper K zugrundezulegen. 
Wir unterscheiden dann zwei Arten bezgl. p stetiger Funktionen in K: 

1. stetige Abbildungen von K auf Elemente von K, d.h. Funktionen y der 
Elemente von K mit Werten aus K, die der Bedingung genügen: 

zu jedem a, aus K und e> 0 aus K existiert ein ó(a,, e)> 0 aus K, so daß 
(27) | 
p(y(a) — v(a))) « € für (a — a) « dla, €), 

2. stetige Abbildungen von K auf Elemente des Wertkórpers K (also auf reelle 
Zahlen), d.h. Funktionen x der Elemente von K mit Werten aus K, die der Be- 
dingung genügen: | 

(28) [" jedem a, aus K und c» 0 aus K existiert ein ó(as, c) > 0 aus K, so daß 
Ix(a) — x(ao)| <e für (a — ay) « (ae, c). 

Offenbar ist y(y,(a)) mit y, und y, stetig von der 1. Art und z(y(a)) mit x stetig 

von der 2. Art, wenn y stetig von der 1. Art ist. Die einfachste stetige Funktion 

1. Art, für die nämlich (27) trivial wird, ist die identische Abbildung w,(a) = a 
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von X aufsich. Ebenso ist die einfachste stetige Funktion 2. Art die Bewertung 9 
selbst, für die (28) auf Grund von (15') trivial wird. 


Die Theorie der bezgl. der Bewertungen +, des rationalen Zahlkörpers $t 
stetigen Funktionen 1. Art ist durch Herrn Hensel!) weitgehend entwickelt und 
ihre Bedeutung für die Zahlentheorie i. e. S. von & klargelegt worden, so daß wir 
hier auf eine nühere Ausführung verzichten kónnen. Sie führt zu der weiter 
unten zu benutzenden, eindeutigen multiplikativen Darstellung?) der Elemente 


a+ 0 eines À, in der Form: 
_ m: gae (0), _'41Anle) ) «o(a) in Ro \ 3 
(à) p—o: a=e (19 | (a mod. >) 
a,(a) ganz-rational 
(b) p=2: a= 279) — 1904 + 22"), (70 mod. 2 ) 
ys(a) ganz in À, 
| «j(a) ganz-rational 
(c) p=g a= gere + gy, (m mod. g—1 ) 
ya) ganz in 8, 


wobei hier wie im folgenden g die ungeraden positiven rationalen Primzahlen durch- 
läuft, r, eine feste der in 8, vorhandenen primitiven (g — 1)-ten Einheitswurzeln 
ist und die in den Exponenten auftretenden Funktionen von a — an deren Be- 
zeichnung im folgenden festgehalten wird — den angegebenen Bedingungen ge- 
nügen *). 

Während die Theorie der bezgl. der 9, stetigen Funktionen 1. Art in 8 mit 
den Beziehungen der rationalen Zahlen zu je einem einzelnen p (also mit den sozu- 
sagen lokalen Eigenschaften der rationalen Zahlen) eng zusammenhängt, ist die 
Theorie der bezgl. der y, stetigen Funktionen 2. Art in $$ mit den viel tiefer liegenden 
Beziehungen der rationalen Zahlen zu allen p gleichzeitig (also den sozusagen inte- 
gralen Eigenschaften der rationalen Zahlen) aufs innigste verknüpft 5). Es hat 


1) ,Zahlentheorie“, Berlin 1913. 

2) Hensel 1. c. und ds. Journ. Bd. 146, S. 190—196. 

3) Nach einem mündlichen Vorschlag von Herrn Hensel wähle ich hier die Bezeichnung «,, (a) 
statt der bisher von Herrn Hensel und mir verwendeten y„(a); in der Tat entspricht der Faktor 
e*w (9) _ 9 (a) inhaltlich besser den ersten Faktoren 2°? = 1 „ge = - 1 in (b) und (c) 

qx(a) qe (a) 
als den letzten, zu denen vermóge des Wertbereichs der Exponenten nur eine stürkere formale 
Analogie besteht. 

*) Die a5(a) haben für pH dieselbe Bedeutung wie bisher; der Einheitlichkeit halber ist 
ferner «, (a) für ]g |a| geschrieben. 

5) Es sei auf die von Herrn Hensel gern als Ausgangspunkt seiner Theorie der p-adischen 
Zahlen hingestellte Analogie der Theorie des rationalen Zahlkórpers $t zu der des Körpers 3 aller 
rationalen Funktionen einer komplexen Variablen z mit komplexen Zahlkoeffizienten hingewiesen 
(vgl. z. B. dessen ,Theorie der algebraischen Zahlen", Leipzig 1908, Vorrede und Cap. I, 8 1), bei der 
den einzelnen p die einzelnen Stellen z — a der komplexen Zahlenebene und insbesondere p = © 
die Stelle s = o» entspricht. Auch in der Theorie von 3 sind die Sätze integralen Charakters — 
(2. B. das dortige Analogon zum 1. Fundamentalsatz und der Satz, daB eine an allen Stellen ra- 
tionalen Charakter besitzende Funktion auch überhaupt rational ist) — von viel tieferliegender Be- 
deutung, als die Sätze lokalen Charakters, die sich auf das Verhalten der rationalen Funktionen 
in den Umgebungen einer einzelnen Stelle beziehen. In der Theorie von 3 kann man der Be- 
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das seinen Grund darin, daß die stetigen Funktionen 1. Art nicht aus den einzelnen 
&, herausführen, während bei den stetigen Funktionen 2. Art der allen gemeinsame 
Wertkörper K als Bindeglied zwischen den einzelnen &, auftritt 1). 

Es ist eine besondere Klasse von bezgl. y stetigen Funktionen 2. Art in K, 
die für den Spezialfall der Bewertungen g, von $ in der angekündigten engen 
Beziehung zu den Sätzen integralen Charakters über 8 steht, nämlich die den 
weiteren Bedingungen 

(29) x(0)=0, x(a)+0 fir a+0 

(30) x(a) + x(b) = x(a) - (b) 
unterworfenen solchen Funktionen. Wir nennen diese Funktionen x Charaktere?) 
von K bezgl. y. Zu ihnen gehört speziell die Bewertung 9 selbst; die Beziehung 
der speziellen Charaktere y, von $t zu dem integralen Charakter besitzenden 
1. Fundamentalsatz bildete den Inhalt des ersten Teiles unserer Betrachtung. 
Die die Charaktere von K bezgl.  festlegenden Axiome (28)— (30) gehen aus den 
Axiomen (13)—(15), die den speziellen Charakter g festlegen, hervor, indem (14) 
als (30) beibehalten, (15) bezw. das damit äquivalente (15') durch das allgemeinere 
(28) ersetzt und sinngemäß (13) zu (29) verallgemeinert wird. Den durch die iden- 
tische Bewertung 9, gelieferten Charakter nennen wir den identischen Charakter 
und bezeichnen ihn im jetzigen Zusammenhang auch mit 7p, also 


X0(0) = 0, Ya) = 1 für a3: 0?). 


Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, alle Charaktere von & bezüglich der nicht- 
identischen*) Bewertungen 9, zu finden. Dazu stützen wir uns auf die oben ange- 


zeichnung integral neben dem hier gemeinten: auf alle Stellen bezüglich noch den weiteren Sinn 
. beilegen: auf den Cauchyschen Integralsatz und die Cauchyschen Integralformeln zurückgehend. In 
der Tat sind alle Sätze integralen Charakters über 8 leicht zu gewinnende Folgerungen aus diesen 
Integralsätzen. In der Theorie von & hat man bisher kein Analogon zn den Cauchyschen Integral- 
sätzen und wird wohl auch schwerlich ein solches finden können. Nach den Ausführungen dieser 
Anmerkung sind aber die Sätze integralen Charakters über À, wie z. B. die beiden Fundamental- 
sütze sowie das in meinen früheren Arbeiten über quadratische Formen in $t auftretende Funda- 
mentalprinzip (ds. Journ. Bd. 152, S. 130; (IL); S. 208, (IL); Bd. 153, S. 24, Satz 11; S. 30, 
Satz 16; S. 33, Satz 19) als Äquivalent der Cauchyschen Integralsätze in ft anzusehen. 

1) Die Tatsache, daB dieses Bindeglied K mit dem speziellen ft, übereinstimmt, ist im 
Rahmen unserer Überlegungen als ein merkwürdiger Zufall ansusehen. (Vergl. die Ausführungen 
auf S. 203 oben.) 

3) Das geht insofern über die Terminologie der Gruppentheorie hinaus, als wir auBer den 
dort gestellten Forderungen (29), (30) noch die Stetigkeitsforderung (28) stellen, (die sich übrigens 
vermöge (29), (30) auf die Forderung der Stetigkeit an den Stellen ay — 0 und a,— 1 reduziert). 
Ein Charakter y von K bezgl. y liefert also eine bezgl. «» stetige „Darstellung“ der multiplikativen 
Gruppe des derivierten Kórpers K durch reelle Zahlen. 

3) Es sei darauf hingewiesen, daB x, wegen der auch auf ag — O erstreckten Stetigkeits- 
forderung (28) nur dann Charakter bezgl. @ ist, wenn O keine Häufungsstelle der Werte von ¢ ist. 
was im Falle À nur für die identische Bewertung zutrifft. 

*) Die Charaktere bezgl. go interessieren uns hier nicht; für @, wird bei jedem k die Stetig- 
keitsforderung (28) inhaltlos, und die Charaktere von K bezgl. y, sind identisch mit den nur (29), 
(30) genügenden Funktionen x, d. h. mit den reellen Charakteren der multiplikativen Gruppe von 
K(= K) im Sinne der Gruppentheorie. 
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gebenen, eindeutigen multiplikativen Darstellungen (a), (b), (c) der Elemente 
a + 0 eines 8,. Es seien uy, vp, wp die Werte eines Charakters y, von À bezgl. 
der Bewertung 9, für die den Exponenten a,, B,, yp entsprechenden Basiselemente 
(w. fällt weg). Diese Werte sind Zahlen aus K, die wegen (29) von 0 verschieden sind. 


a) p= ©. 
Xo(e) = Us, Yo(—1) = Vo. 
Nach (30) muß v4 eine 2-te Einheitswurzel sein, so daß wir 
9e =Xs(—1)=(—1Ÿ%, (6. =0 oder 1)1) 

setzen können und dann nach (30) 

(a’) | ko ((— 1)*) = (— 1) ^» 
haben. 

Wir zeigen nun ferner, daB u. > 1 ist. Da nämlich die Relation 


lime" =0O  bezgl. 9. 


n—+0 


gilt, folgt aus (28) das Bestehen der Relation 
lim xy (e) = x, (0) = 0 bezgl. d. abs. Bew. v. K. 


Nun ist nach (30) 
26") = Xe) = us", 
und diese Folge kann nur dann bezgl. der absoluten Bewertung von K zu 0 streben, 
wenn |u,| > 1 ist. Da ferner nach (30) u. =x, (e) = (x, (et))* ist, muB sogar 
u, > 1 sein. Wir kónnen somit setzen: 
u. =X.(e) =e, (s,> 0 reell). 

Wir zeigen weiter, daß für alle a, aus $t, 

(a”) Zu (e^ 9) = eto 
sein muß. Aus 


re 7) = (1e? )) 
folgt zunächst, daB y, (e>) stets positiv ist. Daraus folgt nach (30) leicht, daß 
(a^) für alle a, aus À gelten muB. Da nun ferner die Funktion y, (a) = et stetig 
von der 1. Art bezgl. p, ist, muB die Funktion z,(y,(a4)) = x,(e*») nach (28) 
stetig von der 2. Art bezgl. y,, sein. Stellt man also jedes a, aus $$, als Grenzwert 
bezgl. y, einer Folge a(? aus À dar: 


a, =lima®) bezgl. 9., 


80 bestehen die Relationen: 
lim Y ~ (at) = V. (Bq) bezgl. Po) 
lim y, (y,.(a@)) = x,(v,(a,))  bezgl. d. abs. Bew. v. K. 


1) Die Bezeichnung dieses und der weiteren, entsprechenden Exponenten, die vorläufig un- 
systematisch anmuten mag, ist mit Rücksicht auf die unten (S. 211) herzustellende Beziehung zum 
Hilbertschen Normenrestsymbol gewählt. 

Journal für Mathematik. Bd. 155. Heft 4. 29 
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Daraus folgt die bezgl. der absoluten Bewertung von K zu verstehende Grenz- 
relation: 
al") 


a . n ° . 8a n) 
role) = 2.(9.(2,)) — lim y, (y, (22) = lim ze”) = lim ge, 
Nimmt man schließlich hinzu, daß die Funktion z,(a,) = e'=“» für s,> 0 stetig 
von der 2. Art bezgl. 9. ist, so folgt 


8a a(n) (n) ) 


lim e = lim x(a, 
n—> OO 


d.h. die Richtigkeit von (a’’) für beliebige a, aus &, 1). 
Durch nochmalige Anwendung von (30) folgt jetzt aus (a), (a’), (a"), daß 
(34 a) x, (a) = eo 22 0. _ 1 )P 28 (a) — (Pa (a))* (— 4 Pi Peo (0) (a + 0) 


sein mu8. Umgekehrt zeigt man leicht, daB (31a) für jedes reelle s, > 0 und 
B',-— 0 oder 1 einen Charakter von & bezgl. y, darstellt. 


= y.(a,) =e" bezgl. d. abs. Bew. v. K, 


b p=2. 
442) = Us, Ya(—1) = ve xg(1 + 2) = we. 
Nach (30) muß v, eine 2-te Einheitswurzel sein, so daß wir 


de = xe(— 1) = (— 1), (By = 0 oder 1) 
setzen können und dann nach (30) 
(b^) X 1) = (— 1^? 


haben. 
Wir zeigen ferner, daB w, — + 1 sein muß. Da nämlich die Funktion 
Pa(Ve) = (1 + 27)" für ganze y, aus À, stetig von der 1. Art bezgl. p, ist, muB 


für diese y, die Funktion y,(yv,(y,)) = xs((4 + 22)*) nach (28) stetig von der 
1. Art bezgl. qm, sein. Da nun die Relation 


lim 2" =0  bezgl. o, 
gilt, folgen die Relationen UT 
lim w,(2*) = ya(0) = 1 bezgl. qu 
lim 212(%(2")) = x4(1) = 1 bezgl. d. abs. Bew. v. K. 


Nun ist nach (30) | 

xa(P2(2")) = xl + 22)") = (Get 23-23)" = 0", 
und diese Folge kann nur dann bezgl. der absoluten Bewertung von K zu 1 streben, 
wenn w, = + 1 ist. Wir können somit setzen: 


x = x1 + 22) — (— 1)", — (aj — 0 oder 1). 


1) Diese an sich bekannte Deduktion ist hier nur deshalb ausführlich wiedergegeben und 
insbesondere der rein methodische Unterschied zwischen der Bewertung 9, von f, und der ab- 
soluten Bewertung von K überall hervorgehoben, um die vüllige Analogie zu den entsprechenden 
Deduktionen unter b) und c) hervortreten zu lassen. 
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Wir zeigen weiter, daB für alle ganzen Ya aus $t. 
(b") x1 +22) = (—1)""" 
sein muß. Nach (30) folgt nämlich unmittelbar, daß (b’’) für alle ganzen y, aus & 


gelten muB. Stellt man also (was stets möglich) jedes ganze yg aus À, als Grenzwert 
bezgl. o, einer Folge y(? aus & dar: 


Ya = lim y® bezgl. 95, 
so bestehen nach obigem die Relationen 
lim yalya?) = Yaya)  bezgl. gs, 
lim z&(vo(y19)) = Xa(¥a(¥a))  bezgl. d. abs. Bew. v. K. 


Daraus folgt die bezgl. der absoluten Bewertung von K zu verstehende Grenz- 


relation: 


(n) 


«(4 +29") = nal vaya) = lim z (y. (09)) = lim ll + 29)" ^ 


) = lim (— 1)? 
Nimmt man schließlich hinzu, daB die Funktion z,(5,) = (— 1)^*?* stetig von der 
2. Art bezgl. y, ist, so folgt 


lim (—4)*7* = lim guy) —z,(y,) = (—1)™” — bezgl d. abs. Bew. v. K, 


d.h. die Richtigkeit von (b") für beliebige ganze y, aus &,. 
Wir zeigen schließlich, daB |u,| <1 sein muß. Da nämlich 
lim 2^ 20  bezgl. 9, 


gilt, folgt nach (28) die Relation 
lim z,(2") = x,(0) — 0  bezgl. d. abs. Bew. v. K. 


Nun ist nach (30) 
Xa(2") = (x4(2))" = ug, 
und diese Folge kann nur dann bezgl. der absoluten Bewertung von K zu 0 streben, 
wenn |u,| <1 ist. Wir können somit setzen: 
Us = ¥,(2) = e "9*(— 1)", (sg > 0 reell, y, — 0 oder 1) 
und haben dann nach (30) unmittelbar: 
(b'") a2") = é hh o Ayre, 


Durch nochmalige Anwendung von (30) folgt jetzt aus (b), (b'), (b"), 
(b’’’), daß 
(31 b) Yo (a) = earth) + AB) + erde) 


— (ga(a))"(— 4 y*e c + A B. (a) + e, ys e (a + 0) 


sein muß. Umgekehrt zeigt man leicht, daB (31b) für jedes reelle s, > 0 und 
as, Ba, Ya = 0 oder 1 einen Charakter von $t bezgl. o, darstellt. 
99* 
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e) pq. 
47) = Ug, — X4) = Va 1 +9) = Ve 
Nach (30) muß v, eine (q — 1)-te Einheitswurzel sein. Da aber K nur die 2-ten 


Einheitswurzeln enthält und q — 1 gerade ist, muß v, eine solche sein, und wir 
kónnen setzen: 


9 = Welle) = (—1)%, (ay = 0 oder 1), 
so daß wir nach (30) haben: 
(e^) x, (re) = (— 1). 
Die Überlegungen bezüglich w, sind ganz dieselben wie die auf w, bezüglichen 
unter b), nur daß hier, weil q ungerade ist, aus 


lim wf" — 0 — bezgl. d. abs. Bew. v. K 


sogar auf wg = 1 geschlossen werden kann. Wir erhalten also hier: 

(c^) | lu) = 1. 

Entsprechend wir unter b) folgt auch hier, daß |u,| <1 ist, so daß wir 
setzen können: 
— 2,18 *(— TER a,’ + ^ 


Ua = q*4(qd) =e (s, « 0 reel], 8; — 0 oder 1). 
Wir haben dann nach (30): 
(c’’’) 1(g°) — e $40, le q (— cz art Ao. 


Nach (30) ergibt sich aus (c’), (c’), (c’’), (c’’’), daB 


el, ‘a (a ^a (a) + a,’ B, (6 
(31 c) ya) = eg C6 aya eg) + B, ago) + o, Bela) 


8 LL ote (a la (8) + e,' B, (8 
E (e(a)) *(— 1) 3 ?4 de) + Bg'a ge) + alge) (a + 0) 


sein muß. Umgekehrt zeigt man leicht, daß (31c) für jedes reelle s, > O und 
ay By = 0 oder 1 einen Charakter von $t bezgl. q, darstellt. 

In (31a—c) haben wir alle Charaktere von & bezgl. der Bewertungen g, ge- 
funden. Wir stellen zunächst fest, daB 

(32) |x»(a)| = (pp(a))"? = (a) 
mit dem allgemeinsten System untereinander und zur identischen nicht-äqui- 
valenten Bewertungen von & übereinstimmt. Wir setzen 


(33) Xr(a) = |%(a))| - xe (a) 
und nennen die X9? reduzierte Charaktere. Diese genügen neben den Bedingungen 


(28)—(30) für die x, wobei aber jetzt in der Stetigkeitsforderung (28) die Stelle 
dy = 0 auszunehmen ist, noch der Zusatzbedingung 


(29) [x'9?(a)| = 1 für a+0 
und sind (jedenfalls für den Spezialfall À) auf die allgemeinsten diesen Be- 
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dingungen genügenden Funktionen'). Aus (34a—c) entnehmen wir als voll- 
ständiges System der reduzierten Charaktere von $t bezgl. der gp: 


(31 a") X9 (a) — (— 4) F0 (9) 
(31 b?) x (a) = (— ayn + As! Bite) + oro) (a +0), 
(31 c?) XO (a) = (— TER au ala) + Bo ad(a) + a, B (a) 


wo die Parameter aj, f;, y, irgendwelche Werte 0 oder 1 haben. 


Wir stellen ferner die formale Analogie dieser reduzierten Charaktere zum 
Hilbertschen Normenrestsymbol fest. Ist nämlich a’ +0 irgendeine rationale 
Zahl, so gilt bekanntlich ?) fir a+ 0): 


(34 a) (==) = (— 4 ye (9^) Bc, (a) 

(34 b) (ae = (—1 pr esa) + Ara’) Ba(a) + as(a”)7a(a) 
2 

(34 c) (22) = (— Tea ala’) ala) + B,(a^)a (6) + age oven 
q 


Bestimmt man also die Parameter ap, B,, yp aus einem rationalen Parameter 
a’ +0 durch die Kongruenzen 


(35) Gp == (a), Pp= Ba), yp=yp(a’) mod. 2 


(y. fallt weg), so gilt für die zugehôrigen speziellen reduzierten Charaktere auf 
Grund des von Hilbert in die Form 


(36) HT) = asa) 


gesetzten 2. Fundamentalsatzes das Produkttheorem 
(37) I (a) = usa). 


Wählt man ferner noch die Parameter s, alle gleich einem reellen s > 0, so folgt 


aus (25), (32), (33), (37) auch für die zugehörigen allgemeinen x, das Produkt- 
theorem: 


(38) II y9(a) = ya). 

Wir untersuchen nun wieder, ob die in (35) getroffene Wahl der Parameter 
as, B5, y» verbunden mit s, = s > 0 für alle p die einzige ist, bei der das Produkt- 
heorem (38) gilt, oder ob es ev. noch andere derartige Theoreme gibt. Es wird: 
ich zeigen, daß letzteres der Fall ist, daß aber auch das allgemeinste Produkttheorem 





1) Durch Weglassen der Stetigkeitsforderung (28) für a, — O tritt in der vorhergehenden De- 
ktion nur die Änderung ein, daß die sp dann beliebige reelle Zahlen, speziell also auch 0, sein 


men. Ob auch für allgemeine X die y(), d. h. die „Vorzeichen“ der x, die allgemeinsten den 
annten Bedingungen genügenden Funktionen sind, steht dahin. 
*) Hensel ,Zahlentheorie*, Berlin 1913, S. 328, (8). 


3) Für a=0 sei im folgenden (57) = 0 gesetzt. 
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(38) nicht über den Inhalt des bisher gewonnenen Spezialfalles, nämlich über die 
beiden Fundamentalsätze der elementaren Zahlentheorie hinausgeht. Der einzige 
Unterschied, den das allgemeinste Produkttheorem (38) gegenüber dem bisherigen 
Spezialfall aufweist, ist der, daß in ihm der Parameter a’ nicht auf die rationalen 
Zahlen + 0 (endliche Primzahlpotenzprodukte) beschränkt ist, sondern allgemeiner 
ein unendliches Primzahlpotenzprodukt sein kann. 

Soll ein Charakterensystem x, von & bezgl. der y, der Produktbedingung (38) 
genügen, so muß zunächst auch das System |x»,| dieser Bedingung genügen. Aus 
(32) und unserem Resultat (I.) folgt also, daß die Parameter s, alle einem reellen 
s > 0 gleich sein müssen, und dann nach (25), (33), daB für die zugehörigen redu. 
zierten Charaktere yf? das Produkttheorem (37) gelten muB. 

Um daraus den weiteren angekündigten Schluß auf die Natur der xí) ziehen 
zu können, müssen wir erst die dazu heranzuziehende Theorie der Hilbertschen 
a, a 





Normenrestsymbole ( ) mit in obigem Sinne unendlichen a’, die bisher noch 


nirgends behandelt ist, entwickeln. Es sei 


B, (a) mod. 2, 
(39) a! = (— 4) FQ) gag) gate LLL. («ie a, (a^) ) 
ganz-rational 
ein nicht notwendig endliches Produkt aus Primzahlpotenzen und einem Einheits- 
faktor. Dabei sei hier und im folgenden q,, 9, - .. die irgendwie fest geordnete 
Folge der positiven ungeraden Primzahlen aus $, und für die in den Expo- 
nenten auftretenden Funktionen von a’ werde die hier gewählte Bezeichnungsweise 
in Verallgemeinerung der bisherigen ein- für allemal festgesetzt. Wir setzen 
dann für n=0: 


(40) ag = (— 10 gee? giao? | | géo? 
und definieren für jedes p eine Funktionsfolge 
(41) nga) = (ae) 


für Argumente a aus $ mit Werten aus K. Diese Funktionen sind sämtlich 
reduzierte Charaktere von $t bezgl. der entsprechenden g,, weil die a. S. 210 
unten genannten Bedingungen für sie erfüllt sind. Wenn ferner für alle p und 
alle a aus À 

(42) lim n5”(a) = (a) bezgl. d. abs. Bew. von K 


a, a}, 
P 
hohen n ein- und denselben der Werte + 1, — 1 haben), so sind auch die Grenz- 
funktionen (a) ein System reduzierter Charaktere von $t bezgl. der g,. Wir 

schreiben dann 


(43) Np(a) = (2) . 





existiert (d. h. wenn die ( ) bei jedem festen p und a fir alle hinreichend 
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Aus (39), (40) ergeben sich unmittelbar die Grenzrelationen 
lim B, (a,) = Ba (a) 
lim a5 (a4) = a,(a’) 


lim d, (a) = a,(a’) 


und daraus durch Einsetzen der speziellen a = — 1, 2 bzw. q in die Grenzrelationen 
(42) für p — 2 bezw. q die Existenz der weiteren Grenzwerte 
lim Ba(an) = Bs(a'), Jim Ya(@n) = vs(a'); 


lim Balan) = Ba(a') 


bezgl. der absoluten Bewertung von K. Mit der durch die letzteren Formeln einge- 
führten Verallgemeinerung der bisherigen Bedeutung dieser Funktionen von a’ 
gelten dann die Formeln (34a—c) auch fiir das durch (41)—(43) verallgemeinerte 
Normenrestsymbol. Um schlieBlich auch die Giltigkeit des Produkttheorems (36) 
fir unser verallgemeinertes Normenrestsymbol einzusehen, zeigen wir zunächst, 
daß aus der vorausgesetzten Existenz der Grenzwerte (42) sogar auf die Gleich- 
mäßigkeit in p dieser Grenzrelationen geschlossen werden kann, d. h. auf die 
Existenz eines n,(a) zu jedem festen a, so daß für alle n = n,(a) und alle p gilt: 
ns» (@) = (a). Daß zu jedem a und festem p ein derartiges n,(a, p) existiert, 
ist mit der Existenz der Grenzwerte (42) gleichbedeutend. Daß diese n,(a, p) 
von p unabhängig gewählt werden können, braucht nach (30) (d. h. dem Zer- 
legungssatz für das Hilbertsche Normenrestsymbol, angewandt auf a) nur für die 
speziellen a = — 1, 2, q bewiesen zu werden, aus denen sich nach dem 1. Funda- 
mentalsatz alle a -- 0 aus & multiplikativ zusammensetzen lassen. Nach dem 
auf die a, angewandten Zerlegungssatz für das Hilbertsche Normenrestsymbol 
genügt es ferner zu zeigen, daB für diese speziellen a die Zusatzfaktoren 


ag (a) . ’ 
(Arde i ) die gemäß (40) beim Übergang von 577 (a) = (=) zu 
(a) = (557) auftreten, für alle p gleich 1 sind, wenn nur n > n,(a) gewählt 
wird. | | 

Für a = —1 wählen wir nun n,(— 1) = rn9(— 1, ©), rn9(— 1,2), wo die 


letzteren Indizes die oben angegebene Bedeutung haben. Dann ist infolge 
dieser Wahl 
(a!) 


(ie gan = 1, (Zt de )=1 für n > ny( — 1). 


Ferner ist nach (34c) 


(— 1, a 
weil dann a, (gae ^?) = 0, a 1) =0 ist. Nach (36) ist also auch das einzig 
noch übrige 


>) = 1  fürv+n, 
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(HET) —4 far n=n(—1), 


womit die Behauptung für a = — 1 bewiesen ist. 
Für a = 2 bzw. q wählen wir n,(2) = n,(2, ©), n,(2, 2) bzw. n,(9g) = no(q, o»), 
no(q, 2), ñ0(g, g). Dann führen ganz entsprechende Schlüsse, wie für a = — 1, 


zum erstrebten Nachweis. 


Vermöge der damit bewiesenen Gleichmäßigkeit in p der Grenzrelationen (42) 
folgt nun unmittelbar die Gültigkeit des Produkttheorems (36) für unser veralige- 
meinertes Normenrestsymbol. Denn unter Anwendung des bisherigen speziellen 
Produkttheorems (36) kann auf 


I (st) = În,(a) = IIup*(a) = HT (55) = Xo(a) 


geschlossen werden, wenn man nur den hierbei vermittelnd eingeführten Index 
n = n,(a) wählt, wo n,(a) dieselbe Bedeutung wie vorher hat !). 


Es sei nun 41? ein reduziertes Charakterensystem von À bezgl. der 9,, für 
das die Produktrelation (37) besteht. Wir zeigen dann die Existenz eines a’ 
der Form (39), für das die Grenzwerte gemäß (41), (42), (43) vorhanden sind 
und die Werte 


(44) x(a) = (*#) 


haben. 


Dazu definieren wir a’ auf Grund der Darstellungen (31 a° —c®) der x 
durch 


a! — (—41Y'* 2g ngro., 


und setzen ferner wieder für n = 0: 


°? 


a, = (— 1) 2 2 gr... que. 
Dann haben wir: 


(45 a) B. = ß.(a,) für jedes n, 

(45 b) a,—a,(a,) für jedes n, 

(45 0) | O=a,(a,) firn<y | 
ay, = (an) fürnzv 


(45 a) besagt vermóge (31 a°), (34 a) unmittelbar, daß 


1) Als Beispiel eines wirklich unendlichen a’, für das oe) fiir alle rationalen a und 


ale p konvergiert, nennen wir a =r,r2..... ‚wo die r,,1,,.... eine solche Folge positiver rati- 
onaler Primzahlen ==1 mod. 2° ist, daB die Legendreschen Symbole 


De Gat 


(allgemein (=) = 1 fürv<n) sind. Die Möglichkeit einer solchen Wahl von r,, r,,... ergibt sich 


aus dem Dirichletschen Primzahlsatz für arithmetische Reihen. 
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(46 a) 19 (a) = (==) für jedes n 
ist. Wir zeigen ferner, daß zu jedem a ein n, existiert, so daß 
(47) (— 4) «^e (a) _ (=) für n = Na 
und zu q prime a (d.h. a,(a) = 0) 


gilt. Da nämlich nur endlich viele der a,,(a) von 0 verschieden sind, reduziert sich 
das nach unserer Voraussetzung konvergente unendliche Produkt 11 x (a) gemäß 


(34 c?) bis auf einen endlichen Teil auf das unendliche Produkt if (— 1)" ef 


Letzteres muß also ebenfalls konvergieren, d. h. es muB ein n, existieren, so daß 
(— 4300 — 1 für » n, ist. Wird nun nn, und a,,(a)+0 voraus- 
gesetzt, so folgt aus (34c) und (45c), falls » Zn ist: 


(— 4)" afe, (0 — (— ee _ v *). 
und falls y > », also auch » > n, ist: 
(— 1)” lg 4 — (— 4 2o 9s, _ (2.2) 


und somit auf alle Falle die Gültigkeit von (47). 


Wir setzen nun zur Bestimmung der durch (45 a—c) noch nicht festgelegten 
Parameter Ba, y;, Be in die vorausgesetzte Produktrelation (37) die speziellen 
a = —1,2,q ein. 


Für a — —1 haben wir. wegen (46a) und a,(—1) —0, ,(—1) —1, 
ye(—1) = 0, a(—1) = 0: 
— — —1, a, Ar a’ 8’ (—1) 
1 = 79-9=- (ZI) 0 IT, 
oder nach (47): 
—1,a, 
A " 
1 = (—1)" m T —1 an) für nz n.a. 
Nach (36) folgt also: 
(1) =(—2%) for nna, 
d.h. nach (34 b): 
(46 b’) bj = Bata,) mod. 2 fürn>n.. 


Für a — 2 haben wir wegen (46 a) und a,(2) = 1, f,(2) — 0, y2(2) = 0, 
a(2) = 0: 


(2 a, ' o! _B! (2) 
— JJ 9 — {2 Yı JT (— 
1 p Xp (2) ( 00 )( 1) q ( 1) we , 
oder nach (47): 
, 2, a! 
73 9 n oo 
4 = (—1) ELA =) für n > n;. 
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Nach (36) folgt also: 
Ts’ 2, a, " 
(— 1) = (77) für n =) 
d. h. nach (34 b): | 
(46 b") = Ya(a,) fir m 2 n,. 
Aus (45 b), (46 b'), (46 b") folgt gemäß (31 b°), (34 b): 


(46 b) x (a) = (22) für n= n.a, ng. 





Für a —4 haben wir wegen (46a), (46b) und a,(g) — 1, f(q) = 0, 
ag(g') — 0 für q'-Fq: 
D , 1 
— 0 — q, An 9, An __ dat P _ a! ot Bg 0) 
t= pq) = (2) (2) (1) A (—1) 
für n—n_1, N, 

oder nach (47): 
aly + Se Il 

p-|- 


1 = (—1) 
Nach (36) folgt also: 


(EE) tor mS na, m. ny. 


t y 
(—1)? Ar (ee) für n = n3, Ng, n,. 


Wird nun noch a,(a,) = a! vorausgesetzt, was für hinreichend hohe n nach 
(45 c) sicher zutrifft, so folgt nach (340): 


1 ’ , —1 , , , 
= a, + B= 2, a,(a,) + B,(a,) mod. 2, 











d. h. 

(46 c’) Bb, = Betas) mod. 2 für hinreichend hohe nm. 
Aus (45c), (46c') folgt gemäß (31 c°), (34 c): 

(46 c) 1° (a) = (57) für hinreichend hohe n. 


(46a—c) besagen die Konvergenz von (=) fir alle a und p gegen 


x@’(a), d.h. die Behauptung (44). 

Wir fassen das Ergebnis unserer nunmehr auch den 2. Fundamentalsatz 
rückschauend einbeziehenden Betrachtungen in die folgende Fortsetzung des 
Theorems (I.) zusammen: 

(IL) Das Charakterensystem des rationalen Zahlkörpers bezgl. dessen sämt- 
licher, untereinander und zur identischen nicht-äquivalenten Bewertungen œ, wird 
durch 

2. (0) = pe (a)(— 1) 2% 
(34) yp(0) = 0, À la) = ez (a)(— ren far a+0 


x.(a) = 9, (a) (— 4 ‘ES a' gag(a) + A’gagla) + a^ Bela) 
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gegeben, wenn die verfügbaren Parameter s, und a,, ß,, y» (a, y. fallen fort) 
irgendwie den Bedingungen 
Sp reel > 0, a5, Bs, yp =O oder 1 
gemäB gewählt werden. Wählt man speziell die s, alle gleich einem reellen s > 0 
und bestimmt die a,, By, y, durch 
(35) ap==a,(a'), Bp == Bp(a’), ¥p= yp(a’) mod. 2 für a +0, 

wo der Parameter a’ irgendein derartiges nicht notwendig endliches Produkt von 
rationalen Primzahlpotenzen und einem Einheitsfaktor ist, daß das verallgemeinerte 


Normenrestsymbol (57) für jedes rationale a und jedes p konvergiert, so wird 





(0) = eia) (77), 
und es gilt das Produkttheorem 





(38) u %(a) = xo(a) , 
das vermöge der Aufspaltung 
(33) %p(4) = |x,(a)| xp (a), 
wobei | 
lx(a)| = Pia), — xa) = (57 ), 
£n die beiden mit dem 1. bezw. 2. Fundamentalsatz dquivalenten Produkttheoreme 
(26) II | y,(a) | = (a), 37) IT) (a) = x,(a) 
zerfällt. 


Umgekehrt müssen, damit das Produkttheorem (38) gilt, die Parameter s, und 
ay, Br, y» wie angegeben gewählt werden. 

Der in unseren Theoremen (I.) und (IL) ausgesprochene Sachverhalt zeigt, 
daß sich die /deenkreise um die beiden Fundamentalsätze der elementaren Zahlen- 
theorie vollständig in der Aufgabe erschöpfen, alle Bewertungen und dann alle 
Charaktere bezgl. dieser Bewertungen des rationalen Zahlkörpers zu bestimmen. Hier- 
durch wird die im Titel dieser Arbeit vollzogene Synthese der beiden zunächst wesens- 
fremd zueinander erscheinenden Fundamentalsätze gerechtfertigt. Der Gehalt beider 
Satze làBt sich in ein- und dieselbe Form setzen, nämlich als Produkttheorem 


7 ) des rationalen Zahl- 
kórpers ausdrücken. Die Einzigkeit der beiden Fundamentalsátze ist ferner in dem 


Sinne zu verstehen, daB sich das allgemeinste solche Produkttheorem für ein 
Charakterensystem x, des rationalen Zahlkörpers als Folge der beiden genannten 
speziellen, den beiden Fundamentalsätzen entsprechenden Produkttheoreme in der 
Form 





für je ein spezielles Charakterensystem g;,(a) bezw. ( 


II q (a) (HE) = 1 


darstellen läßt. 
30* 
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| Die vorstehenden Betrachtungen lassen es ferner als ganz naturgemäß er- 
scheinen, daß die reelle Analysis bei einer Reihe von Untersuchungen über die 
Zahlen des rationalen Körpers $t hereinspielt, nämlich einerseits bei lokalen 
Untersuchungen an der Stelle p — oo von S& (also über die Größe der ratio- 
nalen Zahlen) als Analysis des zugehörigen derivierten Körpers 8. (analog 
wie die Analysis in einem $t, mit p=+ oo (also die Theorie der Kongruenzen 
mod. p") bei lokalen Untersuchungen an der Stelle p von & (also über die Teil- 
barkeit der rationalen Zahlen durch p) hereinspielt), andererseits aber auch 
— und das ist der bei weitem interessantere Fall — bei Untersuchungen inte- 
gralen Charakters über $ als Analysis des gemeinsamen Wertkörpers K aller Be- 
wertungen von $t (vgl. d. Ausf. a. S. 203 oben). In die letztgenannte Kategorie 
gehören z. B. die Untersuchungen über die Verteilung der Primzahlen von &. 
Die hierbei wichtigen analytischen Funktionen, soweit sie im reellen Körper K 
liegen, also die ¢-Funktion und die reellen L-Reihen von $t, lassen sich übrigens 
mittels der in dieser Arbeit behandelten Bewertungen und Charaktere von $t 
80 darstellen: 

1 
p-t : » 1 — &,(p) 

1 

@ a 14 —y,(q) ’ 
wobei ®, bzw. yp das allgemeinste Bewertungs- bzw. Charakterensystem ist, das 
dem Produkttheorem Il ©, = 9, bzw. i X» = xo genügt, ferner a’ den in x, stecken- 


G(s) = 


L(s, x) = 


den Parameter und die reelle Variable s den in den ®, bzw. x, gemeinsam auftreten- 
den Parameter bedeutet. Auf Grund des Produkttheorems und des 1. Fundamental- 
satzes folgen die für die Theorie der Primzahlverteilung grundlegenden Umfor- 
mungen dieser als unendliche Produkte dargestellten Funktionen in unendliche 
Summen. Einerseits ist nämlich für p + oo: 


®,(p") = II 0, (pt) = 92 (p*), 


also 
1 e ._ 1 
8) = aay =, À, Pat) =, À, 9 p°) 
_ 1 
= 20, (n)(= i) 


Andererseits ist für (g, a’) = 1 


nla) = 0409 (TE) = 7 ew m (57) 


= 9 (LE) 7 (EE 


x(a) — 2,2) ACH) , 








Setzen wir also 
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so daß x eine der Bedingungen (29), (29°), (30) (aber nicht (28)) unterworfene 
Funktion (also ein reeller Charakter von $t vom Betrage 1 im Sinne der Gruppen- 
theorie) ist, so folgt: 


1 e _ 
Ls, 2) = Ta) "ud re) VIL, Ze OME) 
= £ S'uxm(- £ 20). 
(n, 2a’) = 1 (n, 20’) = 1 


Außer den in der bisherigen Literatur untersuchten L-Reihen mit Charakteren x, 
die einem endlichen a’ entsprechen, ergibt sich so die Existenz weiterer, den in 
obigem Sinne unendlichen a’ entsprechenden L-Reihen, deren Untersuchung, ins- 
besondere auf eine Funktionalgleichung, von Interesse sein dürfte !). 


Natürlich sind die in dieser Arbeit durchgeführten rückschauenden Be- 
trachtungen, so wie sie vorliegen, in keiner Weise geeignet, den Aufbau der 
elementaren Zahlentheorie zu vollziehen, sondern höchstens, neuartige Gesichts- 
punkte für diesen Zweck zu liefern. Meine Betrachtungen scheinen mir je- 
doch neben dem Interesse, das sie um ihrer selbst willen beanspruchen, von 
Bedeutung zu sein für eine event. Aziomatisierung der elementaren Zahlen- 
theorie, insbesondere des Tatsachenkomplexes um die beiden Fundamental- 
sätze, in demselben Sinne, wie sie von Frl. E. Noether für den I. Funda- 
mentalsatz der Idealtheorie und den Begriff ganze algebraische Zahl gegeben 
worden ist ?). 


Was schlieBlich die Übertragung meiner Betrachtungen auf einen algebrai- 
schen Zahlkórper K von endlichem Grade an Stelle des rationalen Kórpers & be- 
trifft, so ist diese leicht möglich. Die dazu heranzuziehenden Methoden sind von 
Herrn Hecke in den beiden Arbeiten über Zetafunktionen mit Größencharakteren?), 
die mich übrigens zu der vorliegenden Untersuchung angeregt haben, entwickelt 
worden. Man bezieht aber dabei als 2. Fundamentalsatz nur das spezielle qua- 
dratische Reziprozitätsgesetz in K ein, solange man an der bisherigen Forderung 
festhált, daB K ein Wertkórper (S. 201 oben) sei, also aus reellen Zahlen bestehe. Um 
auch das allgemeinste Reziprozitätsgesetz in K einzubeziehen, hatte man an Stelle 
des reellen Zahlkórpers K den zugehörigen algebraisch-abgeschlossenen Körper K' 
aller komplexen Zahlen für die Werte der Bewertungen und Charaktere zugrunde 
zu legen. Die Aufstellung aller Bewertungen *) und Charaktere ist dann leicht 
móglich, ebenso die Angabe des allgemeinsten Produkttheorems für die Bewer- 


1) Man überzeugt sich leicht, daB der im Text auftretende quadratische Restcharakter x (a) 
für „unendliches“ a’ meht mit einem solchen nach einem „endlichen“ Modul identisch ist, daB also 
die L(s3,x) für ,unendliches“ a’ wirklich neuartige Funktionen sind (vergl. etwa das Beispiel von 
S. 214, Anm. 1). 

3) Vortrag auf der Innsbrucker Tagung der D. M. V., 1924. 

3) Math. Zeitschr. Bd. 1 (1918) und Bd. 6 (1920). 

‘) Diese beherrscht man auf Grund der Resultate der Herren Kürschäk (S. 200, Anm. 2) 
Ostrowski (S. 203, Anm. 1; vergl. auch dessen Arbeit in ds. Journ. Bd. 147 (1916)) und Rychlik 
(ds. Journ. Bd. 158 (1923)). 
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tungen, das wieder mit dem 1. Fundamentalsatz in K äquivalent ist. Die Auf. 
stellung des allgemeinsten Produkttheorems für die Charaktere läuft aber auf 
das bisher noch nicht bekannte allgemeinste Reziprozitätsgesetz für Potenzreste 
mit beliebigen (zusammengesetzten) Exponenten in K und dessen Darstellung 
als Produkttheorem hinaus. Zur analogen Durchführung unserer rückschau- 
enden Betrachtungen in K ware also zunächst die vollstándige Durchführung 
des Aufbaus der Zahlentheorie in K, insbesondere des 2. Fundamentalsatzes, 
erforderlich. | 


221 


Uber Koordinatensysteme im unendlich fernen und im 
imaginären Teil der Bolyai-Lobatschefskischen Ebene. 


Von E. Roeser in Bottrop. 
Einleitung. 

Bekanntlich kann man die sphärische Geometrie aus der Tatsache herleiten, 
daß jeder Kreis zugleich Abstandslinie ist. [Vgl. Liebmann, nichteuklidische 
Geometrie, Sammlung Schubert, $ 29]. 

Der Bogen eines Kreises ist proportional dem Zentriwinkel und einer Funktion 
des Radius. Bezeichnet man diese Funktion mit U(r), die entsprechende der Ab- 
standslinie mit U’(r), so gilt auf der Kugel: 


s=g-U(r) -9: U(3 —r). 
Und es ergibt sich die Funktionalgleichung: 
U'(b — a) + U(b -- a) — 2U'(a)U'(b), 


wo a und b die Radien zweier Kreise sind. Die Gleichung hat 3 Lósungen: 
U'(a) = 1, U'(a) — ch, U'(a) — cos — . 


Von diesen, so heiBt es bei Liebmann, ist nur die dritte brauchbar, sie gibt die 
sphürische Trigonometrie. 

Nun folgen aber aus den beiden ersten Lósungen die andern Geometrien, 
also muß sich auch in der hyperbolischen Ebene der Kreis als Abstandslinie auf- 
fassen lassen. Das läßt sich nun in der Tat leicht zeigen. 


I. 
Kreis und Abstandslinien. 


Als Koordinaten eines Punktes seien die Abschnitte gewählt, die die auf die 
Achsen gefällten Lote bilden. Die Mittelpunktsform der Kreisgleichung ist dann: 


th?£ + th?n = th?o oder kürzer: 
(2) 2 + yt =r. 
Der Abstand eines Punktes von der 7 Achse ist gegeben durch th o= ch n th £ oder: 
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Daher stellt die Gleichung: 
(2) gt 4 iyi 
die beiden Abstandslinien zur 7 Achse dar, die den obigen Kreis in £ = + o be- 
rühren. Verlegt man den Anfangspunkt nach £ = — o, so erhalten die Glei- 
chungen (7) und (2) die Form: - 
(3) (1 +r?) —2rz+y? = 0, 
(4) z*(1 +r?) — 2rx + r&y? = 0. 
Von diesen Gleichungen soll ausgegangen werden. Man verschiebe den Anfangs- 
punkt wieder nach rechts um die Strecke a [th a = a] durch die Transformation: 
/ ’ LL gi 
= Di. y= Hs, so wird (3): 
z*(1 + r?— Zar) + 2z[a(4 +7?) —r(4 + a*)] + y2(4 — af) + a[a(4 + 7°) —2r] =0. 
Für a = r ergibt sich natürlich wieder die Mittelpunktsform. Für a = 1 [unendlich 
ferner Anfangspunkt, a = oo] die Gleichung: 
(x +1)? = 0. 
Das bedeutet, daB die ganze Kurve von hier aus gesehen unendlich fern liegt. Und 
endlich zu einem im imaginären Teil der Ebene liegenden Anfangspunkt. 





th a = i E ist imaginür weil‘ - > 1]: 


g(r? — 1) + y? zZ + 1 =" =0 oder: 





(5) x +y?r®=r', wobei 7’ = i ; 


d. h. die Gleichung des Kreises erscheint in der Form der Gleichung der Abstands- 
linien mit imaginärem Abstand. 

Die Tangensfunktionen von Abstand und Radius sind zueinander reziprok 
in bezug auf den Grenzkreis mit dem Radius o — oo, th o — 1. 

Ganz entsprechend nimmt die Abstandslinie auf denselben Anfangspunkt 
bezogen die Gleichung eines Kreises mit imaginürem Radius an, wie sofort ersicht- 
lich ist, da sich (4) und (3) nur durch den Faktor r? von y? unterscheiden. Also 
füllt in (5) der Faktor von y? fort und man erhält: 

1 
"E 
Nachdem man soviel über den neuen Mittelpunkt und Radius weiß, kann man 


auch sofort von der Mittelpunktsform ausgehen: Gleichung 1 wird nach Verlegung 
von O um a: 


(6) p» py? 


z*(1 -- a*r3) + 2ax(1 — r?) + y*(4 — a*) = r* — a, 
Für a: 1 ist wieder: 
(x +1)? = 0. 
Für a "E 


Ua? — . r8) + 2a'z(1 — rt) + y*(a'* — 1) = a’? — 1. 
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Nun hat im anfänglichen System der Mittelpunkt des Kreises von 0 den Abstand 0, 
die reziproke Strecke muß daher durch th a = oo bestimmt sein, daher a’ = 0, also: 
1 14 
x? + y? aR 
Ganz analog geht die Abstandslinie wieder in den Kreis über. 

Der Grenzkreis mit im Endlichen liegenden Mittelpunkt bildet den Grenzfall 
zwischen Kreis und Abstandslinie, seine Gleichung folgt aus (1) oder (2), indem 
man r = 1 setzt. Sie ist gegen jede Verschiebung des Anfangspunktes invariant, 
denn: 

x2? y = 1 
wird durch Verlegung von 0 um a zu: 

z*(4 — a?) + y?(1 — a?) = 1 — a? 

z+ y = 1. 
Es ergibt sich also das Resultat: Jeder Kreis kann betrachtet werden als Abstands- 
linie von einer imaginären Geraden, die inbezug auf den Grenzkreis Polare ist zum 
Kreismittelpunkt. Dreht man das urspriingliche Koordinatensystem um den Mittel- 
punkt des Kreises, so dreht sich die imaginäre Gerade mit, denn die Verlegung 
des Anfangspunktes geschieht auf der &-Achse, das Umgekehrte gilt für die reelle 
A bstandslinie. 


II. 
Abstandslinie und Ellipse. 
Die Abstandslinie zur &-Achse in der Entfernung + B hat die Gleichung: 


2 
z3-- . =1. 
Bei Verschiebungen in Richtung der £-Achse ist sie natürlich invariant. Dieselbe 
2 2 
Gleichung ergibt sich, wenn man in der Ellipse: z E — 1 die Achse a unend- 


lich werden läßt, also a = 1. Trotzdem sind die beiden Kurven nicht identisch, 
wie eine Verlegung des Anfangspunktes ins Unendliche zeigt. 


2 2 
S d tat) +2744 =0 oder für a= 1: 
2 
2:3 +27 +5 =0. 


Eine solche Ellipse soll nochmal auf andere Weise erzeugt werden. 
Man denke sich zwei Strahlenbüschel mit den Zentren A und B und dem 
Abstand 2a. Man bestimme dann den geometrischen Ort des 
— m Schnittpunktes je zweier zu einander senkrechten Strahlen, es 
4 a M . . . 
ist eine Ellipse. 
Ein beliebiges Paar habe auf M bezogen die Gleichungen: 
x +ytgp—a=0, 
x+ytgg,t+a=0. Außerdem ist: 
cos (9 — q4) = cc, = — a? cos g cos g,. 
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gy, und 9 eliminiert, gibt als geometrischen Ort: 





Läßt man A und B ins Unendliche rücken, so folgt die Form: 
x? +2y?=1. Hier ist th B=. 


Läßt man den Anfangspunkt mit ins Unendliche rücken, indem man ihn zuerst 
nach B verlegt, so folgt: 
(1 — af) + 2ax(1 — a?) + y* (4 — at) = 0, 
z*(1 + a*) + 2az + y?(1 + a?) = 0. 


3* + y2 +2=0 oder in Polarkoordinaten: 
r= — cos g. 
Oder mit Umkehrung der Achsenrichtung: 
th o = cos y. 
Das ist aber die Beziehung, die zwischen Lot und Parallelwinkel besteht. 
Man kann diesen Teil der Kurve sich auch im Endlichen liegend vorstellen. 
Zieht man von 0 aus Strahlen o unter dem Winkel y und macht th o = cos y, 
so entsteht dieselbe Kurve, mit dem Scheitelim Endlichen. In der Tat, die Gleichung 
kann ja geschrieben werden: 
e@+y—z=0. 
Transformiert durch Verschiebung um a: 
(x + ay + yN1 — a?) — (1 + az)(z +a) = 0 
33 — (1 — a) + y*(4 +a) —a =0 
a —1 
x? + 2y? = 1. . 
Also wieder die unendliche Ellipse, die in dieser Form mit der Abstandslinie über- 
einstimmt. 
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Das Fundamentalsystem fur die Logarithmen 
. eines p-adischen algebraischen Körpers und sein Regulator. 


Von A. Disse in Bremen. 








In einer früheren Arbeit, die in Band 154, S. 178—198 dieser Zeitschrift 
verôffentlicht ist, habe ich die Beziehungen zwischen Logarithmus und Numerus 
in einem p-adischen algebraischen Körper untersucht. Es hat sich ergeben, daß die 
logarithmischen Reihen innerhalb des Körpers K(p) einen Modul bilden!) Seine 
Elemente lassen sich nun durch ein Fundamentalsystem von À = e- f Logarithmen 
in der Form 

(1) l= Ch cols +'-+ah (9 
mit ganzen p-adischen Koeffizienten 

C; = Ci + Cap d- cap? +... (pP) (0 = 1, 2,..., A) 
darstellen, wo A den Grad von K(p), e die Ordnung und f den Grad des Primteilers 
p innerhalb K(p) bezeichnet. Während Herr Hensel*) die Existenz eines 
Fundamentalsystems allgemein bewiesen und ein Verfahren angegeben hat, um 
durch eine endliche Anzahl von Reduktionen zu einem solchen zu gelangen, lassen 
sich mit den Hilfsmitteln jener Arbeit die Anfangsglieder der Fundamentallo- 
garithmen unmittelbar hinschreiben; daraus kann die Ordnungszahl des ,,Hegu- 
lators““ 

I, L eee l 
h LL... 
aan a 
u 


(2) Rill,. I) = 


berechnet werden, die einen möglichst niedrigen Wert besitzt und daher beim 
Übergang zu einem anderen Fundamentalsystem sich nicht ändert, also eine wichtige 
Invariante für den betreffenden Körper bildet. 


§ 1. Bestimmung der Fundamentallogarithmen. | 


Ich betrachte gleich den allgemeinen Fall, daß in K(p) die p'*-ten Einheits- 
wurzeln als höchste irregulüre Einheitswurzeln existieren, wo », = 0,1,..., », 
sein kann. Ist »,> 0, so enthält K(p) sowohl reguläre logarithmische Reihen, 


1) a. a. O. S. 188. 
3) H. I, § 3, S. 101 (vergl. Band 164, 8. 178, Anm. 1). 
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deren Ordnung o, = p’k — xe ist +), als auch irreguláre logarithmische Reihen, 
für die o, > p'k —xe ist. Ich suche nun ein System von Logarithmen zu finden, 
durch das sich alle Logarithmen von A(p) hnear und homogen mit ganzzahligen 
p-adischen Koeffizienten ausdriicken lassen. Um sämtliche regulären Logarithmen 
der Ordnung o, von der Form | = a’ w^ + --- darzustellen, muß ich zunächst 
alle für diese Ordnungszahl möglichen Anfangsglieder durch einige unter ihnen 
ausdrücken. Ist o, nicht von der Form p"^* - p'ey — (v9 — t)e = Pa — (% — t)e, 
also das zugehörige Diagramm nicht vom Typus III *), so läßt sich nach S. 186 
der ersten Arbeit zu jedem beliebigen Logarithmenindex o ein Hauptgliedindex s 
bestimmen; also muß der Koeffizient w" des Anfangsgliedes in diesem Falle ein 
volles Restsystem mod p durchlaufen. Ist 

(3) Wis My sss, V, 
eine Basis für alle modulo p inkongruenten Zahlen von K(p), so kann man den 
Koeffizienten von z** in der Form 

(4) CU d Cg +--+ d 6, — (60,5... p—1). 
darstellen. Nach den über o, gemachten Voraussetzungen lassen sich dann nach 
dem in § 2 der ersten Arbeit angegebenen Verfahren f Logarithmen 


(5) i? = log (1 + zw") (i = 1,2,..., f) 
auffinden, welche die f Anfangsglieder 
mw, , "Fw, , ee ey ek, 
besitzen. 
Ist dagegen o, = pes — (vy — t)e, liegen also reguläre Logarithmen vom 
Diagrammtypus III vor, so hat der Koeffizient des Anfangsgliedes für = 0, 
also für k — eg, nach S. 183 der ersten Arbeit die Form 


w "'g(x)ew "(x —-aW)=w”’E (mod pb), 
wo zur Abkürzung zzz w°"—"* (mod p) und = w°t+ (mod p) gesetzt ist. Darin 


kann £ nicht jeden beliebigen Wert annehmen, sondern nur die p/-! Werte, die 
g(x) erhält, wenn x ein volles Restsystem modulo p durchläuft. Da zu je p Zahlen 


t=2+au (mod p) (a2 0,1,..., p — 1) 
derselbe &-Wert gehórt?), braucht x nur alle modulo tw*' inkongruenten Zahlen 
zu durchlaufen, um alle móglichen Anfangsglieder für logarithmische Reihen der 
Ordnung e, zu liefern. Die erforderlichen z-Werte lassen sich daher durch eine 
(f —1)-gliedrige Basis w,,..., ws in der Form 

(6) z£ES0W,-0,U,-F::: d cr i1wy1 (mod p) 
darstellen, wenn w,,..., #1 mit w zusammen eine Basis modulo p bilden. 
Die zugehórigen £-Werte 
(7) f= uf — ww! = p(w;) (mod p) (—1,2,..., 5 —1) 
1) Band 154, S. 179, Gl. 6. 


2) Band 154, S. 181. 
*) Band 154, S. 188. 
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bilden dann eine Basis für alle £-Werte, die als Anfangsglieder möglich sind, denn 
aus (5) folgt 

(8) P(X) = pou + + > + cy y_-1) = pu) 4 -:- + C1 p(wr si) 

= 6, +: c5 — (mod p). 

Wegen w’?==£-w-— 4 lassen sich dann auch alle Anfangskoeffizienten, die für 
reguläre logarithmische Reihen der Ordnung o, in Betracht kommen, durch die 
(f — 1)-gliedrige Basis 

(9) uw, BSy o. Sy uw 
darstellen. Dann lassen sich wieder nach dem in $2 der vorigen Arbeit angegebe- 
nen Verfahren f — 1 Logarithmen 


(ee) 
(10) l. — log (1 + 2*w") (i —1,2,...,f —1) 
auffinden, welche die f — 1 Anfangsglieder | 
mene wot, qaeBw MT, ..., nd aw n 


Ye—1 


besitzen. Dabei ist s, so gewählt, daß w°° “== w, (modulo p) ist. Entsprechend 
zeigt man, daß auch zu den Ordnungszahlen o,,, 0,,, +++) Q— Je f—1 
Basislogarithmen gehören. 


Durch die so bestimmten Logarithmen (5) bzw. (10) lassen sich nun sämt- 
liche regulären Logarithmen derselben Ordnung o, modulo p'**! darstellen. 
Ist nämlich 

| — zw, +... new 4-0, H- d 04) +. 
ein beliebiger Logarithmus g,-ter Ordnung, so besitzt er mit dem Aggregat 
(k) (b 


(k) 
Cli + Cele + °° + Cul, 
das gleiche Anfangsglied; also unterscheiden sich beide um einen Logarithmus 
l,,, von mindestens o, , ,-ter Ordnung, so daB man hat 


Ist /,,; ebenfalls regulär, so bildet man entsprechend zu (5) die Basislogarithmen 
(+1) 
l; ( =1,2,..., f) für die Ordnungszahl o,,, und erhält ebenso 


(k+1) (k+1) (k+1) 
Li = Ci, IN + Cy bite +-°'+¢ evil + Lise 


und so fort. Kommt man dabei zu einer Ordnungszahl der Form 

0, r7 peg —(% — T)e, so ersetzt man die f-gliedrige Basis (5) durch die (f — 1)- 

gliedrige Basis (10). Durch Summierung erhält man daher für / die Darstellung 
ui 


(12) CAE $, k+m hs, 


worin nur zu beachten ist, daß. A — 0 zu setzen ist. 
Nun sind aber nicht für jede Ordnungszahl neue Basislogarithmen erforder- 
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lich, sondern alle regulären Logarithmen, deren Ordnungszahlen modulo e kon- 
gruent sind, lassen sich durch dieselbe Basis (5) bzw. (10) darstellen. Es gilt näm- 
lich wegen p = zx'w'! + -- für das Anfangsglied eines Logarithmus der Ord- 
nung 0, = eo, + ne für n> 0 die Kongruenz: 


— ETN, On © LE. In" _ on uU (k) (k) 
(13a) l,-— nt "wp. m path ++: p (cl, tout: +e,4,) 
(à) (k) (k) e 


te wi Te. — Q0 (e) (6) 
(13b) I. = aet é, wt — pr w of — p (cd + Co, le Ho + C, ala) 


(es) (ee) (ee) e 
= Cyl, + C,l, +. + Cris (mod pf). 


(für v —0,1,..., y»; —1). 
Dagegen braucht man für die regulären Logarithmen der Ordnung o, + »,e = p"es, 
die sámtlich zu regulüren Exponentialeinheiten gehóren, wieder eine f-gliedrige 


Basis. Man erhült sie, wenn man zu den f — 1 Logarithmen 


„(eo y (9 y, 9 
(13) P UT P UT pP "li 


ein f-tes Element der Ordnung o, + »,e hinzufügt, dessen Anfangskoeffizient 
nicht durch deren Anfangskoeffizienten: 

61 £3; e t3 £a 
darstellbar ist. Dieser f-te Logarithmus der Ordnung e,p” kann nicht das p"- 
fache des irreguláren Logarithmus 


log (1 + nur) = zw +... 
sein, denn wegen 0, > o, ist dessen Logarithmenordnung höher als o, + Ye. 
Dagegen hat Herr Hensel gezeigt 1), daß 


(esp"o) 
(14) L — log (1 + JI*£,) 
als der gewünschte Ersatzlogarithmus verwendet werden kann, wenn 
1 __ 
(14a) 7 -—y-p — gus il. n ger pnr op... 
die in dem Körper vorhandene (p — 1)-te Wurzel aus (— p) bedeutet, und die 
Spur von £, nicht durch p teilbar ist. Schreibt man nàmlich die Logarithmen 
(13) in der Form 
(ce) y y Ye Ve 
p'l;— a yf "Ew PP... = ntf [ (10, w 0)? — ww?” | +... 
| = mer” +: ZA 
wo zur Abkürzung 
3 = é; yp A | = (— A) | w, 7*7 — (ww y | + e" I (— 1) [w, — w?] + 


gesetzt ist, so erkennt man, daB die Spur dieser / — 1 Zahlen 


—g0 


1) H. V. 
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SE) = (—1) (0, — w+ mm +--+ UP —9,)- 0 (mod p) 


durch p teilbar ist; also gilt das Gleiche von der Spur aller durch sie darstellbaren 
Zahlen 


e + Cab, +. + ej aera. 
Also ist eine Zahl &y, deren Spur nicht durch p teilbar ist, sicher nicht durch 
[3 NE darstellbar, also als Koeffizient des Ersatzlogarithmus zu verwenden. 


Folglich besteht für das Anfangsglied eines Logarithmus der Ordnung 
0, + (% + n)e wieder eine Kongruenz von der Form 


(3c) Kantine. Ch Cpl eoe + Cypha 
+Cy 1 (mod pri). 
Aus den drei Kongruenzen (13a), (13b), (13c) für die Anfangsglieder folgt wieder 
wie unter (11) die Gleichung 
a ( (k) 
lg — C, gli Cg + +l, tia (P) 


(eep”*+ ne) 


I 


, ist das p"-fache 


Darin ist 7 für t —0,1,...,», —1 gleich O zu setzen, 
des Ersatzlogarithmus (14). 

Für k=epp" +ne sind alle C;, durch dieselbe Potenz p" teilbar, für 
k= egp" +ne dagegen sind die f —1 ersten Koeffizienten dureh pt", der 
letzte dagegen nur durch p" teilbar. 

Es soll deshalb — zunächst für die regulären Logarithmen von K(p) — 
eine Einteilung in e Klassen | 

(15) K,, Ke, ..., Ke 
eingeführt werden, nach welcher alle und nur die in dieselbe Klasse gehóren, deren 
Ordnungszahlen modulo e kongruent sind. Dann braucht man nur für die jeweils 
niedrigsten Ordnungszahlen jeder Klasse, die sogenannten ,,reduzierten'* Ordnungen 


(16) O1» Og, ++; 0, 


eine Basis von je f Logarithmen 1 der Form (5) bzw. für die zum Grad e, gehórige 
Ordnung eine Basis von f —1 Logarithmen der Form (10) nebst dem Ersatz- 
logarithmus (14) aufzustellen, denn es gilt der einfache Satz: 
Die Anfangsglieder aller regulüren Logarithmen derselben Klasse K, 
lassen sich durch die gleiche f-gliedrige Basis 
(kp 


) . 
(17a) l; = log (1 + z^w^) = zu, +... (i =1,...,f) 
bzw. für k, = e, durch die f Elemente 


T- log (1 + aw) = z**(w* — uw’) +... (i=1,..., f —1) 


| ^T^ = log (4 + I8) = att s 


(17 b) 


darstellen. 
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Die Berechnung der e reduzierten Ordnungen (16) geschieht folgendermaBen: 

Man bildet nach der oft benutzten Formel (5) von § 1, S. 179 der ersten Arbeit: 
= p*k — xe 
diejenigen Ordnungszahlen, die zu den nicht durch p teilbaren Zahlen der Reihe 
1,2,...,r +e als Graden gehören. Ist nämlich k, = p'k und k eine Einheit 
modulo p, so ist x, — x, — t, denn aus 
pr > 04 folgt pt "(p'k) > raat 
Daher ist 
0, — 0, = p*k — (x, — t)e — (p*k — x,e) = te=0 (mode), 

also gehören die Logarithmen dieser beiden Ordnungen derselben Klasse an; das 
System (16) darf also nur den kleinsten Wert, der zur Einheit k gehört, enthalten. 


Die zu diesen Einheitsgraden k,, k,,...,%, gehörigen Ordnungen sind modulo e 
inkongruent, denn aus o, = o, + ue würde folgen 


tr ne 0, + be + (x, — u)e 
NT EE 
entgegen der Voraussetzung, da8 k eine Einheit modulo p ist. Da die Gesamt- 


zahl aller Einheiten zwischen 1 und r +e gleich r te — ead =r +e—r=e 


k' = = pk, 


ist, so erhält man auf diese Weise in der Tat alle und nur die e reduzierten Ord- 
nungen. 

In dem auf S. 182 von § 1 der ersten Arbeit angegebenen Beispiel gehören 
die reduzierten Ordnungen zu den nicht durch 3 teilbaren Graden zwischen 1 und 
11 +5 = 16, haben also die Werte 

0, — —13; @=—5; = +1; o= +4; 
0;— 7; @=8; C= 10; O1 = 11; 0 — 13; Ou = 14; ej, = 16. 

Wegen dieser einfachen Zusammenhinge treten in der Doppelsumme (12) 
nur À — e-f verschiedene Basislogarithmen 


k=hkh,, ko...) 
1 Gate 2 in 


auf, wobei nur zu beachten ist, daB an Stelle von T der Ersatzlogarithmus 7 
treten muß. Ordnet man nach diesen A Elementen und berücksichtigt, daß nach 
(13a) und (13b) auf S. 228 zu gleichen Logarithmen gehörige Koeffizienten durch 
immer höhere Potenzen von p teilbar werden, so erhält man das Ergebnis: 
Alle regulären Logarithmen eines Körpers X(p) vom Grade A lassen 


sich durch ein Fundamentalsystem von A Logarithmen zweigliedriger Eins- 
einheiten 


(17) L- log (4 + z^w*) = at, + --- (^ = hi TT uU) 


(ep"*) 


(eo) 
wobei für J, der Ersatzlogarithmus / einzusetzen ist, in der Form 
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egp', so ist y; dazu äquivalent, also der Quotient 5 = 1 + zx, eine Einseinheit 
Y 
hóheren Grades, der seinerseits wieder durch Division mit einer áquivalenten re- 


gulären Einseinheit oder einer irregulären von hóchstem Irregularitátsgrad weiter 
erhóht werden kann. Da man nach einer endlichen Anzahl von Schritten zu einer 
Einseinheit von hóherem als r-tem Grade, also sicher zu einer regulüren Eins- 
einheit 7 kommt, so folgt aus der Zerfällung 


(21) mm NM... M) 
daß in der Tat jeder beliebige irreguläre Logarithmus durch das System (18) und 
die regulären Fundamentallogarithmen darstellbar ist. 

Man braucht nun in das Fundamentalsystem nicht sämtliche Logarithmen 
der Reihe (18) aufzunehmen, sondern die höchsten Irregularitätsordnungen (19) 
zerfallen in eine Anzahl von Reihen, für welche die zugehörigen irregulären Lo- 
garithmen von höchster Ordnung jedesmal durch denselben irregulären Fun- 
. damentallogarithmus darstellbar sind. 
Ist zunächst P. von der Form (20b): 

P, = 0, + me —'0—ne (n > 0), 

so können alle irregulären Logarithmen der Grade 


_ eo» CoP, - +, egp^ 
durch L, = x'*£, +... dargestellt werden. Dann besitzen nämlich seine Viel- 
fachen 


— S 1 — (0) (0) (0) 
PLo = not Et His ce, p" "Ly _ CEN (Rn Ll. 


die Ordnungszahlen 


(0) (0) 
o — (n n — je, 4. Oe 


von derselben Form; und die Anfangskoeffizienten 


Eu (T=1,2...,n—1) 


bedingen ebenfalls eine unlösbare Indexkongruenz, denn da sich £ nach Voraus- 
setzung nicht durch die (f — 1)-gliedrige Basis (&,,...,&,—,) ausdrücken läßt, 
gilt das gleiche von £ w*? in bezug auf die (f — Ar “ghedrige Basis (£972, ..., &,_, wre), 
die von den Anfangskoeffizienten von pi, TEM pla gebildet wird. Also 
sind die Vielfachen p'L, Logarithmen von höchster Irregularitätsordnung für die 
entsprechenden Grade ejp*. Dagegen besitzt p" L, die Ordnung D = Le, + %e >F, 
0) 
also sind für die irregulären Logarithmen der Grade e,p",..., ep’! nur die 
regulären Fundamentallogarithmen erforderlich. Da dann eine irreguläre Ein- 
Qi (0) 
heitswurzel des Grades ep" existiert, kann m = », — v, gesetzt werden. 
Ist andererseits P,, von der Form (20a) 


P., = Cr, — n€, 


OV 4790045, À VIWPUFITVVPFITSUPPDNUVVITR u. 


Per Tone 0, + re 
oder B 

Pur = Q,, m (^ um va), 
so daß n, durch », — », ersetzt werden kann. Fährt man so fort, die Zahlen n, 
durch die Differenzen »;— »;,1 zu ersetzen, so erhält man für die höchsten 
Irregularitätsordnungen sämtlicher Grade die Übersicht: 


Po = P. = 04, m (*o m y1)e Pi = [JE = O5, — (^ — va)e 
P,, — On, — (V0 — y; — 1)e Papi = On, — (V1 — Ya — 1) 
Pen = GQ — € P, pu—n—1 = 0, — € 

{Pei = Pi =O, (Ve-1 — Mee P, = P,» 
| Put = 0, — (ve-1 — 7, — 1)e = Put = Lo. 
| | = 0, i — € = P o! 


Die Anfangsglieder der Vertikalreihen 
Po, Pisces Pet; (Pe= +0) 
stellen jedesmal diejenige hôchste Irregularitätsordnung dar, zu der ein irregularer 
Fundamentallogarithmus 
Lo, Lay -.., Lei; (Le = 0) 
gehôrt. Man kann also das Ergebnis aussprechen: 


Existieren in einem Körper die p'-ten irregulären Einheitswurzeln, so 
lassen sich sämtliche irreguläre Logarithmen durch e irreguläre Funda- 


mentallogarithmen 
(23) Ly, Ly, -.., Lens 
von den höchsten Irregularitätsordnungen 
(24) Pi = ex — (% — "iie (« = 0,1,...,e — 1) 


und die regulären Fundamentallogarithmen darstellen, denn das System 
Los PLos «+ +) Pe Lo; +3 Zen plea, PA" Loa 
bildet ein System von Logarithmen höchster Irregularitätsordnung für : 
Grade 
Cy, Coy 09D" 3... ep" ^71 ep . Cop 
während die irregulären Logarithmen aller höheren Grade, denen irregı 


Einheitswurzeln entsprechen, allein durch die regulären Fundamental 
rithmen darstellbar sind. 


Um alle regulären und irregulären Logarithmen von K(p) darzustellen. 


man daher das für die regulären Logarithmen erforderliche Fundamental: 
aus den À — e : f regulären Elementen 


Vo—Ve—1+1 Va Ve! 
9 . € 
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rithmen von höchster Irregularitätsordnung und A—e regulären Loga- 
rithmen. Es hat also die Form 


(26) Lo; L;, oe on L.-1; lesa, cee l 

und zerfällt in e Systeme von je f Elementen, deren Ordnungszahlen 

modulo e kongruent sind. 

Man kann daher die auf S. 229 zunächst für die regulären Logarithmen einge- 
führte Klasseneinteilung, nach der alle und nur die in dieselbe Klasse gehóren, 
deren Logarithmenordnungen modulo e kongruent sind, auch auf die irregulären 
Logarithmen ausdehnen. Man erkennt dann aus der obigen Betrachtung der Irre- 
gularitätsordnungen, daB A—e dieser Klassen keine irregulären Logarithmen 
von hóchster Irregularitätsordnung enthalten; sie sollen kurz als reguläre Klassen 
bezeichnet werden. Ihre niedrigste Ordnungszahl ist eine reduzierte Ordnung o,, und 
die Anfangsglieder aller ihrer Elemente lassen sich durch die f Fundamentalloga- 
rithmen dieser Ordnung darstellen. Die e übrigen Klassen dagegen enthalten irre- 
guläre Logarithmen von hóchster Irregularitätsordnung von der Form o,— ne; 
die Anfangsglieder aller Elemente einer solchen irregulären Klasse lassen sich durch 
einen zu dieser Ordnungszahl gehórigen irregulären Fundamentallogarithmus und 
f — 1 reguláre Fundamentallogarithmen der Ordnung o, darstellen. Die Klasse 


K, deren Logarithmenordnungen zu 0, = p'eg — ve kongruent sind, gehört 
entweder zu den regulären Klassen; dann sind die Anfangsglieder ihrer Elemente 
durch f —1 reguläre Fundamentallogarithmen der Ordnung o, und den Ersatz- 
logarithmus der Ordnung 0 = o, ,, = eg p^ darstellbar; oder sie gehört zu den 


irregulären Klassen, dann sind sie durch f —1 reguläre Fundamentallogarithmen 
der Ordnung o, und einen irregulären Fundamentallogarithmus der hóchsten 
Irregularitátsordnung o? — ne darstellbar. Als (e + 1)-te Klasse tritt die Klasse 
K, hinzu, welche die Ordnungszahl -- oo besitzt und alle Logarithmen vom Werte 0 
umfaßt, zu denen die p'*-ten Einheitswurzeln als Numeri gehören. 

Wendet man das allgemeine Ergebnis von S. 235 auf den wichtigen Spezial- 
fall an, daB in K(p) die hóchstmóglichen irregulären Einheitswurzeln existieren, 
setzt also v, = »,, so erkennt man, daB keine irregulären Logarithmen von 
höchster Irregularitätsordnung existieren, so daß das Fundamentalsystem aus À 


regulären Logarithmen 4,4, - - n "besteht. 

Enthält andrerseits K(p) überhaupt keine irreguláren Einheitswurzeln, liegt 
also ein regulärer Körper vor, so besteht das Fundamentalsystem aus den A 
regulären Fundamentallogarithmen /,,...,/, unter denen kein Ersatzlogarithmus 
vorkommt. 


§ 2. Berechnung von Ordnungszahl und Index des Regulators. 


Auf Grund der gefundenen Gesetzmäßigkeiten kann man nun die Berechnung 
von Ordnungszahl und Index des Regulators R = |l,...2,| durchführen. Aus 
denjenigen Spalten, die aus irreguláren Fundamentallogarithmen bzw. aus den 
Ersatzlogarithmen bestehen, lassen sich Potenzen von p als Faktor vor die Deter- 
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p"" — p itte 
absondern. Aus den übrigen e — 1 irregulüren Spalten läßt sich diesmal 
e—2 
— Ai 


p f-0 — p Ua» 
abspalten; also tritt in diesem Falle ebenfalls insgesamt der Faktor 
C. p^ "-Yt*e ve — Cp” 
vor den Regulator. 

Ist kein Ersatzlogarithmus vorhanden, so bilden die Koeffizienten von je f 
Spalten der nach Abspaltung von C. p” entstehenden Determinante AR, eine be- 
liebige Basis modulo p; also kann von vornherein angenommen werden, daß alle e 
Gruppen von je / Spalten dieselben Anfangskoeffizienten besitzen. Ist dagegen 


(epo) (eps) 
der Ersatzlogarithmus d vorhanden, so enthält Ay das Element p-" | mit 
dem Anfangskoeffizienten 

Oey D 
(— 4 )^ wr? 0 E, . 
Dieser ist nach S. 229 so gewählt, daB er mit den Anfangskoeffizienten 


Q @ 0) 
en dr. Ott 


der / —1 Fundamentallogarithmen der Ordnung o, eine Basis modulo p bildet, 
also gilt das Gleiche von den / Zahlen 
(0 


0 @ () (D, vs 0 À (n (D 
(28) (E, en C twm 8) = (Co E) (1, f) 


in einem der konjugierten Körper. 

Da die Basissysteme für die übrigen Gruppen von je f Spalten ganz beliebig 
sind, kann man wieder von vornherein annehmen, daß alle e Gruppen von je f 
Spalten dieselbe Basis (28) als Anfangskoeffizienten besitzen; der Gleichförmigkeit 


. eg . l . 
halber soll die gemeinsame Basis auch in diesem Falle mit (0, e 7) bezeichnet 


werden. | 
Folglich hat die nach Abspaltung von Cp” übrigbleibende Determinante 
aus den Anfangsgliedern der Fundamentallogarithmen und ihrer Konjugierten, 


die als der „reduzierte Regulator" R, bezeichnet werden soll, folgende Form: 


(0) (0) (0) (0) (0) (0) 
MW 23 Uy TOW WS ee eee eee ; TU, 250, 
(0) (0) (0) (0) (0) (0) 
ZU e V1 .* 08 zt w, ; new, u, $9 9592925252999 * * 9 0000 «s wee 6 * 9 * 9 HW . . az, "m 
(1) (1) (1) (1) (1) (1) 
e TA p e e e 
(29) Tey Wy oo p PM... pM eee RII hn au... — 
R — | (1) (1) (1) (D) (1) 
R ae wi Sa BE Si i) ze i.) me 


9 e . . 


(/—1) = (/—1,. „BJ (/[—1, „lo (—1) f-1 ()—1) —1 (/—1) — 3 
n, ew? eo m Uw, s; mw) ... mQ Ww) i...$ 9, ee? el. RP d 
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oder in abgekürzter Schreibweise 


D m,k—1,2,...,e 
(29 a) Ro = | Ru | | | — 0, nt), 
| 1=1,2,...,f 


denn die Primzahl x besitzt f Zyklen von je e Konjugierten 

(0) 0) (1) (1) ((—1) (/—1) 

Tey, ++ es My, ~~ +, Rose + My yee, Ne, 
während jedes Element w, die f Konjugierten 

(w,, wr, wb... wP ) = ($5. i», w, el. Vo) 
besitzt. Die Berechnung von A, läßt sich nach einer Methode durchführen, die 
der von Herrn Hensel in seiner „Theorie der algebraischen Zahlen‘‘!) zur Aus- 
wertung der Determinante 


o il—0,1,...,f—1 
A(q, x) 2 lS m (mot cet) 
k=1,2,...,e 


angewendeten genau entspricht. Bildet man nämlich aus den e ersten Zeilen von 


R, alle Unterdeterminanten e-ter Ordnung, so sind nur diejenigen von Null ver- 
schieden, in denen die Exponenten o, sämtlich verschieden sind, da in den übrigen 
sich zwei Vertikalreihen nur um einen konstanten Faktor unterscheiden, durch 
dessen Abspaltung eine Determinante mit 2 gleichen Kolonnen entsteht. Alle 
nicht verschwindenden Unterdeterminanten e-ter Ordnung aus den e ersten Zeilen 


(0) , (0) , 
P ALTA T, 
(30) MEN 
(ps (0p, 7 
r few 


wo (1j... w,) eine beliebige Kombination der Elemente (w,...#,) mit Wieder- 
holungen zur e-ten Klasse bedeutet, sind durch die Determinante 


Op, We, 
(31) A(m) =| e =|2,"| (km=1,...,e) 

(0e, (00 

I, . 7t, 


teilbar; also gilt nach dem Laplaceschen Determinantensatz das gleiche für die 
ganze Determinante A, Wendet man auf die andern Gruppen von je e Zeilen 


dieselbe Überlegung an, so erhält man für R, die Darstellung 


(32) R,— G(w) [wm mem]... men) — (kom 4... e). 


TN () 
Darin hangt G(w) nur noch von 
(i) 6) 
101, ee ey v, 


ab, wie die Vergleichung des Grades in bezug auf irgendein Element Ty lehrt. 
R, enthält jedes solche Element höchstens in der o,-ten Potenz; in den rechts 


1) a. a. O. Kap. IX, § 3, S. 222 ff. 
Journal für Mathematik. Bd.155. Heft 4. 33 
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stehenden Determinanten tritt jedes LA genau in der o,-ten Potenz auf; also kann 


G (V) keine der Zahlen LA mehr enthalten. Zur Bestimmung von Gi) können 
daher die / Zyklen (7, wae 7) einander gleichgesetzt werden; sie mögen sämtlich 
gleich dem ersten Zyklus (xt, ae 7.) angenommen werden. Dann kann man nach 
einem Satz von Xronecker !) für diese vereinfachte Determinante die Produkt- 
darstellung geben 











= (0) (i) () |, i=0,1,..,f—1 
(33) Ry = e| fon |! 18, .. «20, kmail e ); 
also ist . . 
G(w) = el... 
und daher 
— $ ) jefe 
(34) Ry = e|... 0, m |e. 











Ordnet man die Horizontalreihen von À, so um, daB zuerst alle f Zeilen hinge- 
schrieben werden, die x, enthalten, sodann alle, die x, enthalten, usf., wobei sich 
höchstens das Vorzeichen von À, ändert, so ist das Diagonalglied der umgeordneten 
Determinante gleich dem Produkt der Diagonalglieder der rechts stehenden Deter- 
minanten; also hat « den Wert + 1. Für das Quadrat des reduzierten Regulators, 
das als symmetrische Funktion der Konjugierten eine rationale p-adische Zahl ist, 
folgt daraus 

(34 a) R = 


ge /—1 


(i) G) 
. JI 
i=0 


$i... U, 











nm]. 


Die Determinanten | soem | unterscheiden sich nun von der Cauchyschen 
Potenzdeterminante 


(35) Co = in... 
nur um einen genau durch p teilbaren Faktor. 


Ist nämlich zunächst e nicht durch p teilbar, so kann die Primzahl Tt stets 
so gewählt werden, daß sie nebst ihren Konjugierten der reinen Gleichung e-ten 
Grades ?) 

x — pn = 0 
genügt, wo og eine (p! — 1)-te Einheitwurzel des betreffenden Körpers darstellt. 
In der früher benutzten Entwicklung von p (vgl. § 1, S. 183 der ersten Arbeit) 


(0), q 
p = MW Cp 


ist daher die Einseinheit ¢, = 1 zu setzen, so daß man hat 


(0), _ 
(36) HT; = pw * (k = 1,...,e). 
Reduziert man also die Ordnungszahlen o, auf ihre kleinsten positiven Reste 
modulo e 
1) Vgl. Hensel, Acta mathematica, t. 14, p. 317—319: ,Darstellung der Determinante eines 


Systems, welches aus zwei andern komponiert ist“. 
3) Vgl. Hensel, Theorie der algebraischen Zahlen, Kap. VIII, § 6, S. 201. 
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so kann man wegen 
zu em = m t ebm _ (0 zum pm 7» 
aus Jeder Spalte von A(z) den Faktor p": ‘’" absondern, aus der ganzen 


Determinante also 
—9 


P =pwi; 
denn 25, hat den einfachen Wert 1. Um das zu zeigen, bilde ich die über alle 
reduzierten Ordnungen erstreckte Summe 


2r Om = Za, + eb, = Zprk —eZx. 


1 


= by "REEL 


Also ist 
ed (x +6,,) = 2 (p*k —a,). 


Da die Zahlen a, die Werte 0, 1,...,e— 1 durchlaufen, während die Zahlen p*k 
die Werte r +1,...,7-+e annehmen, so kann man die rechts stehenden Diffe- 
renzen so zusammenfassen, daB r +1 davon den Wert e erhalten, während 
die übrigen verschwinden; also ist 


Z(x --b,) —r-4-1. 
Andererseits hat 2x den einfachen Wert r, denn zu jeder Zahl p*k gehören genau 
x durch p teilbare Zahlen unterhalb r-+e; also ist 2x gleich der Anzahl aller 
durch p teilbaren Zahlen unterhalb r +e, also gleich —] =r, da die zu 


verschiedenen Werten von k gehörigen Zahlen von der Form p"k sämtlich ver- 
schieden sind. Also ist in der Tat 2b, = 1. - 
Die nach Abspaltung des Faktors pw” = + n (5) aus 4 (7) übrig- 
bleibende Determinante Ex | stimmt bis aufs Vorzeichen mit der Cauchyschen 
Determinante (35) überein, da (a,...,a,) eine Permutation der Zahlen 
(0,1, ..., e — 1) darstellt. CO” ist nun gleich der Diskriminante der Gleichung 
e-ten Grades 
(37) F(z) = 2 —pw *—0,. 
der "4 nebst seinen Konjugierten genügt. Es ist daher 


e(e— 1) (0) 1 


(8) c? = D) = (—1) * nl wi] = (—4) Ten) 


n (2) ME Oe, | | 


Wegen 4 (2) = ergibt noh daraus 


AY = (—1) * ey". 


Entsprechendes gilt für die übrigen Determinanten 4 (x), ..., 4 ("x >, Ein- 
setzen in Formel (34a) liefert für das Anfangsglied des Regulatorquadrats den 
Wert 


(39) Ry = 
1) Vgl. Hensel, Theorie der algebraischen Zahlen, Kap. IX, § 2, S. 218. 


; A(e—1) 
Dy V (—4) NR, 
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wo N(z) die volle, über alle À konjugierten Primzahlen erstreckte Norm bedeutet. 
Da N(x) genau durch p! teilbar ist, während alle übrigen Faktoren p nicht ent- 
halten, so hat die Ordnungszahl des Regulatorquadrats den Wert 


(40) . 2P, = f(e + 1). | | 
Der Regulatorindex hängt von der Wahl der Basis (9, T 07) modulo p ab. 
Da sich aber jede Basis durch die spezielle 
(4%... 19/7) 
aus den Potenzen einer primitiven (p/—1)-ten Einheitswurzel, die ja ein primitives 
Element f-ten Grades für den betreffenden Körper darstellt, homogen und linear 
ausdrücken läßt, so besteht die Determinantenrelation 


(3) 
W, 





u 49 Gra t—0,1,...,f —1 

= Iul aw... | 1=1,2,...¢ ) 
worin die Substitutionsdeterminante | c, | eine rationale, nicht durch p teilbare 
Zahl darstellt, also ist der Index des Regulatorquadrats bis auf den Index einer 


| 
rationalen Quadratzahl, also bis auf ein Vielfaches von 2^ = 


(39) folgt für ihn der Wert 
(41) 2 Ind À — e Ind D(w) -- 4 Ind e + (e + 1) Ind N(r) 


+ 22 Ind (— 1) +2Ind [c]. 


bestimmt. Aus 








Darin bedeutet D(w) die Diskriminante der irreduktibeln Gleichung f-ten Grades, 
der eine primitive (p! — 1)-te Einheitswurzel nebst ihren Konjugierten genügt, 


denn diese ist gleich dem Quadrat der Determinante rey S. 87) | 


der Norm von z hat den Wert 


Der Index 


(41a) Ind N(x) = 2 + f(e — 1) Ind (— 1), 


da die Partialnormen den Werten 
(— 17 pw^*, NT N 
modulo p kongruent sind. Der Index von — 1 hat in allen Kórpern den Wert 
p—1 
5 

nicht durch p — 1 teilbar ist, denn dann kann jene einfachste Basis (1% D) 
zur Bildung der Fundamentallogarithmen benutzt werden. Ist dagegen 
e = e(p —1), so muß die Basis die Form (£,,...,£,) besitzen, wo & = œ(x;) 
= +, — zu (mod p) ist, also tritt in (41) Ind |c,,| wirklich auf. 

Ich betrachte jetzt noch den Fall, daß e durch p teilbar ist, also die Form 

(42) e= pe 
besitzt. Auch dann läßt sich zeigen, daß sich die Determinante A(x) von der 
Cauchyschen Potenzdeterminante CÓ nur um einen genau durch p teilbaren 
Faktor unterscheidet. Mit Hilfe der irreduktibeln Eisensteinschen Gleichung: 


Ind |c,,| kann in allen den Körpern zu Null gemacht werden, für die e 
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| Seem |* = (1/3 T Œ_in(r)t! (mod p®). 


Führt man für die konjugierten Determiannten ES em | die enteprechenden Uber- 
legungen durch und setzt die erhaltenen Werte in die Formel (34a) ein, so erhält 
man in diesem Falle für das Anfangsglied des reduzierten Regulators die Dar- 
stellung s 

(46) Rp... 1) u n (Ga N (ny *!, 
in genauer Entsprechung zu Formel (39), wenn man e durch e ersetzt und berück- 
sichtigt, daß der Anfangskoeffizient &_ı von wo(x) den Wert e besitzt, falls e 
nicht durch p teilbar ist. 

Für die reduzierte Regulatorordnung ergibt sich in diesem Falle der Wert 

(47) 2P; — f(e +1). 


2ve 





Fügt man den abgespaltenen Faktor p * wieder hinzu, so erhält man für die 
Regulatorordnung selbst die einfache Gleichung 
(48) 2P,— f (e +1) +27. 
Für den Regulatorindex folgt 
(49) 2 Ind À =e Ind D (w) +e Ind n (ci) + (e + 1) Ind N(x) 
4 267 Ind (— 1) + 2 Ind [es + 2nd C, 


a—1(;) 


wo C = A „a ist. 
Nach Formel (45) haben die Partialnormen die Werte 
na) = (—1)' pe. 
Also ist in diesem Falle 
Ind N(x) = Ind (n(c)) + à Ind (— 1). 
Nun ist nach Gleichung (43) 
(0) n° 





C= —p — Con — 6 327? —- — cn = w*(14d:-:), 

wo die Klammer eine Einseinheit ist und g den Index von —p bedeutet. Also ist 

Ind n(c Ap QQ,P—1 

Ce 8 p— 4 ? 
so daß man hat 
f 
Ind N(x) = — -— + À Ind (— 1) 
und daher 
f 
(50)  2Ind AR = eInd D (w) -- e Ind n (c; ,) — (e 4- 1)g FT 


+ 2 nd (— 1) +2 ** + 2 md Z, 


wo Z eine rationale p-adische Zahl bedeutet. Also läßt sich auch in diesem Falle 
der Regulatorindex vollständig angeben. 
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§ 3. Die multiplikative Darstellung der Einseinheiten von X(p). 


Vollzieht man in den bisherigen Ergebnissen nach den in § 2 der ersten Arbeit 
hergeleiteten Vorschriften den Obergang zum Numerus, so lassen sich alle Er- 
gebnisse der Henselschen Abhandlungen H. II und H. IV auf höchst einfache Weise 
wiedergewinnen. 

Ich mache gleich wieder die Voraussetzung, daß der Körper genau die pri- 
mitiven p”-ten Einheitswurzeln enthält, wo 0 = v, = » sein kann. Dann folgt 
aus der Darstellung aller Logarithmen durch das Fundamentalsystem (26) von 
§ 1, S. 236 


(1) l = Co Lo + eL, +: .. + &_ıLle-ı + Cs ili + ttt T Ql 
durch Ubergang zum Numerus 


er Levey Esa L. c e c 
4 (2) n= el — wt (e^)*(e^)t... (e'e-tye-tarett,,, n 
oder 
(2a) n= HEN... nea nga... e 


Also läßt sich jede Einseinheit durch ein Fundamentalsystem von A-+ 1 Eins- 
einheiten darstellen, von denen die erste eine primitive p”-te Einheitswurzel w 
ist, die hier der Gleichfórmigkeit halber auch mit 7, bezeichnet werden soll. Unter 
den A übrigen Fundamentaleinheiten sind n,,,,..., 7, regulär, können also als 
zweigliedrige Einseinheiten von der Form 7, = 1 + 2", gewählt werden, während 
Nor +++. 7, , Órregulár sind. Da ihre Logarithmen 

L, = m +... = ON... (à = 0,1,...,e—1) 
nach § 1, S. 234 von höchster Irregularitätsordnung sind, besitzen 7,,...,7,_, 


selbst die „höchsten Irregularitütsgrade" 1), d. h. die Potenz 7?* besitzt einen 
möglichst hohen Grad 


(3) | 5, — P; + ve (à = 0,1,...,f —1). 

Die Differenz zweier aufeinanderfolgender Irregularitätsgrade 
$;— $441 = P, —P;,: + (% — 41) € 
= 0,7 (v; — *i11)e + (v; — V1) € — P41 = 0, — Ps: < 0 

ist stets negativ, denn nach der Übersicht (22) auf S. 234 gehören sowohl 0), 
als P;,1 als Logarithmenordnungen zu Einseinheiten desselben Grades ep "+1; 
aber o,, ist noch keine höchste Irregularitätsordnung, also sicher kleiner als P; i. 
Also bilden diese Irregularitütsgrade eine steigende Reihe 

(4) Sp « $4 « $3... .. <Si1<S = +0, | 
wo $, = +o der zur Einheitswurzel 7, = w gehörige Irregularitätsgrad ist. 
E Da man nach dem in $ 2 der ersten Arbeit, S. 186f. angewandten- Verfahren 


von einem beliebigen irregulären Logarithmus L, durch eine endliche Anzahl 
von Subtraktionen von Logarithmen regulärer zweigliedriger Einseinheiten zu dem 


1) Vgl. S. 198 der ersten Arbeit. 
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Vielfachen c,L, eines Logarithmus von höchster Irregularitätsordnung gelangt, so 
ist auch umgekehrt 
| oL,=L,+h+1,+---+1, 

gleich einer endlichen Summe von Logarithmen zweigliedriger Einseinheiten, denn 
fir L, kann speziell der Logarithmus einer zweigliedrigen irregulären Einsein- 
heit desselben Grades gewählt werden. Durch Ubergang zum Numerus folgt 
daraus, daß die irregulären Basiseinheiten 7, (für c = 0,1,...., e — 1) aus einer 
endlichen Anzahl von Gliedern bestehen, weil für 


nit = (A + net wp a) (A + bn)... (1 + rw) 


dasselbe gilt. Nur für die irregulären Logarithmen, die zu Einseinheiten der 
höchsten Grade | 

ep", — egp" "€... ., Cop 
gehóren, umfaBt die Reduktion auf L, = 0 unendlich viele Schritte, also besteht 
die zugehörige Einheitswurzel 


Ve 


Me = e^ =o 
aus unendlich vielen Gliedern. 


i 


Man kann daher folgendes Ergebnis aussprechen: 


Enthält ein Körper die primitiven p'"-ten Einheitswurzeln 7,, 80 be- 
steht das Fundamentalsystem für seine Einseinheiten 


Nos Ma coe ey Ne, Métis ce.) Ma 
aus À + 1 Elementen. Von diesen können die À — e regulären 


Wei cto M 
als zweigliedrige Einseinheiten gewählt werden; 7, ist eine primitive p'*-te 
Einheitswurzel, die aus unendlich vielen Gliedern besteht; 7,,..., 7,,, sind 
irregulàre Einseinheiten der hóchsten endlichen Irregularitätsgrade 


die eine ansteigende Reihe bilden; sie bestehen aus einer endlichen Anzahl 
von Gliedern. 


Dieses Fundamentalsystem ist so beschaffen, daß sich aus den Potenzen 
seiner Elemente Basissysteme für die nicht äquivalenten Einseinheiten sämtlicher 
Grade bilden lassen, und zwar läßt sich eine Klasseneinteilung der Einseinheiten 
in e + 1 Klassen einführen, so daB alle und nur die Einseinheiten derselben Klasse 
durch die Potenzen derselben Basiselemente darstellbar sind. Rechnet man nàm- 
lich alle und nur die Einseinheiten mit modulo e kongruenten Logarithmen- 
ordnungen in dieselbe Klasse, so kann man die Ergebnisse von $ 1, S. 229 
wörtlich auf die, Einseinheiten übertragen. Zu den A—e regulären Loga- 
rithmenklassen gehören À — e reguläre Einheitsklassen. Für sie gilt der ein- 
fache Satz: 

Alle und nur die nicht äquivalenten Einseinheiten derselben regulären 
Klasse lassen sich bis auf eine Einseinheit höheren Grades durch die p"-ten 
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Potenzen von f zweigliedrigen Einseinheiten niedrigsten Grades aus der be- 
treffenden Klasse darstellen. 


Aus der Gleichung für die Logarithmen 


. „® LO eu 
pl = ce, p"ly + cgp'ly + +++ + pl + poa 
folgt nämlich durch pup zum Numerus 


(5) - (Sr). (9: (kon Ye, y. (oy "AN 


Die p"-ten Potenzen d Basiseinheiten ten Grades bilden also wieder Basis- 
systeme für die Einseinheiten einer gesetzmäBig anwachsenden Reihe von Graden. 
Die Bestimmung sümtlicher Grade, welche die Einseinheiten derselben regulüren 
Klasse annehmen kónnen, liefert folgender Satz: 
Es sei x der kleinste Exponent, für den 5?' Exponentialeinheit ist. Ist 
dann n Xi x, so ist 5?" vom Grade p"k; ist dagegen n > x, also von der Form 
n — x +p, 80 ist 9?" vom Grade p*k + noe. 
Der Logarithmus p"log 7, von wf besitzt nämlich die Ordnung o, + ne. 
Dazu gehórt nach $ 2, Gl. 2, S. 186 der ersten Arbeit für n = x der Grad 


k — &tne-cr(x—n)e, (oe xe): p E 


Für n> x dagegen ist — 
Qo, +ne = p*k —xe + (x + ny)ye = p*k - ne r; 

also liegt der Logarithmus einer Exponentialeinheit vor, deren Grad mit der Loga- 
rithmenordnung übereinstimmt, also in der Tat den Wert p*k + noe besitzt. 

Sämtliche Einseinheiten der regulären Klasse À, besitzen also Grade, die 
der Reihe 

k, pk, p*k,..., p'k p’k-+e, p*k+2e,... 

angehören. Den Zusammenhang zwischen Potenzdarstellung, Logarithmenordnung 
und Grad für die Einseinheiten derselben regulären Klasse zeigt folgende Uber- 
sicht: 


Einseinheit : n 1 el gt mt" 
(6) Logarithmenordnung: o, 0, +e... +e... 0, + (x + n)e. 
Grad: k pk . pk ... p'k + noe 


Somit ist der in H. II, § 4, S. 202 ausgesprochene Satz wiedergewonnen: 


Sind 5. e. 9) Basiselemente für die Einseinheiten k-ten Grades, wo 
k nicht durch p teilbar ist, so bilden die Systeme 


Gi). GaP), Gr) Qm) ss) ate 


von je f Einheiten der Reihe nach Basen für die Grade 
k, pk,..., pk; pk+e,...,p'k +noe, ... 
Ist n=1+nrtw + ---, so hat 7° das Hauptglied prtw* für k > r, denn 
für Exponentialeinheiten stimmen das Anfangsglied des Logarithmus und das 


Hauptglied des Numerus überein. Für k <r gehört zum Anfangsglied 
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pa‘tw — qt toppts—xote 
der logarithmischen Reihe der Grad pk und der Index 
xs — (x —1 x —1 
NEN (mod p 1) 
also hat in diesem Falle 7? das Hauptglied z?*w?, Für k = r — ear = eo 
endlich ist wegen o =e 
p log nya = pr" — ww *) +... 
— gi re (ps, — why) + e 
von hóherer als r-ter Ordnung; also hat die zugehórige Exponentialeinheit das 
Hauptglied z*ÜP(w*» — www), Der Logarithmenklasse X, entspricht die Ein- 
heitenklasse À, der p'*-ten irregulären Einheitswurzeln, die sich sämtlich als Po- 
tenzen eines primitiven Elements 7, = « darstellen lassen. Den e übrigen irregu- 
laren Logarithmenklassen entsprechen e irregulüre Einheitenklassen, in denen 
irreguläre Einseinheiten von höchstem Irregularitätsgrade vorkommen. Auch für 
diese Klassen läßt sich die zugehörige Gradreihe aus der Übersicht (22) auf S. 234 
leicht ablesen. Zu den Logarithmenordnungen einer irregulüren logarithmischen 
Klasse 
P, = 0, 9-95 Pace op, —(v—7v,,,—1)e;...; 
Pr+(r—v,1)e = 0,5 6, +ei...; 0, +v,,,6; 6, T (9,4 +1)e... 
gehóren nàmlich die Grade 
ép" ^, eap" 5i 6.45 egp 175 Ay pha... ph = $5 tee... 
Zu den Graden 
eap" "5; ep" 1... 45 egp HIT 
gehóren irreguläre Einseinheiten von hóchster Irregularitätsordnung, die sich 
simtlich durch die Potenzen eines einzigen Basiselements 7, darstellen lassen. 
Zu den folgenden Graden 
| ha pha. p RS S; s de... 
gehóren regulüre Einheiten; alle nicht äquivalenten desselben Grades lassen sich 
durch die p"-ten Potenzen der f Basiselemente für den Grad.h,: 


(Ai) (A) (As) 
Ta» Mere ees Na 


darstellen, von denen das erste die Logarithmenordnung P, + (», — »,,,)e = 0,, 
besitzt, also in der Tat vom Grade h, ist. Gehört ft, zu den regulären Klassen, so 
bilden für die regulären Einseinheiten der Grade 


—1 
Co; CoP, ee ey ep” 


ps “+1. 
npr "5 


die f —1 Elemente 
(ee) (ee) (eo) 
Mas Mare Pl 


und deren p"-te Potenzen die Basissysteme; für die Einseinheiten der Grade 
Cop’, Cop” T 6, ... 
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eten das Ersatzelement ct = 1 + IE, vom Grade e,p” und dessen p"—"-te 
»tenzen hinzu. Gehört dagegen $,, zu den irregulären Klassen, so sind nur 
e Basen für die Grade 
09, CoP, +++» CoP 
— 1)-gliedrig, während für die Einseinheiten der Grade 
ep *—, ..., eap, ep" +e,... 
is irreguläre Element 7, , vom Grade e,p” "1 und dessen pete Po- 
nzen hinzutreten. Also enthält in diesem Falle das Fundamentalsystem keine 
guläre Ersatzeinheit des Grades e,p”, sondern an ihre Stelle tritt die Potenz 
*e—! einer irregulären Einseinheit. 
Während man also genau wie für die regulären Klassen den Satz aus- 
rechen kann: 
Alle nicht äquivalenten Einseinheiten derselben Klasse sind durch die 
Potenzen derselben Basiselemente darstellbar, 
rliert der auf S. 246 angegebene Satz über die Darstellung aller Einseinheiten 
r Gradreihe | 
k,pk,..., p'k, pk +e,..., p'k --nge, ... 
irch die Potenzen derselben Basiselemente für k = eg seine Gültigkeit. Der Grund 
für liegt darin, daB nicht mehr alle nicht äquivalenten Einseinheiten der Grade 


Ep» oP, -- +, eo p" 
rselben Klasse ft,, angehören, sondern daB die irregulären von höchstem Irregu- 
"tütsgrade unter ihnen auf die e + 1 irregulären Klassen verteilt sind. Um 
her aus dem Fundamentalsystem Basissysteme für die Einseinheiten sämtlicher 
ade zu bilden, muB man folgendermaBen verfahren: 

Ist der Grad k nicht von der Form ep’, so sind die f Basiselemente der- 
1igen Klasse À, zu entnehmen, deren reduzierte Logarithmenordnung zu o, 
ydulo e kongruent ist. Kommt man dabei auf eine der irregulären Klassen, ist 
© o, zu einer der höchsten Irregularitätsordnungen P; modulo e kongruent, so 
steht das Basissystem aus den f Elementen 

DUT Mise Ma E=0,4,-..,8—4) 
er deren p"-ten Potenzen; der Exponent des ersten Basiselements ist also stets 
ırch eine höhere Potenz von p teilbar als die übrigen. Ist dagegen _ 


k — eg, &Pı +++, op, 
, muß man zu den f —1 regulären Basiseinheiten aus der Klasse $t, noch die 
inseinheiten der hóchsten Irregularitätsgrade 


~ = - Yeo—¥,—1 , un _ - Va —vs—1, 
Por Tirer M $7, 755 75 pee 
—1 


> 5 pre. 2 à ee 
Nei Meas cer Me > Mer Mer T 


3 den irregulären Klassen 


(7) 


$5, ; Dhs » ony Raa) $t, 
zunehmen, um Basissysteme für alle regulären und irregulären Einseinheiten 
Grade | 
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ed, “oP, - +>) eg p^ "775 eg p^, egp'e ntl ..., 6973, ... 
eo p 4, egp (1t nee) eap" * 55 Cop °9 eop" 
zu gewinnen. Für alle Grade 
k = ep’, ep +e, ..., egp* 3- me, ... 
endlich besteht die Basis aus den f Elementen 
(e) y, (9 s, (e9 
ny’; nf acces Ni! 
und deren p"-ten Potenzen, wo n entweder das regulüre Ersatzelement 
4 HIP &=1+2"wr"s, + --- oder die Potenz des irregulären Elements 
7^1! bedeutet, je nachdem 8, eine reguläre oder eine irreguläre Klasse ist. 
Der Exponent des letzten Basiselements ist in diesem Falle stets durch eine 
niedrigere Potenz von p teilbar als die übrigen. Diese Basiselemente gehóren 
wieder sämtlich zur gleichen Klasse $t. 
Man erhält also in diesem allgemeinsten Kórper für jede beliebige p-adische 
Zahl die Darstellung 


—6 (e.p”.)e1 
(8) B xw = a Tone. Dr ME LUE "7 . 


Darin durchläuft c, alle Werte unterhalb p'*, b alle diejenigen unterhalb p/— 1, 
a alle ganzen rationalen Zahlen, während alle übrigen Exponenten beliebige ganze 
rationale p-adische Zahlen sind. Vereinigt man die primitive p'*-te Einheitswurzel 
7. mit der primitiven (p/ — 1)-ten Einheitswurzel w zu einer primitiven (p/ — 1) - p"- 
ten und bezeichnet diese höchste in K(p) vorhandene Einheitswurzel mit v, s0 
erhält man die Darstellung. 

(9) Bano... en. mp (p), 
die genau À — e.f Fundamentaleinheiten enthält und wohl als die einfachste 
und naturgemäßeste betrachtet werden darf. 

Für e — 0, also wenn in K(p) die p"-ten Einheitswurzeln existieren, wird 

(10a) Banton... "ni (p); 
also treten in diesem Falle auBer v nur reguläre Fundamentaleinheiten auf. Für 


vy, = 0, also für reguläre Körper, ist zu beachten, daß die Ersatzeinheit un durch 
n, vom Grade ey zu ersetzen ist, während v in w übergeht, so daß man hat 


(10 b) B = mwhahg... nr (p). 


Wendet man die Methoden und Ergebnisse dieser Arbeit auf die quadratischen 
p-adischen Zahlkörper an, so erhält man alle Ergebnisse von H. I, § 5 auf sehr 
einfache und übersichtliche Weise; es ist besonders interessant, daß schon in diesem 
einfachsten Körper alle von der Theorie vorausgesagten Besonderheiten wirklich 
eintreffen. Ebenso hat sich die logarithmische Methode bei der Untersuchung der 
algebraischen Zahlen für eine Primteilerpotenz als Modul, wie sie in H. III und in 
H. IV, $ 4 zum ersten Male in voller Allgemeinheit durchgeführt ist, als recht einfach 
und brauchbar erwiesen. 
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Zur Theorie des Flachenbtischels 2. Ordnung. 
Von Otto Staude in Rostock. 


Unter den 13 Arten des Flächenbüschels 2. Ordnung !) sind zwei Arten dadurch 
gekennzeichnet, daß bei beiden die Büscheldeterminante A(}) eine vierfache Wurzel 
À = A, hat, für die nicht alle Unterdeterminanten 2. Grades ö,,() von A(A), wohl 
aber alle Unterdeterminanten 3. Grades 4,(4) verschwinden. Der Unterschied 
der beiden Arten beruht nach der Theorie der Elementarteiler lediglich darauf, 
daß bei der einen die Unterdeterminanten 4,:(À) den Faktor (1 — A,)?, bei der 
andern nur den Faktor (A — A,)! enthalten. Was gerade dieser Unterschied bei 
den Flachen 2. Ordnung für eine geometrische Bedeutung hat, ist im einzelnen 
wohl bekannt ?), kann aber in der Form noch etwas allgemeiner begründet werden. 
Dies soll im folgenden geschehen, nicht nur für zwei Fldchen 2. Ordnung, sondern 
auch für zwei allgemeine Korrelationen. 


1. Hauptpunkte beim Flächenbüschel. Die beiden eigentlichen Flächen 
2. Ordnung: 


4 4 4 4 
(1) f= D: D'aurit = 0, g= 27 2d ban = 0 
1 1 1 


bestimmen das Flächenbüschel: 


(2) f—Ag=0 
mit der Determinante: 
(3) A(A) = | du — Ab, | . 


Die Unterdeterminanten 3. Grades seien mit A,(4), die 2. Grades mit Ö,(A) 
bezeichnet, wo x und / je die Nummern 1, 2,..., 6 der Variationen 23, 31, 12, 14, 
24, 34 bedeuten à). 
Die Gleichungen: 
4 


(4 T (ay, — Abu)" = 0, x = 4, 2, 3,4, 
) 2 i 1) Zi 


bestimmen, wenn À — A; eine Wurzel der Gleichung 4(4) = 0 ist, den zu dieser 
Wurzel gehörigen ,,Hauptpunkt‘'*) x, der eine doppelte Bedeutung hat. Er ist 


1) Enzyklopädie der Math. III 2, S. 216. 
*) Vgl. die neueste Darstellung in Heffters Analyt. Geom. 1923, S. 384. 
5) Staude I, Geom. des Punktes, der Geraden und der Ebene, S. 410, (4). 
*) Reye, Geom. d. Lage III (1910), S. 31. 
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die Spitze des Kegels f — A;g = 0 im Büschel; er ist aber auch ein Punkt gleicher 
Polarebene u® ın bezug auf die beiden Flächen (1). Die Ebene u®, für die bis auf 
einen Proportionalitätsfaktor: 


4 4 
(5) us? = > ay! = À > baux, 


mag dann als die zur Wurzel À gehörige Hauptebene bezeichnet werden; sie ist 
eine Ebene gleichen Poles in bezug auf beide Flächen (1). 

2. Hauptpunktreihen. Dabei ist zunächst angenommen, daß für die Wurzel 
A= À von der Multiplizität /; nicht alle Unterdeterminanten 4,(4) verschwinden 
oder /; = 0 ist, wenn (A — À)" die höchste Potenz von A — A, bedeutet, die in 
allen A,(A) enthalten ist. Dann gehört zu A; vermöge der Gleichungen (4) nur 
ein Hauptpunkt, für den mit x =1,2,3 oder 4: 

(6) ay): ag) 228 : 20 —4,4(4):4,4(4) : 4,5(A;) : 4,(4). 
Es kann aber auch sein, daß für À = 4; alle 4,;(4) und nicht alle 6,,(4) verschwinden 
oder L > 0, L' = 0 ist, wenn (À — A)" die hóchste Potenz von À — A, bedeutet, 
die in allen 6,,(A) enthalten ist. Dann wird aus dem Kegel f — A, g — 0 ein 
Ebenenpaar, und die Gleichungen (4) bestimmen die Doppellinie dieses Ebenen- 
paares mit den Achsenkoordinaten: 

(7) Q1* 42:93: d4 * 45 * ds = 6x1(A4i) . 6y2(A}) . 6,3(4:) . 6,4(A4i) . 6,:(4:) . Oxe(Ài) , 
x —1,2,... oder 6. Sie ist dann zugleich die zur Wurzel A, gehörige ,,Haupt- 
punktreihe" ; jeder ihrer Punkte hat in bezug auf f und g dieselbe Polarebene; das 
Büschel dieser Polarebenen ist das zur Wurzel À gehörige ,,Hauptebenenbiischel*' 

Reihe und Büschelachse sind ,,Hauptgerade", d. h. reziproke Polaren sowohl 
in bezug auf f als auf g. Es handelt sich aber hier um besondere Hauptgeraden. 

9. Hauptgerade. Im allgemeinen bestehen Hauptgerade nicht aus lauter 
Hauptpunkten. Vielmehr bestimmen die Gleichungen: 


6 
(8) > (tu m OP) Py” = 0, x —1,2,...,6, 
1 
wo o, eine Wurzel der Gleichung 6. Grades: 
(9) Ole) = | au — eBa| —0 


ist, die zu dieser Wurzel o,, gehörige Hauptgerade pt”. Dabei bedeuten a, und fl; 
die Unterdeterminanten 2. Grades!) der Determinanten A = |a,;| und B = |b,.|. 
Die Hauptgerade pt”) hat in bezug auf f und g dieselbe reziproke Polare p’™, für 
die bis auf einen Proportionalitätsfaktor ?): 


0 6 
(10) pr = Drap = Om DEB Py” 
indem x die komplementäre Variation zu x bedeutet?). Dabei ist p’” auch Haupt- 
1) Staude I, S. 410, (4). 


2) Staude IT, Geom. der Kegelschnitte und Flächen 2. Ordn., S. 835, (4). 
2) Staude I, S. 411, (11). 
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gerade und gehört, wie hier nicht weiter ausgeführt werden soll, zu der zu o, rezi- 


i der Gleichung (9). 
Durch Multiplikation der Gleichung (10) mit pt" und Summation über x 


ergibt sich: 


proken Wurzel o, = 


6 6 


6 6 6 
2j Pp" — DF DF ap pi = ev 2; Bu Pe? pi” 
1 1 


oder, unter Verwendung der allgemeinen Abkürzungen: 


6 6 6 6 
(14) Penn = 272! a pt? py”, Yan = > 2 B, pO? pf", 
1 


das Resultat: 
6 
(12) Pam = On Yam = 2v pe pi. 
1 


Dabei bedeutet g,, = 0 oder y, = 0, daB pt" Tangente von f oder g ist und 
kommt in (12) zum Ausdruck, daB, wenn eine Hauptgerade p™ Tangente der einen 
Grundflüche ist, sie auch Tangente der anderen ist in dem Punkte, in welchem 
sie von ihrer reziproken Polaren p’™ geschnitten wird. 

4. Zwei oder mehrfache Wurzel. Wenn zur Wurzel À = A, eine Haupt- 
punktreihe q in (7) gehört, so ist À wegen J;> l; mindestens Doppelwurzel, also 
4(4,) = 0 und 4'(4,) = 0. Es ist aber für die Determinante (3): 


4 4 4 » 6 6 

(13) — A'(4) = > | b A (A), 5 A" (4) = B_,6, (A). 
Andrerseits folgt aus (7), abgesehen von einem Proportionalitätsfaktor: 

(14) am d = 8, (À), 
wo der Index m andeuten mag, daß die Hauptgerade g zur Wurzel o,, von (9) 
gehört. Damit wird aus (13): 

4 , 6 6 6 6 

15) 5 A"(A) = M X Bd = DFS! BaP PI” = v, 
wenn rechts statt der Achsenkoordinaten g die Strahlenkoordinaten p der Reihe 
eingeführt werden. Aus (15) und (12) folgt dann: 


1 " . m) n'(m 
(16) 2 Om A (A) = Prom = Om Vom = DF Ps pz”. 


Diese Gleichung besagt aber: 

I. Gehört zu einer Wurzel A, eine Reihe von Hauptpunkten x und ein Büschel 
von Hauptebenen u® (L> 1,1; > 0, li’ =0), so liegen Reihe pt" und Büschel- 
achse p'™ windschief oder vereinigt, je nachdem A, eine zweifache (l; = 2) oder 
mehrfache Wurzel (l; = 3, 4) ist. 

5. Weitere Unterscheidung der vereinigten Lage. Bei einer dreifachen 


Wurzel A,(l, = 3) der Gleichung A(A) = 0, neben der dann noch eine einfache 
1° 
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A, vorhanden ist, haben p™ und p' bei ihrer vereinigten Lage nur einen Punkt 
gemein, da dann, wie nur kurz erwähnt sei, p'* durch den zu A, gehörigen Haupt- 
punkt 2) geht, der von der Hauptpunktreihe p™ getrennt liegt. 

Dagegen bleibt bei einer vierfachen Wurzel A, (l, = 4) die Frage offen, ob 
die beiden Strahlen p™ und p'* bei ihrer nach (16) vereinigten Lage nur einen 
Punkt gemein haben oder ganz zusammenfallen. Wir betrachten dazu die beiden 
Fälle 1, = 4, Ij — 2 ode 1, 4’ =0, wo entweder (À — 4,)* oder (A — À,)! die 
höchste Potenz von À — A, ist, die in allen Unterdeterminanten A,(A) vor- 
kommt. Es ist dann À = A, zweifache oder einfache Wurzel aller A,,(4) und ver- 
schwinden daher für À = 4, neben /,,(4) auch alle Differentialquotienten 4;,(A) 
oder nicht alle A,(A). 


6. Das Verschwinden der /4,(4) Nun ist z.B. aus: 
Qe, —Abg, 0g — Abgy au — Abu 
(17) Ay,(A) = — ia, — Abs, agg — Ab ag — Abg, 
. | Gen Ay Gas — Aba, au — Abu 
der Differentialquotient: 
(18) Ais ( 4) = 0415 96(4) — 555044(4) — ba Seo( À) 
— b3,054(4A) + b3504(4) + 53,05,(4) 
+ bard1e(À) —5,45944(1) — buadız(A) 

oder nach (14) mit Weglassung des Index m: 


(19) Aja(À) = 5919696 — 5239694 — 03406 03 
) — 5319596 + 5339594 + 0340543 
+ 5419196 — 0439194 — du 9192 
oder, wenn u und v irgend zwei durch die Achse g gehende Ebenen sind: 
be, Des du u Ve 
by; Das Day Us Vs 
(20) Al) = | bar da du u % | = — Pie 


und so allgemein: 
(21) Au) = — By 


xl» 


wo B die Unterdeterminante von b,, in der zweifach geränderten Determinan t 


| ba Dis Vis Dy Ui v, 
| be: Dan Vas bag Ug Va 
Das Dag Das Dag Ua V 
(22) Br —; 951 Vss 933 Yn Us Vs 
bar Dan Vas du Ua u 
u Us Ug u 0 0 
9; Ue vs u 00 
bedeutet. Die 10 Gleichungen: 
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(23) By = 
| aber gerade die überzähligen Bedingungen dafür, daB g=uxv-eine Er- 


zende der Fläche g ist!), wonach sie mit ihrer reziproken Polaren g’ ganz zu- 
imenfallt. Es folgt somit im Anschluß an Satz I: 


II. Gehört zu einer vierfachen Wurzel A, von A(A) eine Reihe von Haupt- 
kten 1%)... und ein Büschel von Hauptebenen u®...(,=44, = 2, 4, ' — 0), 
allen Reihe p und Büschelachse p' ganz zusammen, wenn alle Aji(A,) = 0 sind 
= 2), während sie sonst (lj, — 1) nur einen Punkt gemein haben. 


7. Weitere Folgen. Im Falle /, =4,4 =2, lj —O fallen also die zur 
rzel A, gehörige Hauptpunktreihe p und die Achse p’ des entsprechenden 
ıptebenenbüschels in einer Erzeugenden der Fläche g zusammen. Nach dem 
riff des Hauptpunktes gehört diese Erzeugende auch der Fläche f an und 
en f und g in jedem Punkte dieser gemeinsamen Erzeugenden dieselbe Tan- 
tialebene. 


Da die Hauptpunktreihe zugleich die Doppellinie des Ebenenpaares f— A, g= 0 
so ist diese Doppellinie eine Erzeugende der Fläche g, so daß jede der beiden 
nen des Paares die Fläche g außer in dieser Erzeugenden noch in einer anderen 
aden schneidet und beide Ebenen des Paares Tangentialebenen der Fläche g 
l. Die Grundkurve fx g oder f — A,gxg des Büschels besteht daher aus 
r doppelt zählenden Geraden und zwei windschiefen, jene schneidenden Ge- 
en ?). e 

Im Falle /,—4,1 —1, 5j 20 haben Hauptpunktreihe p und Achse p’ 
Hauptebenenbüschels nur einen Punkt gemein und sind in diesem konjugierte 
igenten beider Flächen f und g. Nach den Lürothschen Sätzen ?) über die 
iultaninvarianten von f und g muB aber bei einer vierfachen Wurzel À, (1, = 4, 
= 2, 14, lj — 0) die Achse des Ebenenpaares f — 4,g — 0 Tangente und we- 
tens eine der beiden Ebenen des Paares Tangentialebene von g sein. Daher be- 
it die Grundkurve f — A, g X g aus einem Geradenpaar und einem durch dessen 
»pelpunkt gehenden eigentlichen Kegelschnitt *). 


8. Hauptpunkte bei zwei Korrelationen. Bei zwei Korrelationen oder rezi- 

ken Verwandtschaften zweier Räume z, u und 2’, u: 
4 4 4 4 

(24) f(x’, z) = 5x Dt a,z,2;: — 0, g(z’, xz) = dx M buzz; —0 
stehen wir unter einem Hauptpunkt x des ersten Raumes einen solchen Punkt, 
1 in beiden Korrelationen dieselbe Gegenebene u' des zweiten Raumes ent- 
icht und unter einem Hauptpunkt x’ des zweiten Raumes einen solchen Punkt, 
a in beiden Korrelationen dieselbe Gegenebene u des ersten Raumes entspricht. 

Hauptebenen u und u' haben als Gegenebenen von Hauptpunkten die dual 
sprechende Bedeutung. 





1) Staude II, S. 803, (19); (39). 
3) Heffter, a. a. O. S. 384. 
*) Lüroth, Zeitschr. Math. Phys. 13 (1868), S. 408. 
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Die Hauptpunkte bestimmen sich aus den Gleichungen: 
4 4 
(25) 2) (14— Aj b) xh" = 0, x — 1, 2, 3, 4; 2 (a,, — À;b,;) x. = 0, l= 1, 2, 3, 4, 


wo À, eine Wurzel der Gleichung: 

(26) A(A) = | au — Ab.| = 0 
ist. Zu jedem Hauptpunkt 2,2’ gehört dann als Gegenebene eine Haupt. 
ebene u', ut. 

9. Hauptpunktreihen. Wenn für die Wurzel A, nicht alle Unterdetermi- 

nanten 4,;(A) verschwinden, also /; = 0 ist, gehört zu A, ein bestimmter Haupt- 
punkt in jedem der beiden Räume. Wenn aber E > 0, Il — O ist, gehört zur 
Wurzel A, eine Hauptpunktreihe in jedem Raume. Für die Achsenkoordinaten 
q und g’ dieser Reihen ist entsprechend (7): 
Q1: 3: 03: 94:95:96 = Sx1( Ai) : Ox2( À) : xs À) : 04 (À) : 055 (A) : ce(s), 
M :02:05:04:05:Q, = Óu(A) : Ón (Ai) : Ón (A) : Ó4(4) : 652 (À) : bee (Ai), 
x,1— 1,2, ... oder 6. 

Jeder Punkt einer solchen Reihe hat in beiden Korrelationen dieselbe Gegen- 


ebene und die beiden Büschel dieser Gegenebenen sind die zu A, gehörigen Haupt- 
ebenenbüschel. Die Reihen und die Büschelachsen sind Hauptgerade. 


10. Hauptgerade. Im allgemeinen ist nämlich eine Gerade p des ersten 
Raumes eine Hauptgerade, wenn ihr in beiden Korrelationen dieselbe Gegengerade 
p' im zweiten Raume entspricht, die dann ihrerseits eine Hauptgerade des zweiten 
Raumes ist. Die Hauptgeraden beider Ráume bestimmen sich aus den Gleichun- 
gen, entsprechend (8): 


6 6 
(28) 2j (ai — efi) p, = 0, x —1,...,6; Dt (aa — 0 Bu) pr = 0, t= 1,...,6, 
1 


wo o eine Wurzel der Gleichung: 
(29) 9(0) = [au —of.| = 0 


ist. Ist p" die zur Wurzel o,, gehórige Hauptgerade des ersten Raumes, so ist 
ihre Gegengerade, entsprechend (10): 


(27) 


6 6 
(30) Pz? = DF dup” = e. D} Bap. 
1 
Sie gehört, wie hier nur kurz bemerkt sei, zur reziproken Wurzel o, = A Durch 


Multiplikation mit der zu o, gehörigen Hauptgeraden des zweiten Raumes p'* 
und Summation über x folgt aus (30): 


6 6 6 6 6 
, , ’ 
2j PPL — M M a, PLP = Om DF D Bap, Pi” 
1 1 


und mit den allgemeinen Abkürzungen: 
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(31) Qu" - 35 a, pt") pU. Pan -XY P, p p(? 


geschrieben: 
6 
Qum 7 On Pme => p? pS. 


Dieselbe Betrachtung führt mit Vertauschung beider Räume zu der Formel: 
6 e 
Oum = On Pam = DF PSY PZ? 
1 
und damit zu dem Satze: 
Sind p™ und p’™) die zur Wurzel o, gehörigen Hauptgeraden beider Räume 
und p'? und p die entsprechenden des jedesmal andern Raumes; so ist: 


0 6 
(32) Imm = On Pn'n = 2 p, ps? = 2 pe pP. 


11. Zwei- oder mehrfache Wurzeln. Gehört nun zur Wurzel 4 = 4, in 
jedem der beiden Räume eine Hauptpunktreihe g und q’, so folgt aus (27), wie 
in (14), bis auf einen Proportionalitütsfaktor: 


(3) — qi" gm = 8,,(4,), 
wo der Index m andeutet, daß die Hauptpunktreihen als Hauptgerade zur Wur- 
zel o„ gehören. Damit wird dann nach (13) wie bei (16): 


6 6 
(34) AA) = Qua. = Om Yan = DE PD = Dz po? po, 
1 1 
woraus folgt: 


I. Gehôrt zu einer Wurzel À, in jedem der beiden Räume eine Hauptpunkt- 
reihe p™ = 2..., p\™ — z'9... und ein Hauptebenenbüschel p'? — u'9,.., 
p'? = u®..., so liegen beiderseits Reihe und Büschelachse p™ und pt, p'™ und p'" 
windschief oder vereinigt, je nachdem A, eine zweifache (l, — 2) oder mehrfache 
Wurzel (1, = 3,4) ist. 

Es bleibt dann, wie unter 5, die Frage offen, ob bei vereinigter Lage Reihe 
und Büschelachse ganz zusammenfallen oder nur einen Punkt gemein haben. 
Wir untersuchen daraufhin die Fälle 1, = 4, l; — 2 oder 1, 4’=0. Der Fall 
lL = 3, 4 = 2, lj’ =0 kommt nach der Theorie der Elementarteiler nicht vor. 


12. Umformung der 4,,(4) Wie von (17) auf (19) ergibt sich auch hier 
mit Rücksicht auf (33) mit Unterdrückung des Index m: 


(35)  A&(4) = — 5119896 + 5139694 + 5149092 + 5519496 — ss a Ga — sa Ja Ga 
+ 5419296 — 5439294 — 0440302: 
Ags(À;) = — 5119595 + 0129594 — 0149593 + Dai'Q4 ds — 5aaQaQa + 5249495 
— 5419395 + 5429394 — bass ds; 
As (Aj)) = 5119695 — 5129694 + 0149608 — 0194s. + Usa Q4 Q4 — Usa Q4 Qs 
— 5419295 + 5429294 — 9409295 » 
As(Aj) = 5119596 — 8139594 — 9109592 — 5919496 + 923949 + Vos a 9a 
+ 5419396 — 5439894 — 54098 92- 
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Um das Gesetz dieser Darstellung zu erhalten, denken wir uns die Geraden g und 
q' je als Durchschnitt zweier Ebenen u, v und u’, v' bestimmt und bilden die 
Determinante: 
ba Dia rs dus u v; 
ba: Das das bau Ug 9; 
bs; Dag das bg, Us v; 
Dar Das Des ba, Ua v, 
u, Ug Ug u, O O 
9; 9; V3 % O 0 
Dann gibt die Entwicklung der Unterdeterminante B1; des Elementes b,, 
aus (36) z. B.: 


(37) Bi = 5519696 + 53399494 + 5449292 — 5919496 — D129894 — 5149693 
~ " — 5419396 + 5349493 + Vasaa = — Ay,(A,) 


(36) 


u 
I 


und so allgemein: 

(38) A4) = — By. 

II. Wenn also für eine Wurzel A, nicht nur alle A,,(A), sondern auch alle 
Au) verschwinden, aber nicht alle 6,,(A), so ist dies gleichbedeutend damit, daß für 
die Hauptpunktreihen p™ = q™ = 2... =uxvundpf® =" — z'9,., — u'xv 
alle 16 Unterdeterminanten B?/ der Elemente b,, der Determinante (36) ver- 
schwinden. 


13. Das Verschwinden der B’;. Besteht die Gleichung g(z',z) =0 der 
zweiten Korrelation (24) zwischen den Punkten z' und x, so liegt jeder auf der 
Gegenebene des andern. Ist daher diese Gleichung identisch erfüllt für alle Punkte 
x einer Geraden g und alle Punkte x’ einer Geraden g’, so gehen die Gegenebenen 
aller Punkte x durch die Gerade g’ und die Gegenebenen aller Punkte x’ durch 
die Gerade q, d.h. die Gerade g’ ist die Achse des Ebenenbüschels, welches der 
Punktreihe g, und die Gerade g die Achse des Ebenenbüschels, welches der Punkt- 
reihe g’ vermóge der Korrelation g (z', x) = 0 entspricht. 

Nimmt man nun als Gleichungen der Geraden q und 4' in laufenden Ko- 
ordinaten x und z' die beiden!): 


(39) | ati = — 15%: — des | dati = — 5% — de? 
QaT4 = — da?s + 9225 | q424 = — 95% + 9225 
und verlangt, daB die Gleichung: 
4 4 
(40) g(z',z) = 2 2 by: 2,2, = 0 
1 


für alle Punkte x’ und x der beiden Geraden identisch erfüllt wird, so muß die 
durch Einsetzen der Werte (39) für x,, 24, 2}, % in (40) entstehende Gleichung 
in den noch übrigen Koordinaten 2,, 73, ts, 2; identisch erfüllt sein. Sie nimmt 
aber dann mit Rücksicht auf (37) die Form an: 


1) Staude I, S. 323, (9). 
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(44) Bis 2,2, + Bis 2,2, — Bis x, 2, — Binz = 0, 
so daB sein muB: 
(42) B5 = 0, By = 0, BY = 0, Bas =(. 


Indem man dann statt (29) die andern gleichberechtigten Gleichungen !) der 
Geraden g und g’ nimmt, ergibt sich so allgemein: 

III. Dann und nur dann, wenn die 16 überzähligen Bedingungen: 

(43) Bi = 
erfüllt sind, ist die Punktreihe q' die Achse des Ebenenbüschels, welches in der Kor- 
relation (40) der Punktreihe q entspricht, und die Punktreihe q die Achse des Ebenen- 
büschels, welches der Punktreihe q' entspricht, d.h. q und q' sind Gegengerade in 
der Korrelation (40). 

14. Vereinigung der Sätze I—III. Gehört nun, wie in Satz I, zur Wurzel 
À; in jedem der beiden Räume eine Hauptpunktreihe pm = g™ und p'(" =q'™ . 
und ein Hauptebenenbüschel mit den Achsen p'? =q’ und p = g", wobei 
g™ und gq’), sowie g’® und g Gegengerade sind, so ist die Bedingung /; = 2 
nach Satz II gleichbedeutend mit dem Verschwinden aller 16 prone Dann 
sind aber nach Satz III gt" und g’® Gegengerade und fällt gt” mit q?, q’™ mit 
q'? zusammen. Also: 

IV. Je nachdem |, = 4, I; —2, I’ =0 oder 1, 23,4, h =1, 1’ =O ist, 
fallen in beiden Räumen Hauptpunktreihe und Hauptebenenbiischelachse p™ und 


Pp”, p™ und p’ bei ihrer vereinigten Lage ganz zusammen oder haben nur einen 
Punkt gemein. 


15. Die kanonischen Gleichungen des Flächenbüschels. Daß die Haupt- 
geraden für das Flächenbüschel (2) eine gewisse Bedeutung haben, tritt bei der 
Betrachtung der 5 Formen kanonischer Gleichungen fir die 13 Formen des Bischels 
hervor. Diese Gleichungen lauten?) bei Einführung geeigneter Koordinatentetra- 
eder mit den Ecken /,, /,, /;, 1, und den gegenüberliegenden Seitenflächen 
ly, ls, ig, la: 

P= A uy + AsEnVi + 385398 + Augu yi = 0 

8— EnuYit+ Beet Sys + says — 0. 
f 
8 


= Agavi + Say + Buy + 2A8s1YsY1 = 0 
= £43 +  EssUS + £uY$ +2 far ¥s¥1 = 9 
Iss — A1 835 + 0. 


| I = fessus + fa Yi + 299893 Vas + 241814 17A = 0 
IH g = 25343 + guYi +2 Esa Vas +2 81041 Ys = 0 
| Íss — Ass #0, faa — Ar Baa + 0. 


1) Staude I, S. 323, (9). 
?) Enzyklopädie der Math. III 2, S. 217, Anm. 337—341; Heffter, a. a. O. S. 388 f. 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 1. 2 
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E= Eu + Buyi +2 EsıYsYı + 28s4Ys5Ya = 0 
| f= faaya + 2fasYaYa + 2Aı8s1YsYı + 2A1824Y2Ya = 0 
V 


| f = Asgaz23 + lguYi + 2A 8519341 + 2 fsaYsYa = 0 
IV 


E = Bayi + 2823Y2Ys +2 Esai +2 Baa a = 0 
ha — 8a 0, fos — 1803 + 0. 

Im Falle I sind alle vier Ecken Hauptpunkte und alle vier Seitenflächen 
Hauptebenen und zwar J, und i4, J, und :,, J, und i, 7, und i, als Pol und Po- 
larebenen in bezug auf beide Flächen f und g zusammengehórig, ferner alle sechs 
Kanten Hauptgerade und zwar 1,74, und 7,1,, 1,1, und Z,1,, 1,1, und 1, 1, als 
reziproke Polaren zusammengehórig. 

Im Falle II sind drei Ecken Hauptpunkte und drei Seitenflächen Haupt- 
ebenen und zwar /, und is, J, und i,, J, und i, zusammengehórig, ferner vier 
Kanten Hauptgerade und zwar /,/, und Z,1, als reziproke Polaren, 7,7, und 
I,I, als konjugierte Tangenten zusammengehórig. 

Im Falle III sind zwei Ecken Hauptpunkte und zwei Seitenflächen Haupt- 
ebenen und zwar 7, und i,, J, und i, zusammengehörig, ferner drei Kanten Haupt- 
gerade und zwar /,/, und /,/, als reziproke Polaren zusammengehörig und 7,1, 
als Erzeugende sich selbst entsprechend. 

Im Falle IV sind zwei Ecken Hauptpunkte und zwei Seitenflachen Haupt- 
ebenen und zwar 7, und i54, /, und i; zusammengehörig, ferner zwei Kanten Haupt- 
gerade und zwar /,/, und 7/,I, als konjugierte Tangenten zusammengehórig. 

Im Falle V ist eine Ecke I, Hauptpunkt und eine Seitenfläche 1, Hauptebene 
und eine Kante 1,1, Hauptgerade, sich selbst entsprechend. 

Die Verschiedenheit der Falle III und IV liegt also besonders in der ver- 
schiedenen Zahl der Hauptgeraden. 

16. Hauptgerade im Falle /, — 4, % 22, U/=0. Bei der Form III mit 
A, = A, ist die Kante /,/, die zur vierfachen Wurzel gehörige Hauptpunktreihe 
und die Áchse des Hauptebenenbüschels (vgl. 7). Zu einem beliebigen Punkte 
I’ = y;, Ya, 0, 0 dieser Kante gehört für beide Flächen f und g die Polarebene 
und Tangentialebene: 


(44) 823Y2Ys + 81aY1Ya = 0, 
insbesondere zum Punkte /, die Ebene i,, zum Punkte /, die Ebene 44. Die Glei- 


chungen (8) der Hauptgeraden werden im neuen Tetraeder /,/,/,/,, wenn die 
Strahlenkoordinaten hier mit r bezeichnet werden: 


— g35( 41 — 0)'; — O, gag (41 — 0)r5 + BialAifss — 08s3)7e = O, 
— £as£i (41 — 0)74 — 0, — il — 0)04 — 0, ExssEu (71 — 0)ra 
(45) + 8a Aı fea — 084)7s = 9, 
B14( Ai fas — @8ss)2 — Sas8sal Ai — @)Ts + Bas Ar fea — 0 8aa)5 
+ (fss faa — 0 858a) = 0. 
Für die einzige Wurzel o = À? der Gleichung (9) folgt hiernach mit Riicksich* . 
auf die Voraussetzungen fg; — A, £5, #0, fag — Agua + 0: 
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(46) Te — 0, Eillss — Ai Ess)ra + Ballen — Enn) T5 = 0, 
wozu noch die Bedingung: r,r, + rar; = 0 hinzutritt. 

Es gibt also oo? Hauptgerade, die wegen r, = 0 alle die Kante I,I, schneiden. 
Aber nicht jede die Kante 7,7, schneidende Gerade ist Hauptgerade. 

17. Hauptgeradenebenen. Wir fragen daher, welche durch einen beliebigen 
Punkt /' = y;, y, 0,0 der Kante /,/, gehenden Geraden Hauptgeraden sind. 
Ist / = yi, Ya, ys, Ya ein beliebiger Punkt einer durch /’ gehenden Geraden, so sind 
deren Strahlenkoordinaten: 

(47) ri-— Ya, Ta = —Yıda, Ta — Yıya — Vis Ta — Vias T5 = Vaya, le = 0. 
Soll diese Gerade den Gleichungen (46) genügen, muß sein: 


(48) Bra(fss — 1833) Vis — Las(faa — Aıgu)Yayı = 0. 


Alle durch den Punkt I’ gehenden Hauptgeraden liegen also in der durch die Kante 
1,1, gehenden Ebene (48), der ,,Hauptgeradenebene" von I’, und jede in dieser Ebene 
durch J’ gehende Gerade ist Hauptgerade. 


Diese Ebene (48) ist aber nach (44) die Polarebene des Punktes: 


(49) I’: yx’ = gis(Ua« — A18ea) Ya, Yo = — ass — Ar8ss)¥i, Ys = 0, Ya = 0, 
der mit J’ in der Beziehung steht: 


(50) Sia(fss — A383) VAI + Eis. — Aga) Vaya = 0. 
Da diese Gleichung in J’ und 7" symmetrisch ist, so folgt: 

Je zwei durch die Gleichung (50) verbundene Punkte der Kante I, I, stehen in 
der Beziehung, daß die Polarebene des einen die Hauptgeradenebene des andern ist. 


Insbesondere gilt dies von den beiden als Ecken I, und I, gewählten Punkten 
der Hauptpunktreihe /,/,. Die durch J, gehenden Hauptgeraden liegen nach (48) 
in der Polarebene i, von /, und die durch 7, gehenden Hauptgeraden in der Polar- 
ebene i, von J.. 


18. Entsprechende Hauptgerade. Eine durch J, in i, gehende Gerade, 
welche die Kante Z,1, in I, = 0, y8, 0, y2 schneidet, hat die Gleichung: 

(91) Via — $9. — 0, yg =O. 
Die Polarebenen von /, und J, in bezug auf g sind: 


Ya = 0,  £uViAVi + 83 Vs + Ea VAVA = 0, 
also ist die reziproke Polare von (51) in bezug auf g und f: 


(52) £i Vii + Essa =9, Ya = 0. 


Der durch I, in ig gehenden Hauptgeraden (51) entspricht als reziproke Polare 
die durch I, in i, gehende Hauptgerade (52). 


Insbesondere für y9 = 0, y9 — 1 sind bei der für 15, III getroffenen Wahl 
des Koordinatentetraeders die Kanten 7,7, und J,J, Hauptgerade und reziproke 
Polaren. Für ÿ = 1, yf = 0 ergibt sich die Kante 7,7, als Hauptgerade und ihre 
eigene reziproke Polare. 

2% 
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Die beiden Ebenen (44) und (48) fallen nur zusammen, wenn: 


(53) gi (fas — 1833) Vi? + Léo(faa — Ar Gea) Yo” = 


Auf der Kante J,J, gibt es also zwei bestimmte Punkte, in denen die gemein- 
same Tangentialebene der beiden Flächen f und g zugleich die Ebene der Haupt- 
geraden ist, die durch einen solchen Punkt gehen. Diese Hauptgeraden entsprechen 
sich dann paarweise als konjugierte Tangenten beider Flächen und unter diesen 
befinden sich zwei zusammenfallende Paare, die gemeinsame Erzeugende beider 
Flächen sind. Da aber zu diesen jedesmal die Kante /,/, gehört, so folgt: 

Unter allen durch die einzelnen Punkte der Kante I,I, büschelweise hindurch- 
gehenden Hauptgeraden befinden sich, außer der Kante I,I, selbst, noch zwei, die sich 
selbst entsprechen und daher gemeinsame Erzeugende der beiden Grundflächen sind. 
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Metazyklische Minimalbasis und komplexe Primzahlen. !) 


Von Samson Breuer in Karlsruhe 1. B. 


Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit führt die Frage nach der Existenz von für die An- 
wendungen besonders geeigneten metazyklischen Minimalbasen von Primzahl- 
grad auf Fragen von rein zahlentheoretischer Natur zurück. Unter einer ,,meta- 
zyklischen (zyklischen, halbmetazyklischen, vollmetazyklischen usw.) Minimal- 
basis vom oder für den Primzahlgrad p'* versteht man p algebraisch unabhängige 
rationale Funktionen von p Unbestimmten z,, die sämtlich dem Invarianten- 
kórper der betreffenden metazyklischen Permutationsgruppe des Grades p 
angehóren und diesen Kórper erzeugen. Man nennt sie überdies rational, wenn 
ihre Koeffizienten einem vorgelegten, i. a. dem absoluten Rationalitätsbereich 
À, angehören. Die Bedeutung einer solchen Minimalbasis liegt darin, daß sie 
einmal erlaubt, über einem beliebigen endlichen algebraischen Zahlkórper alle 
Galoisschen Körper der entsprechenden Gruppe zu bilden, und daß sie ferner 
die Móglichkeit gibt, die Koeffizienten der auflósbaren Gleichungen p-ten Grades, 
diese nach ihren Galoisschen Gruppen getrennt, durch p unabhüngige Parameter 
darzustellen. 

Im § 1 wird nach Erklärung der angewandten Bezeichnungen ein vom Ver- 
fasser schon früher?) abgeleiteter Satz erweitert bei wesentlicher Vereinfachung 
der Beweisführung. Durch birationale Transformation der Unbestimmten z, 
wird nämlich der Körper 9t((z)) aller rationalen Funktionen der Unbestimmten x, 
in zwei Teile gespalten, deren einer von n 4-1 vollmetazyklischen Funktionen 
der x, abhängt und also ein Unterkörper sämtlicher metazyklischer Invarianten- 
körper ist. Daher braucht weiterhin nur noch der zweite, von n ,,Unbestimmten‘ 
abhängende Teilkórper betrachtet, d. h. es brauchen für sámtliche metazyklischen 
Minimalbasen nur noch je n weitere Basisfunktionen bestimmt zu werden. 

Im § 2 wird untersucht, wann diese Aufgabe auf die Bestimmung der Minimal- 
basen für die zyklischen Permutationsgruppen 2n-ten bzw. n-ten Grades zurück- 
geführt und so eine ,,spezielle Minimalbasis erster Art‘ bestimmt werden kann. 


1) Über einen Teil dieser Arbeit hat der Verfasser auf der Naturforscher-Versammlung in 
Innsbruck 1924 vorgetragen. 

3) Breuer, Zur Bestimmung der metazyklischen Minimalbasis von Primzahlgrad, Mathematische 
Annalen 92, 1924; im folgenden zitiert mit B. 
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Dies ist dann und nur dann möglich, wenn erstens p als Norm einer „komplexen 
Primzahl“ im Körper der p —1-ten Einheitswurzeln dargestellt werden kann, 
und wenn zweitens im gleichen Körper eine komplexe Einheit von bestimmten 
Eigenschaften existiert. Die letztere Bedingung fällt bei den sogenannten ,,Fermat- 


schen Primzahlen“ fort; sie ist stets erfüllt, wenn P 3 1 gleichfalls eine Primzahl ist. 


Im $ 3 wird untersucht, wann diese Reduktion auf die zyklischen Minimal- 
basen 2n-ten Grades ohne die Zerspaltung des $ 1 vorgenommen und eine für die 
Anwendungen, namentlich auf die Theorie der Gleichungen, noch mehr geeignete, 
weil vollkommen symmetrisch gebaute, „spezielle Minimalbasis zweiter Art“ be- 
stimmt werden kann. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn nicht nur die 
Bedingungen für die Existenz einer „speziellen Minimalbasis erster Art“ erfüllt 


sind, sondern weiterhin auch noch im Körper der P 3 1 ten Einheitswurzeln eine 


komplexe Einheit von bestimmten Eigenschaften existiert. 
Im § 4 werden die vorhergehenden Untersuchungen an einer Reihe von 
Beispielen (p = 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23) erläutert und angewandt. 








$ 1. Bezeichnungen; Reduktion auf 2 Unbestimmte. 


Im folgenden bezeichne p = 2n + 1 eine Primzahl, c eine primitive p-te Ein- 
heitswurzel, g eine primitive Kongruenzwurzel von p; e und g seien beliebig, aber 
fest gewählt. (Im $ 4 wählen wir für g stets die kleinste positive primitive Kon- 
gruenzwurzel von p.) Die auftretenden Indizes sollen folgende Werte durchlaufen: 
ph20,1,...,n—1;t—1,2,..,n—1; un —0,4,.., p—2; »=0,1,..., p—1. 
Mit a; bezeichnen wir die n-ten Wurzeln der Einheit, mit a irgendeine unter ihnen; 
desgleichen mit f; und f die n-ten Wurzeln der negativen Einheit; 0, bzw. # 
sei die gemeinsame Bezeichnung für beide, d. h. für die 2n-ten Wurzeln der Einheit. 
Mit z, bezeichnen wir p Unbestimmte. Ist dann 


(1) ol(2))8) = — (Go + my b + op) 
und 

(2) ky = > (zo + eM z, + &" ax, +. + PE m, à), 
so ergibt die Auflösung dieser p Gleichungen nach den 2,: 

(3) ay = hy tk + eth 4e s Herr + gol (2). 
Weiter sei 

BE ade negl 


1) Mit (x) kürzen wir in üblicher Weise (xp, 2;,..., Zp—1) ab, also o(2, 2,..., zp—1) mit q((z)). 





ee en), 





k — 1 
2) Die in B. mit r; bezeichneten Größen E treten hier nicht auf; die GróBen 1 sind 
0 


dort, im $ 2, nur für spezielle Werte von p eingeführt und anders bezeichnet; für ¢; ist ebendort 
7; gesetzt. 

3) Die Indizes der (x) sind auf den kleinsten nicht negativen Rest (mod p) zu reduzieren, 
desgleichen die der (k), (g), (r) und der nachher einzuführenden (v) (mod 2); überdies ist für 
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Wir bezeichnen ferner die erzeugenden Elemente der vollen linearen (oder meta- 
zyklischen) Permutationsgruppe mit 

(5) S = (Dos Pisces Tps T= la la... Le). 
Ersetzt man in den Koeffizienten einer Funktion der (x) die Einheitswurzel & durch 
€ — wobei diese beiden Größen also nicht etwa gegenseitig vertauscht werden —, 
so bezeichnen wir diese Operation mit E. Eine Funktion der (k), der (g) oder 
der (r) ist nach (2) und (4) stets auch eine solche der (x). Wir bezeichnen sie als 
eine S-Funktion oder ST*-Funktion der (k) usw., wenn sie die Vertauschung S 
bzw. S und 7* duldet; dabei sei x irgendein Teiler von 2n, die Teiler 1 und 2n mit 
eingeschlossen. Wir betrachten im folgenden ausschließlich rationale Funktionen 
der (x), (k) usw. Wo wir eine Funktion ausdrücklich als rational bezeichnen, wollen 
wir damit sagen, daß auch ihre Koeffizienten dem zugrundegelegten Rationalitäts- 
bereich R bzw., wo nichts anderes gesagt ist, dem absoluten Rationalitätsbereich 
N, entstammen, wenn man sie, mit Hilfe von (2) und (4), als Funktion der (x) 
schreibt. Nun geht k, bei Anwendung von S in ek, über, desgleichen g, in 
e%q,, da g = — 1 (mod p) ist. Mithin ist die Funktion 

(6) 0, = keky + - ar 


dann und nur dann eine S-Funktion, wenn 


(7) Ay + gtd, + g2Ay +--+ + gas = 0 (mod p) ist, 
desgleichen 
(8) Po = 050; ^7 dr 
dann und nur dann, wenn 
(9) ly + gil + gil b gnam (mod p) ist. 
Mit v, und y, dulden auch die Funktionen v, und y;?) die Vertauschung S, welche 
aus ihnen durch die wiederholten zyklischen Vertauschungen 


(10) (Kk... k, ,) bzw. (Q.4,,--..0, 4504550 5-5 1,3) 


hervorgehen. Eben diese Vertauschungen werden aber unter den (k) und (g) 
durch E oder durch 7" hervorgerufen. Bei den v, und y, bewirken also E oder 


T ' die Vertauschungen (s^ i) bzw. (y) oder ausführlich geschrieben 
01) (0), dir 9, 4) bzw. (Par Pisces Peas Ve Yen Pron): 


q,,; Sinngemäß d; | zu setzen und für r,,; entsprechend — r;; ebenso ist {,,,;—=—¢;, da 
g"+ i == — gi (mod p) ist. Bei dieser Interpretation können wir also auch von den 2n Größen 
du » Ya, t4 und weiterhin y,, x, sprechen. 

1) Siehe FuBnote 3) auf Seite 14. 

?) Die verschiedene Bezeichnung bei den v, und y; rührt davon her, daB zwar aus v, durch 
(10) 2^ wesentlich verschiedene Funktionen hervorgehen, aus y, aber nur n, da w,,,=— y; 
wird: vgl. Fußnote 3) auf Seite 14 und Formel (11). Ähnliches gilt für die x,, wegen Anti = X; 
vergleiche (13). 
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Nun ist eine Funktion der (k), (g) usw. dann und nur dann in dem oben definierten 
Sinne rational, wenn sie E duldet. Die zyklischen, d. h. gegenüber (11) invarianten 
Funktionen der (v) und (y) sind daher, vorausgesetzt, daß ihre einzelnen Glieder 
die Bedingung (7) bzw. (9) erfüllen, rationale vollmetazyklische Funktionen der (z). 
Umgekehrt können alle rationalen metazyklischen Funktionen aus g, (1) und 
Funktionen der Form v, (6) bzw. zyklischen Verbindungen der v, erzeugt werden’). 
Was wir suchen, sind p — 1 solche Funktionen, die jeweils zusammen mit q, 
den gerade betrachteten metazyklischen Körper erzeugen. Ehe wir uns diesem 
Problem selbst zuwenden, führen wir nun noch die Größen 


—1 
19 — Yi 


ein und bemerken, daß die r, (4) und x, (12) durch E oder T ^, d.h. durch (10) 
M" r X 
bzw. (11) die gleiche Vertauschung, nàmlich (5) bzw. (P) oder 





(13) (rg, Taye es Tnt — Toy — lisses Pad) bzw. 
(Xo: lis Anis — Xo: X1: — Xn—1) 
erfahren. 

Die Aufsuchung der metazyklischen Minimalbasen wird nun, gleichzeitig 
für alle metazyklischen Kórper des Primzahlgrades p, wesentlich vereinfacht 
durch den folgenden 

Satz 1: Der Körper 9t((z))?) 148t sich durch birationale Transfor- 

mation der Unbestimmten (x) in zwei Körper R(py; 9,,.. ., Pa) 
und R(Q,, O1, ..., Qn-ı) zerlegen, deren einer von n +1 voll- 
metazyklischen Funktionen 9, 9,,..., y, der (x) erzeugt wird. 

Es móge noch ausdrücklich hervorgehoben werden, daB die Funktionen 
(p) und (Q), ebenso wie die beiden Zerlegungskóürper, e nicht enthalten. Der 
Körper 90((p)) ist also in allen metazyklischen Körpern enthalten. Um von dem 
Körper R((z)) zu den einzelnen metazyklischen Körpern zu gelangen, brauchen 
wir daher nur noch den Kórper R((Q)) schrittweise einzuschrünken, d. h. wir müssen 
seine erzeugenden n Elemente (Q) durch genau n S-Funktionen bzw. ST"-Funk- 
tionen usw. der (Q) ersetzen, die den Kórper aller S-Funktionen usw. der (Q) er- 
zeugen und also zusammen mit den ein für allemal bestimmten Funktionen (g) 
die gesuchte Minimalbasis bilden. 

Die in obigem Satze erwühnte birationale Transformation kann durch 
folgende Gleichungen vermittelt werden: 

1 n—1 n—1 


p— . 
(14) Po = 2 9,,177 2 (do + q, i" ") ky; Q, = > Tua . 


Beweis: Zunächst erkennt man bei Beachtung von (4), (13) und FuBnote 3) 
S. 14 sofort, daB Q;, wie verlangt, eine ,,rationale Funktion der (x) ist, da die 


1) Vgl. Weber, Lehrbuch der Algebra, 2. Aufl. (1898), I. §§ 191, 192. 
3) Mit R((x)) bezeichnen wir den Körper aller rationalen Funktionen der (x), deren Koeffi- 
zienten einem beliebig vorgegebenen Rationalitätsbereich R entstammen. 
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n Glieder dieser Summe durch E nur zyklisch (ohne Vorzeicheninderung!) ver- 


tauscht werden. Da ferner g,’?* h — koe ke pat? _ m k, 4a Ist, 80 


können wir auch schreiben: g,,,— Y giptetth In dieser Form erkennt man, 
U 


daß g,,, die Vertauschungen (10), d.h. T und E duldet. Da aber das Leitglied 
auch die Bedingung (7) erfüllt, so ist «,,,, wie verlangt, eine rationale voll- 
metazyklische Funktion der (x); das gleiche gilt selbstverstündlich für q,. Wir 
haben nun noch zu zeigen, daB die Gleichungen (14) auch rational nach den (x) 
aufgelöst werden können. Dazu genügt es im Hinblick auf (3), wenn wir zeigen, 
daB erstens das Gleichungssystem (14, 3) nach den r, aufgelóst werden kann, 


womit nach (4) auch die q, — [tn bekannt sind, und daß weiter das System 
^ 'hÀ 


(14, 2) nach den k,, d.h. den n Größen kp, k,,..., kr 1, aufgelöst werden kann: 
d. h. wir müssen zeigen, da8 die Determinanten dieser Systeme nicht identisch 
für alle Werte der Unbestimmten (z) bzw. (g) verschwinden *). 


P 
Bezeichnen wir für den Augenblick g? — s,, (s, + s) = u,, so kónnen 
wir die Determinante D, von (14, 2) folgendermaßen umformen: 


D, = (fett + qi) = (99) °° qu CEE qj 7773 


— (44, :::0, 5 (s FS). 
Nun ist aber 


(s, + s 125+) _ (s gH 4 s, #1) +(79; + D (s (s Bil s 5*1) 
+ (793 + *) CRE: sts) pee +773 » (s, + $1). 


Mithin kann man die Determinante {s,’t'+ 5," ^!) durch Addition geeigneter 
Vielfacher darüberstehender Zeilen, von der untersten an angefangen, in die Form 
bringen: 


(2/7 $17) — (o e$) o (3) o as acad (d) 
(4, j—0,1,...,5—1) = (Uy U, °° : us 15 A U,» 


wo Au, das Diferenzenprodukt der u, bedeutet. Mithin wird 


^" —n T —= 2 
D, - lg (gi + 2). Aq? +4 7) =M(g*'+9,")- 4g? +% *), 
also nicht identisch Null. 
Die Determinante D, von (14, 3) hängt überhaupt nicht von den (x) ab; 


ihr Zahlenwert ist leicht zu berechnen. Schreibt man nämlich (14, 3) ausführlich 


und setzt für r, H wieder — rj 80 wird 


e 
1) Daß die Auflösung von (14) nach den (x), sofern sie überhaupt möglich ist, nur Koeffi- 
zienten aus R, enthält, folgt daraus, daß wie vorher gezeigt, für (14) selbst das gleiche gilt. 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 1. 3 
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Q = Coo tr tor to b 6r boob V re 
Q — — 4G are Ur, Gr, + tr tee Hann 
(15) Q, — —& rg — 5, jani ele alga ct er; Gru 


tcc nn 


Qu, = un — on Gr — 7 — Cai! ere Hr. 
Die Determinante D, dieses Systems ist also „schiefzyklisch“. Bezeichnen 
wir fiir den Augenblick 


Lo + 86, + P5, +. + PT = F(B), 


D, = F(Bo) - F(B1) - F(B,) - - - F(Ba—1) ). 
Beachtet man weiter, daB 0; = € — et? und ff = — 1 ist, so erhält man 
F(g) = & + Be" + Pe +... + Pe 
+ pra” + pat a eO tlm! — (B, £), 
d. h. gleich einer Lagrangeschen Resolvente der Gleichung 
| aa ar. .- + 241-0. 


so wird 


Mithin wird 
(16) D, = (Bo, €) (Bi, €) (Bas €) - - - (B, €). 
Ist nun n — 2m, so sind die (f) paarweise reziproke Zahlen; ist m = 2m +1, 


so enthalten sie auBer den m Paaren reziproker Zahlen noch die negative Einheit. 
Nun ist aber 


(17) (Be) (87, €) = Bp = —p, 
wie aus der Theorie der Kreisteilung bekannt ist 2), und diese Formel gilt bei un- 
geradem n auch speziell für f = — 1; in diesem Falle wird also (— 1, €) = y — p- 


1) Diese Formel ist unabhängig von der Bedeutung der Elemente von D,. Seien nämlich 
die ¢; für den Augenblick Unbestimmte, so multiplizieren wir D, mit dem stets von Null verschie- 
denen Differenzenprodukt 


1 | m—i°°° prot 


der Wurzeln der Gleichung «*+1=0. Bildet man die inneren Produkte der Zeilen beider Deter—— 
minanten, so findet man 


FQ). APA. PF) - «AR F(6) 
Dz: D, — FA), B . F@,). pi . FX51) ... pr F(8,) 


= FB): F(B,).-- FB, )- D; 
— D, = F(8,)- F8)... FA, ). € 
FQ, a) B. GF. s BF, De Fa)! ? N 3) 
Vergleiche R. F. Scott, Note on a determinant theorem of Mn Glaisher's. The Quarterly Journal o: «— 
pure and applied mathematics XVII, 1881, p. 129—132. 
2) Vergl. etwa Weber, Lehrbuch der Algebra, 2. Aufl. (1898), I. § 177, Formel (3). 
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Mithin wird für n = 2m durch Einsetzen von (17) in (16) erhalten D, = (— p)"; 


für n — 2m + 1 dagegen D, = (— p)™-V— p; also allgemein D, = (— p)? +0, 
w. Z. b. w. 


& 2. Spezielle Minimalbasen erster Art; 
Zusammenhang mit den komplexen Primzahlen. 


Wir haben nunmehr die Kórper der $7"-Funktionen der (Q) zu betrachten 
und für sie Minimalbasen zu suchen. Statt dessen kónnen wir auch — und das 
trifft den Kern der Aufgabe — die Körper der „rationalen‘‘ ST"-Funktionen der (q) 
betrachten und für diese die Minimalbasen suchen, denn der Körper R((g)) ent- 
steht aus R((Q)) durch Adjunktion von e. Alle S-Funktionen der (g) überhaupt 
lassen sich aus solchen Funktionen y; (8) zusammensetzen, welche die Bedingung 
(9) erfüllen. Eine Minimalbasis für diese Funktionen y; wird nun z. B. durch die 
n Funktionen 


(18) qd. 447 
gebildet, denn diese Funktionen erfülen (9), und nach Adjunktion der einen 
p-ten Wurzel q, sind alle q; bekannt. Es ist sogar nicht schwer, aus (18) auch eine 
Minimalbasis für die $7"-Funktionen der (q) zu gewinnen. Diese wird nämlich 
durch die Funktionen 


(19) 








(Buty wot Mo? —' 
gti? u u SL A ra ae | 
gebildet 1). Aber der Lösung unserer eigentlichen Aufgabe kommen wir damit 
nur wenig näher. Denn die Funktionen (18) und (19) erleiden durch 7 oder E 
eine recht verwickelte Substitution, deren Invarianten jedenfalls nicht einfach 
zu bestimmen sind?) Wir können daher aus (18) und (19) unmittelbar weder 
eine Basis für die rationalen S-Funktionen der (g), noch eine solche für deren 
ST’-Funktionen gewinnen. Dies wird aber wesentlich erleichtert, wenn es gelingt, 
die Basisfunktionen (19) durch n „konjugierte‘‘ Basisfunktionen x, (12) zu ersetzen, 
die bei T ' oder E nur die zyklische Vertauschung (13, 2) erleiden, d. h. wenn 
es gelingt, eine Funktion vy, (8) zu finden, die zusammen mit den durch 7^ aus 
ihr hervorgehenden Funktionen y, eine Basis für die S-Funktionen der (g) bildet. 
Eine solche Basis wollen wir im folgenden kurz eine „spezielle S-Basis erster Art“ 
nennen. [Sie bildet im R(e) zusammen mit den 9, p,,, (14) eine zyklische 
Minimalbasis für die (z).] Aus einer speziellen S-Basis y,, y,,..., y, , Können 
wir nun zunächst stets eine rationale $-Basis gewinnen, und zwar auf genau dem- 
selben Wege, wie wir oben von der Basis (g) der Funktionen der (g) überhaupt 
zu der Basis (Q) der rationalen Funktionen der (g) gelangt sind. Wir führen 
nämlich nach (12) die x = or ein, die den 7; entsprechen, und erhalten ganz 
1 

1) Vergl. B. (16) und (18). 

3) Vergl. B. § 1, Ende. Zu der FuBnote 9) daselbst ist zu bemerken, daB Herr Beck, nach 
einer freundlichen Mitteilung an den Verfasser, ,glaubt beweisen zu kénnen, daB jede Cremona- 


Transformation durch Wechsel des Raumelementes linear gemacht werden kann“. 
3° 
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analog zu (14,3) die Größen 


^ n—l 
(20)  !P,— Dita = a — Sept ete — nn 
+ eo X; + t P + "tt + EE APT 


die gleich den Q, (14, 3; 15) gegen E invariant und also rational sind. Sie bilden 
mithin die gesuchte Minimalbasis für die rationalen S-Funktionen der (g) oder, 
was dasselbe ist, für die S-Funktionen der (Q); sie bilden zusammen mit den 
Por 9p--« 9, (14) die gesuchte rationale zyklische Minimalbasis für die Un- 
bestimmten (x) Diese möge als „spezielle zyklische Minimalbasis erster Art" be- 
zeichnet werden. 

Die Größen #, (20) erleiden nun nach (13) durch T7” die Vertauschung 


(21) U = (#,, #p,,..., Qa, — ,, — Pı: ec c3 7 n—1). 
Die fernere Bestimmung der Minimalbasen für die $7"-Funktionen der (Q) ver- 
langt also nur noch das Aufsuchen von Minimalbasen für die Invariantenkórper, 
die zu den zyklischen, durch die Permutationen U” jeweils erzeugten Gruppen — 
den sämtlichen Untergruppen der durch U selbst erzeugten Gruppe — gehóren, 
d. h. also das Aufsuchen von Minimalbasen für zyklische Permutationsgruppen 
2n-ten Grades in dem speziellen Fall, daß die Unbestimmten, von denen der Körper 
abhängt, paarweise entgegengesetzt gleich sind. Wenn nun n ungrade ist, so kann 
man diese Aufgabe leicht weiter auf das Aufsuchen der zyklischen Minimalbasen 
n-ten Grades reduzieren. Sei nämlich n = 2m + 1, und setzen wir 

(22) PSU, = Qo: PP, — a, eeey PP 541 = Q;, ee eg a r—ı = ne, 

| — UV, P, — $944 = SQ, 

so erleiden die Größen 2, durch T' die Vertauschung | 

(23) O — (Q5, $1,..., $24 1). 
Dann ist aber eine Minimalbasis der zu O" — x ein Teiler von n — gehörigen Funk- 
tionen der (2) zugleich eine Minimalbasis für die zu U” gehörigen Funktionen 
der (P) Sie erzeugt nämlich nur solche Funktionen der (iP), die U* dulden, und 


der Körper der (¥#) selbst ist vom Grade an über ihr, weil er vom zweiten Grade 
über dem der (2) ist. Dieses selbst endlich folgt aus der Gleichung 

By = — 9,0, 0,03 - Im oou ı Low 
da aus (22) mit 'P, alle VU, rational bekannt sind). Die zu U™ gehörige Minimal- 


basis ist gleichfalls leicht zu finden, da die Vertauschungen U™ und O" sich nur 
durch die Elemente unterscheiden, auf die sie sich beziehen. Wir erhalten somit den 
Satz 2: Die Kenntnis einer speziellen S-Basis erster Art redu- 
ziert das Problem der Aufsuchung von Minimalbasen für 


1) Vergl. Breuer, Zyklische Gleichungen 6. Grades und Minimalbasis, Mathematische An- 
nalen 86, 1922, S. 108 ff. 
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die metazyklischen Gruppen p-ten Grades auf das gleiche 
Problem bei den zyklischen (Permutations-)Gruppen 2n-ten 
bzw. n-ten Grades. 
Fragen wir daher jetzt, wann eine spezielle S-Basis erster Art existiert, so erkennen 
wir leicht: Dafür, daß die Funktionen y; eine Basis für die S-Funktionen der (g) 
bilden, ist notwendig und hinreichend, daß die beiden Gleichungen 


(24) ye ye ... yin — go 
(25) Ve yi ... yn — qq; 


in ganzen Zahlen s,, t, erfüllbar sind. Dies ist notwendig, denn qb und g/g," 
sind S-Funktionen, müssen also durch die w; in dieser Weise darstellbar sein. 
Und es ist hinreichend, weil der Körper der (g) alsdann vom p-ten Grade über dem 
der (y) ist; denn nach Adjunktion von q, kennt man aus (25) auch q,, und ebenso 
alle anderen 4, aus den Gleichungen, die durch wiederholte Anwendung von T 
auf (25) aus dieser hervorgehen. Setzt man in die linken Seiten von (24) und (25) 
für die y; ihre Werte nach (8) ein, also 
ym dod ar es 
1 iy 
(26) V, = % ane hand May 
Wy 44 Wil 
und setzt die Koeffizienten von g, auf beiden Seiten von (24) und (25) je einander 


gleich, so liefern die Gleichungen (24) und (25) je n Gleichungen für die Zahlen 
s; bzw. t., oder genauer gesagt: zwischen diesen Zahlen und den l, nämlich: 


I Im — done —:::— ly as = p 
(27) loss ths) Ami has =0 
ly Sn—1 + l4 Sn—e + loSns + + us, = 0 
beziehungsweise: 
Int) ni bu —hab=g 
(28) Ih tlt Ami hab = —1 


lot. a Ihn + loins ++ i1to =0. 


Die Zahlen J; müssen, wie erinnerlich, noch die Bedingung (9) erfüllen. Unsere 
Frage lautet daher jetzt einfach so: Wann existieren drei Systeme von je n ganzen 
Zahlen (l), (s), (t), die die Bedingungen (9), (27), (28) erfüllen? 

Hier ergibt sich nun ein enger Zusammenhang mit einer Frage, die am Ein- 
gang der Idealtheorie steht!), die selbst gerade Kummer in den Füllen, wo sie eine 


1) Vergleiche die „Festschrift zur Feier des 100. Geburtstages E. Kummers usw.“ herausgeg. 
vom Vorstand der Berliner Math. Ges., Leipzig u. Berlin 1910, S. 53ff. (Briefe Kummers an Kro- 
necker), sowie Kummers Gratulationsschrift zum Jubiläum der Königsberger Universität (1844), 
wiederabgedruckt unter dem Titel ,Sur les nombres complexes etc.^ im Journal de mathématiques 
pures et appliquées, XII, 1847, p. 185—212. 
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negative Antwort fand, zur Schöpfung der ‚idealen Zahlen“ geführt hat. [Wir 
werden es aber im Rahmen dieser Arbeit nur mit ‚realen Zahlen“ zu tun haben, 
auf Fragen der Idealtheorie selbst überhaupt nicht eingehen und auch von ihrer 
Terminologie keinen Gebrauch machen.] Betrachten wir nämlich die beiden 
Kongruenzen 
(29) (Ip tlut lu? + +--+ ly au) (so + su + su? +. - + Sur) 
= p (mod ur + 1), 
(30) (gp tdutiu®+---+h_-1,u"") (tg + Qu EF tu? HH S Qum) 
== g — u (mod u^ +1), 
multiplizieren die linken Seiten aus, schaffen die n-ten und hóheren Potenzen 
der Unbestimmten u weg und vergleichen die Koeffizienten gleich hoher Potenzen 
von u auf beiden Seiten jeder Kongruenz, so erhalten wir offenbar dieselben beiden 
Gleichungssysteme (27) und (28) wie vorhin beim Vergleich der Exponenten gleicher 
q, auf beiden Seiten von (24) und (25). Wir führen nun noch zur Abkürzung die 
Bezeichnung 


(31) lbthutiw+---+4-1u™ =l(u) 


sowie die entsprechend erklärten Bezeichnungen s(u), t(u) ein. Dann sind die 
Gleichungen 

(32) (B):s(B) —p, | WB)-t(B) = 8 —B 
äquivalent mit den Gleichungen (29), (30), sobald wir vorschreiben, daB die 
Gleichungen (32) für alle n Wurzeln f der Gleichung u" + 1 = 0 erfüllt sein sollen. 
Die Existenz einer solchen Zerlegung (32) der ganzen algebraischen Zahlen p und 
g — D, zusammen mit der hier stets stillschweigend eorausgesetzten Erfüllung der 
Bedingung (9), ist also notwendig und. hinreichend. für die Existenz einer speziellen 
S-Basis. Die Bedingung (9) kónnen wir übrigens nach (31) jetzt auch in der Form 
schreiben: 

(33) l(g) =0 (mod p). 

Um nun die Bedingungen (32), (33) eingehender zu untersuchen, denken 
wir uns die Funktion u^ + 1 in ihre irreduzibelen Faktoren zerlegt: 


(34) u^ +1 = f(u)fq(u) fau) - - - f, (u) = f(u) - F(u). 
Dabei sei f(u) = 0 die ,irreduzibele Kreisteilungsgleichung für den Grad 2n", 
besitze also die primitiven 2n-ten Einheitswurzeln als Wurzeln. Neben der Be- 
zeichnung f für alle Wurzeln von u^ + 1 — 0 führen wir für die Wurzeln von 
f(u) = 0 die Bezeichnung y, für die von F(u) = 0 die Bezeichnung 6 ein. Sei nun 
(35) 1 = 01: 03: Os, 5 04725 —1 
ein vollstándiges reduziertes Restsystem für den Modul 2n, so sind alle Wurzeln 
von f(u) = 0 durch y, yf», 55, ..., y®4 dargestellt, desgleichen alle primitiven 
Kongruenzwurzeln von p durch g, gs, g*s, .. ., g'4, wobei y bzw. g eine beliebige 
unter ihnen ist. Aus der „vollständigen Zerlegung'" der Fermatschen Funktion 
u^ — 1 = (u—1)(u —2)--- (u —2n) (mod p) 
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erschließt man dann leicht die Kongruenz 


(36)  f(w) == (u — g) (u — gr) (u — g^) - - - (u — gf) (mod p). 
Wir verstehen 1m folgenden unter m eine ganze positive Zahl von der Eigen- 
schaft, daB n = m (2k + 1) ist und bezeichnen mit N,l(B), Nrl(B), NAl(B) die 
Norm der algebraischen Zahl /(f;), je nachdem f; alle y!), alle 6, oder schließlich 
alle Wurzeln der Gleichung u” + 1 — 0 durchläuft... Dann beweisen wir zu- 
nüchst den 


Satz 3: Aus den Gleichungen (32) bzw. den Kongruenzen (29, 30) 
nebst der Kongruenz (33) folgt 


(37) N,Q(B)-—p, Nrl(B)=1, bzw. 

(38) Lu) (uf) - l(u*s) - - - 1(uf4) = p (mod f(u)) und = 1 (mod F(u)). 

Beweis: Zunächst folgt die Aquivalenz von (37,1) mit (38, 1) unmittelbar 
aus dem zu (35) Bemerkten. Das vollstándige reduzierte Restsystem (35) für den 
Modul 2 n enthält weiter, wie man leicht zeigt, jede reduzierte Restklasse (mod 2m) 
gleich oft für ein bestimmtes m von der oben bezeichneten Eigenschaft. Die 
Kongruenz (38, 2) folgt somit aus (37, 2) — bzw. den hierin enthaltenen Gleichungen 
NAl(B) = 1, wo m + nist — für jeden Modul u” + 1, und also auch für das kleinste 
gemeinsame Vielfache dieser Moduln, eben für F(u); ebenso folgt (37, 2) aus (38, 2). 

Nun folgt aus (32) durch Bildung der Norm 

Nml(B) : Nms(ß) = p™, Neal(B) : Nnt(B) = g" + 1, folglich 

(39) NB) = p, wo OSeSm, und g™+1=0 (mod pr). 
Für m <n muB also e = 0 sein, weil sonst (39, 2) der Voraussetzung wider- 
spricht, daB g eine primitive Kongruenzwurzel von p ist; damit ist (37, 2) bewiesen. 
Ware nun für m — n ebenfalls e — 0, also N,l(B) - Nrl(B) — 1, und also auch 
N,l(p) —1, d.h. 

(u) - l(u*2) - (us) - - - (ufa) = 1 (mod f(u)), 
so folgte durch Einsetzen von g für u, unter Beachtung von (36): 
Kg) - U(g"2) - (g^) - - - U(g*¢) = 1 (mod p) 

im Widerspruch zu (33). Endlich folgt aus (32) noch I(B)[s(B) + t(B)] = (p +8) — B. 
also durch Normbildung 

NIB) Nals(B) + t(8)] = (p +e) +1 und N4(B) - Nat(B) = gn 1, 

(pt+g)*+1=g°+1=0 (mod N{(B)) und also = 0 (mod p*), 
(p +g)" —g"=0 (mod p‘), d. h.: 


p" + C.) peg + (2) pr? gh + + (2) pe" + pg” = 0 (mod p'), 
folglich e = 1, w. z. b. w. 


[Man erkennt übrigens auch, daß /(y) eine „komplexe Primzahl“ ist — d.h. 
daB es keine Zerlegung gibt /(y) = L,(y) - La(y), wo L, und L4 beide keine kom- 


1) Statt N,1(8) schreiben wir daher auch gelegentlich einfach NXy), ebenso N1(9) statt Npl(A). 
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pein Pause mat — wut Cii es due primcce Größe von R(y) sein mul — 
LA tah mut . 7. =i 7, wa kakgz — wei mot Nd B) zwei von 1 versche 
tons Tess seek mile 
Vor djemeeuex wet cht V mkchrung den 
Satz 4: Geitenr für eine ganze rationale Funktion l(u) die 
(is. ^&u&gen 55. oder die Kongruenzen (38)], so existieren 
“int primitive Kongruenzwurzel g von p, welche die Kor 
gruenz 5, erfüllt. sowie zwei ganze rationale Funktione 
P» ta, die zusammen mit lu: die Gleichungen (32) [oder 
die Kongruenzen :29.%))] erfüllen!). 
Bewein: Aus ‘25.1, folgt unter Beachtung von (36) 
lig, -ligtt) - L'gf5) - - -lig* 4) =0 (mod p), 
d.h. die Kongruenz (23) ist erfüllt für mindestens ein g, w. z. b. w. Es ist abe 
dices g vor den anderen primitiven Kongruenzwurzeln von p keineswegs bevur 
zugt. Wezeichnen wir nämlich mit [""(u) die (mod u* + 1) auf den Grad a —1 
reduzierte Funktion l(af*), und wählen wir d Zahlen », so aus, daB o, v, = 1 (mod 21) 
wird, so sind (37, 28) wie für l(u) so auch für jedes l?(u) erfüllt, und für ein be 
liebigen » ist ?(g*) mm 0 (mod p), weil I(g)= 0 (mod p) ist. Wir können dalw 
bei der rechnerischen Behandlung für g eine beliebige, z. B. die kleinste positive 
primitive Kongruenzwurzel von p wählen. 
Sei nunmehr 8*(u) so als ganze rationale Funktion [von höchstens n — 1a 
Grade] gewählt, daß 


(40) &*(u) ums l(u®2) - 1(ufs) - - - I(uf) (mod u^ + 1) 
int, no folgt aus (38) 

(41) l(u) + s*(u) = p — Golu) : f(u) 21 —G,(u)  F(u), 
wobei Gy(u), G((u) gewisse ganze rationale ganzzahlige Funktionen sind, zwischen 
denon die aus (41) UN Beziehung besteht 

(A2) Golu) : f(u) — Gu) - F(u) = 2n. 
Wihlen wir daher s(u) als ganze rationale Funktion [von höchstens n — 1-tem 
Grade) no, daß 

(A) s(u) em s*(u) [p + 1 — /(u)s*(u)] (mod u" + 1) 
int, wo wird 

N Kin Toil dienen Sataes ist für einen speziellen Fall bereits bei Kummer a. a. 0. (s. Faß 
Wate 1) 8S, 91) bewiesen. Dort wird nämlich mutatis mutandis gezeigt: Ist « eine primitive 94 


Kinholtawursel, wo aber q eine Primzahl ist; ist ferner die Primzahl p — 2mq+1 in der Fom 
po No darstellbar: no ist E — a teilbar durch I(«) und I(£) teilbar durch p, wobei t der 
Kongrvena S I a ge Fp te + 120 (mod p) genügt. Der Beweis wird jedoch durch eine 
wesentlich umatdudlichore Rechnung erbracht als bei uns und läßt sich nicht auf den hier be 
handelten allgemvinoren Fall übertragen. Ganz entsprechendes eilt für den weiter unten zu be 
wetienden Sata von der eindeutigen Zerlegbarkeit von p. 
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l(u) : s(u) zsl(u)s*(u) [p + 1 — ((u) s*(u)] (mod ur + 1), also nach (41) 
= [p — G,(u) : f(u)] [p + G,(u) - F(u)] (mod u^ +1), daher nach (42) 


und (34) 
= [p*—p-2n —G,(u) - GQ(u) - (u^ + 1)] (mod u" +1), also wegen 
2n —p-—1 


(44) Ku) - s(u) = p (mod u" + 1), 
d. h. s(u) (43) ist die eine Funktion, deren Existenz zu beweisen war. 
Setzen wir: endlich 
(45) (a) = lg) + (u — g^) - E(u), 
so sind alle I (u) ganze rationale ganzzahlige Funktionen ihres Árgumentes, und 
es wird, unter steter Verwendung nur solcher Funktionen, nach (40), und weil, 
wie vorhin erwähnt, I (g%) = 0 (mod p) ist, 
s*(u) = — p P,(u) — (u — g?*) (u — g’*) -- - (u — g?) P,(u) (mod ur + 1), 
mithin 
(g — u) s*(u) = p(u — g) Py(u) + (u— g) (u — g?*) (u — g'?) - - - (u— g?) P,(u) 
(mod u* + 1), also nach (36) 
= pP,(u) + f(u) P,(u) (mod u” + 1), daher nach (43, 41) 
(g — u)s(u) = [p Ps(u) + f(u) P,(u)][p + G,(u) F(u)] (mod u* + 1), also nach (34) 
(46) (g — u)s(u) zu p -t(u) (mod u" + 1), 
wo t(u) eine (mod u" + 1) wohlbestimmte ganze rationale ganzzahlige Funktion 
ist. Setzen wir aber hier für p nach (44) l(u) - s(u) ein und kürzen durch s(u) — 
was erlaubt ist, weil s(u) und u” + 1 teilerfremd sind — so ergibt sich 
g—uzl(u) -t(w) (mod ur +1), 
d. h. t(u) in (46) ist die andere Funktion, deren Existenz zu beweisen war. 
Wir beweisen endlich noch den 
Satz 5: Die Darstellung p = l(y) - *2(y) - l*9(y) -- - (y) ist, wenn 
überhaupt, so im wesentlichen nur auf eine Art möglich. 
„Im wesentlichen“ soll dabei heißen: abgesehen von der Reihenfolge der 
Faktoren und von Abànderungen einer Funktion /*(u) in die Form 
(47) l(u) = G,(u) - i*(u) + G,(u) - f(u), 
wobei G,(u), G,(u) ganze usw. Funktionen sind und G,(y) eine komplexe Einheit, 
d.h. NG,(y) = 1 ist. 
Beweis: Angenommen, es sei 
p = Uy) Ty) ee (y) = k(y) - K&9(y) -- Ke (y), 
so können wir annehmen, daß k(u) die Bedingung (33) k(g)= 0 (mod p) für 
dieselbe Kongruenzwurzel g erfüllt wie l(u) Setzen wir dann wie in (45) 
k(u) = k(g) + (u — g) ky (u), so wird ganz wie vorhin erhalten 
k(u) - s*(u) = p - P,(u) (mod f(u)), also nach (41) 
= l(u) - s*(u) - P,(u) (mod f(u)), also 
k(y) = Uy) : Paly). 
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Bildet man jetzt auf beiden Seiten die Norm über alle y, so folgt 
p=p-NP,(y), folglich NP,(y) =1, w.z.b. w. 
In Zusammenfassung der letzten Resultate gewinnen wir den folgenden 


Satz 6: Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fir 
die Existenz einer speziellen S-Basis erster Art sind 
1. die Existenz einer ganzen rationalen ganzzahligen 
Funktion /*(u), die der Gleichung 
(48) | NI*(y) = p 
genügt, sonst aber beliebig ist; 


2. die Existenz zweier ebensolcher Funktionen G,(u) 
und G,(u) der Art, daß 
(49) NG,(y)=1, Ni(é) =1?) 

wird, wobei {(u) durch (47) erklärt ist. 

Die Funktionen /*(u), G,(u) können dabei von kleinerem Grade als 
f(u), die Funktion G,(u) von kleinerem als F(u) vorausgesetzt werden; 
l(u) ist höchstens von n — 1-tem Grade. Die Forderung (49) ist gleich- 
bedeutend damit, daß G,(y) und — für jedes à — I(ö) komplexe 
Einheiten seien. 


Der Beweis des Satzes ergibt sich unmittelbar aus dem Vorhergehenden. 
Wir erwähnen nur noch, daß, wenn G,(u) und G,(u) die Bedingung (49) für irgendein 
[* (u) erfüllen, dann G,(u*) und G,(u*) das gleiche für /*(u*)leisten, daß es also gleich- 
gültig ist, welchen der ,,konjugierten Teiler von p‘‘ man bevorzugen will. Die Be- 
schränkung des Grades für /(u) und i*(u) ist ohne weiteres verständlich. Setzt 
man weiter G,(u) = g,(u)f(u) +G;(u) und G,(u) -- g1(u) I*(u) — gy (u)F(u) + G,(u), 
wo G;(u) und G;(u) den für G,(u) und G,(u) angegebenen Gradbeschränkungen 
genügen, so wird nach (47): 

lu) = Gı(u)i*(u) + Gg(u) (u) + gg (u)(u^ + 1), 

so daß man, was ja vorausgesetzt ist, /(u) nur (mod u* + 1) zu reduzieren braucht, 
um jener Forderung zu genügen. 

Eine allgemeine Untersuchung, für welche Primzahlen die Bedingungen 
(48) und (49) erfüllt sind, soll im Rahmen dieser Arbeit nicht angeschnitten werden. 
Für die Untersuchung der Bedingung (48) sei auf die mehrfach erwähnte Kummer- 
sche Gratulationsschrift ?)®) sowie auf das Vorwort der „Tafeln komplexer Prim- 


1) Siehe Anm. 1) S. 23. 3) Siehe Anm. 1) S. 21. 

*) Daselbst ist bereits gezeigt, daß die Darstellung (48) nicht immer möglich ist. Für die 
Darstellung einer Primzahl p = 2 mg + 1 — wo q eine Primzahl und « eine primitive q-te Einheits- 
wurzel ist — in der Form p = Ni(a) wird nämlich als notwendig erkannt, daB 4p durch die qua- 

p—1 
dratische Form <= — (— 1) ? qy* darstellbar sei, was bekanntlich durchaus nicht immer der Fall 
ist. (Vgl. auch Bachmann, Die Lehre von der Kreisteilung usw. Leipzig 1872, S. 256.) Für eine 
Reihe von Fallen, in denen diese Darstellung móglich ist, hat Kummer sie dortselbst angegeben, 
darunter auch die Zerlegung von 11 im Kórper der 5-ten, von 23 in dem der 11-ten Einheitswurzel. 
Siehe auch weiter unten $ 4. 
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zahlen von Reuschle !) verwiesen. Diesen Tafeln entnehmen wir die Ausdrücke 
l*(y) — die also z. T. erst noch gemäß (47) in !(y) umzuformen sein werden — 
für die weiter unten ($ 4) zu behandelnden Einzelfälle?2). Wir erwähnen jedoch 
bereits hier, daß in den genannten Tafeln die Ausdrücke /*(y) für die Primzahlen 
bis zu 43 einschließlich sowie für 61, 67, 71 angegeben sind, daß ferner für die 
meisten übrigen Primzahlen unter 200 dort bereits die Nicht-Existenz von /*(y) 
festgestellt wird. 

Hinsichtlich der Bedingung (49) begnügen wir uns hier mit dem Beweise 

des folgenden Satzes: 

Satz 7: Bei den Primzahlen p — 2? 14 und p=2q+1, wog 
gleichfalls Primzahl, ist die Möglichkeit der Zerlegung (48) 
allein notwendig und hinreichend für die Existenz einer 
speziellen S-Basis erster Art. 

Beweis: Für n = 2-1 ist u* +1 irreduzibel, es existieren also überhaupt 

keine Wurzeln 6, für die (49, 2) erfüllt sein müßte. Fürn=g wird 


fü) = ut? — u purs. +... —u+1, F(u)=u+i, 


daher reduziert sich (49, 2) auf die Bedingung /(— 1) — 1. Da ferner f(—1)=g 
wird, so sind nur die Bedingungen 


(50)  G(—1):I*«—1) + G(— 1) -g = 1, NG) =1 


zu erfüllen. Setzt man in der mit (48) äquivalenten Kongruenz (38, 1) u = — 1 
und beachtet, daß das Restsystem (35) hier durch 1, 3, 5,...,¢—2,q¢+2,..., 
2q — 1 dargestellt ist, so ergibt sich 


(54) [I*(— 1) 2 p (mod g) =1 (mod g), folglich /*(— 1) = c s 0 (mod q). 
Es existieren daher zwei ganze Zahlen x > 0 und o derart, daß 
(52) zc 0g —1 
wird. Setzt man daher 
(53) G,(¥) =1—u+u?—-+---+(—u)*, G,(u) = o, 
80 ist zunüchst (50, 1) erfüllt. Das gleiche gilt aber auch für (50, 2), denn es wird 
(1+ y)G)-1-—(—»"-1!-ct». | 


WO y, = — (— y)*, einerlei, ob x gerade oder ungerade ist, ebenfalls eine primi- 
tive 2g-te Einheitswurzel ist, weil nach (52) x 240 (mod g). Daher wird wegen 


NÓ -y)NG,y) = NA y) und NA+ y) = NO t y) 
erhalten: NG,(y) =1, w.z.b. w. 


§ 3. Spezielle Minimalbasen zweiter Art. 


Die im Vorstehenden behandelten „speziellen zyklischen Minimalbasen 
erster Art‘ leiden an einem Übelstand, der sich insbesondere bei der Anwendung 


1) Tafeln komplexer Primzahlen ... von Dr. C. G. Reuschle. Berlin 1875. 
%) Für p = 11 und p = 23 sind sie bereits bei Kummer zu finden. Vgl. Fußnote 3) S. 26. 
4° 
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auf die auflésbaren Gleichungen sehr störend bemerkbar macht. Sie sind nämlich 
aus zwei völlig heterogenen Bestandteilen zusammengesetzt: sie enthalten einer- 
seits die Funktionen g;,, (14, 2)!), andererseits aber die Funktionen y, (26) 
bzw. die aus diesen abgeleiteten 4p, (20), die zwar untereinander konjugiert sind, 
mit den @,,, (14, 2) jedoch in keinem organischen Zusammenhange stehen. Wir 
stellen daher die Frage: Ist es nicht möglich, ohne Einführung der œ,,, (14, 2), 
unmittelbar, zunächst im R(e), 2n ‚konjugierte‘‘ Funktionen v, anzugeben, 


_ ya par 4on—e Llon—1 
Vo = ky k, DT kr ko 


L ys lon 2 Lian 
vi — k, k, MN ki ky , 
(54) UC ED UA 
Us — k, ka UT kur kn ! 
Von—i — ke i ky "ttf kee? ke} 


[vergleiche (6, 10)], die eine Basis fiir die S-Funktionen der k, bilden? Wenn das 
nämlich der Fall ist, so können wir in ganz analoger Weise, nur noch etwas kürzer, 
vorgehen wie im vorhergehenden Abschnitt. Da nämlich die v,, wie zu Beginn 
des $ 1 erwähnt, durch E und 7 nur die zyklische Vertauschung (11, 1) er- 
leiden, so dulden die Funktionen 

2n—1 


(55) Vu = Sar cot" 2) ( = 0,1, ..., 2n —4) 
oder ausfihrlicher geschrieben 
Vo = &' vo + 6" v, +. He eat Vent 
V — gn y + e? 9? + 2.. + gn? Done + gn? Von—1 
Van = E709 + ED +... + en non + &? Ven 1 


die Vertauschung E, sind also rational. Sie bilden aber überdies eine Basis für 
die rationalen S-Funktionen der k,, d. h. eben eine rationale zyklische Minimal- 
basis!), weil die Determinante D, von (56) nicht verschwindet, wie sich leicht 
zeigen läßt. Denn es ist nach (55) 


D; = | (e "7")e^ 
wo die Zeilen mit u, die Spalten mit u, numeriert sind. Da aber g*"—^ und g^ 


beide (mod p) die Zahlen 1,2,...,2n — 1, 2n durchlaufen, so kann man nach 
geeigneter Vertauschung der Reihen auch schreiben: 





9 (u, 3 =0,1,...,2n — 1) 


1) Von der Funktion gy, (14, 1) wird hier des kürzeren Ausdruckes wegen abgesehen; sie ist 
stets zu den anderen Basisfunktionen mit hinzuzunehmen. Ihr besonderer Charakter bildet übrigens 
bei den Anwendungen kein stórendes Moment. 

*) Der Exponent von g soll auf den kleinsten nicht negativen Rest (mod 2) reduziert werden. 
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Dg = t|(ev*"|...... eren (M, u = 1,2,...,2n —1,2n) 
= + ¢- gz... gan -| (gi yn | = + | (gy | ; 
d. h. D, ist bis auf das Vorzeichen gleich dem Differenzenprodukt der Gleichung 
u"— 4+ yp? + .--+u+4=0 und also von Null verschieden, w. z. b. w. 

In Analogie zu früheren Bezeichnungen wollen wir die Basis (54) eine 
„spezielle S-Basis zweiter Art“, die Basis (56) eine „spezielle zyklische Minimal- 
basis zweiter Art" nennen. 

Nun erleiden die Basisfunktionen V, (56) durch 77 * nach (11, 1) die Ver- 
tauschung 

(21 a) U = (Vo, Vas... Vosa), 
die sich von U (21) nur dadurch unterscheidet, daß sie sich auf 2n unabhängige 
Elemente statt auf deren n bezieht. Was wir im Anschluß an (21) über die Re- 
duktion des Basisproblems gesagt haben, kann daher hier wörtlich wiederholt 
werden, wenn man nur U durch U ersetzt und statt von den ST*-Funktionen 
der (Q) von den metazyklischen Funktionen der (x) spricht. Es ist übrigens durch- 
aus nicht schwieriger, Minimalbasen für die durch U” erzeugten Gruppen zu ge- 
winnen als für die aus U* hervorgehenden; vielmehr läßt sich die erste Aufgabe 
unmittelbar auf die zweite zurückführen. Sehen wir nämlich für den Augenblick 
von der Bedeutung der V, und #; als Funktionen der k, völlig ab und betrachten 
sie als Unbestimmte, so können wir setzen 


(57) Vi—Vass =, Vi t+ Vay; = Hg. ° 
Vermôge (57, 1) entspricht dann die Vertauschung (21) der (24a). Kennt man 
jetzt eine aus n Funktionen d; bestehende Minimalbasis für die durch U* — x ein 


Teiler von 2n — erzeugte Gruppe, so braucht man zu ihr nur die n Koeffizienten 
c; der „Tschirnhausen-Transformation“ 


(58) II, = Co + ,U + cg PE + tn HT” 
hinzuzufügen, um eine Minimalbasis für die durch U" erzeugte Gruppe zu gewinnen. 


Denn die Funktionen d; und c; dulden U* — erstere, weil sie U” dulden, letztere 
nach einem bekannten Satze von Lagrange bzw. dessen Erweiterung —, und der 


Körper der (V) ist vom Grade an über dem der (c, d); denn der Körper der (W) 
ist vom Grade an über dem der (d), und mit den (%) sind auch die (/7) nach (58) 


und die (V) wegen V, = 1 (4I, + %,) rational bekannt !)?) Wir gewinnen daher 


analog zu Satz 2 den 


1) Siehe FuBnote 1) S. 20. 

2) Vgl. auch Breuer, Zur Theorie der metazyklischen Gleichungen von Primzahlgrad, in Bei- 
träge zur Algebra, Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften, Math.-Naturwiss. 
Kl. 1925, 5. Abhandlg. 
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Satz 2a: Die Kenntnis einer speziellen S-Basis zweiter Art 
reduziert das Problem der Aufsuchung von Minimalbasen 
für die metazyklischen Gruppen p-ten Grades ohne Be- 
nutzung der Funktionen 9,41 (14) auf das gleiche Problem 
bei den zyklischen (Permutations-) Gruppen 2n-ten bzw. 
n-ten Grades. 

Eine Minimalbasis für die S-Funktionen der (k) wird nun — vergleiche -das 

zu (18) Bemerkte — durch die 2» Funktionen 


(18 a) M. Ef, (E =1,2,..., p —2) 


gebildet. Daher ergeben sich, wiederum analog zu dem, was bei (24, 25) ausgeführt 
wurde, als notwendig und hinreichend dafür, daB die v, (54) eine Basis für die 
S-Funktionen der (k) bilden, die beiden Bedingungen: 


(24 a) VQ Vp c te = M, 
(25 a) do 9p o = KK, 


während die Bedingung (7) an Stelle von (9) tritt. Führen wir daher zur Ab- 
kürzung die Bezeichnung 


(31 a) Ag + Au + Agu? +... + Asa un = A(x), 
sowie für späteren Gebrauch 
(31 b) hacc haut =I(u) 
nebst den entsprechend:erklärten Bezeichnungen o(u), z(u) und 5(u), t(u) ein, 


so erhalten wir auf dem Wege über Gleichungen (27a, 28a), die wir hier unter- 
drücken können, die Kongruenzen 


(29 a) A(u) -o(u) = p (mod u* — 1) 
(30 a) À (u) - t(u) =g — u (mod u® — 1) 


oder die für alle 2n Wurzeln 0, der Gleichung u® —1 — O0 zu erfüllenden 
Gleichungen 


(32 a) A(9) -o(8)=p, Ad) :1(8) = g — 9 
und die Kongruenz 
(33 a) A(g) = 0 (mod p) 


als notwendige und hinreichende Bedingungen für die Existenz einer speziellen 
S-Basis zweiter Art. 


Setzen wir jetzt . 
Àj— Ang =, AG + Anm 
(59) 0j — Ontÿ = Sj, 87 + Ong y = Sj 
ty— Tay = bj, — T; Tats = t; 
so folgt unter Beachtung von (31, 31a, 31b) 
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(60) Ku)=I(u) (mod 2), S(u)=s(u) (mod 2), t(u)-t(u) (mod 2), 
weil sonst die ,,Gleichungen“ (59) keine ganzzahlige Auflösung nach den Größen 
An, On» Ta hätten. Setzen wir daher 
(61) Ku) — Ku) = 2d(u), 
so wird 
(2) Au) = U(u) + (ur + 1) d(u) = Ku) + (ur — 1) d(u). 
Daher erhalten wir, unter Hinzufiigung der entsprechenden Gleichungen 
fir o(u) und t(u): 
A(a)=U(a), A(B) = {(B) 
(63) s(a) = (a), — e(B) = (B) 
t(a) —t(a),  *(B) = t(B). 
Endlich folgt aus (62, 1) 
(64) A(g) = l(g) (mod p). 
Läßt man daher in (32a) 9 zunächst nur die Werte f; durchlaufen, so gehen diese 
Gleichungen in (32) übér, wührend (33a) nach (64) mit (33) áquivalent ist, d. h.: 
Für die Existenz einer speziellen S-Basis zweiter Art ist die einer solchen erster Art 


eine notwendige Voraussetzung. In der Tat erkennt man, daB die GróBen x , 


die ja in die Basis zweiter Art (54), etwa an Stelle der n letzten Funktionen v,.,;, 
eingeführt werden könnten, mit den Basisfunktionen y, der Basis erster Art (26) 
übereinstimmen. 

Wir lassen nun $ in (32 a) alle Werte a; durchlaufen, und multiplizieren 
die so erhaltenen Gleichungen je miteinander. Es ergibt sich in leichtverständ- 
hcher Bezeichnung: 


Na-ılla) - Nu 43(2) = ph, — Nu al(a) : Nin1t(a) = 8" —1. 
Ganz ühnlich wie bei (39) ergibt sich hieraus, da g eine primitive Kongruenzwurzel 
von p ist, 

(65) Nual(a) =1, 

d. h. U(a;) ist für jedes a; eine komplexe Einheit [oder auch: A(@) ist für jedes 
imprimitive 9 eine komplexe Einheit; vergleiche (49, 2)]. 

Für die Gewinnung einer speziellen S-Basis zweiter Art ist also, neben der 
Existenz von J(u) gemäß Satz 6, noch die einer ganzen rationalen ganzzahligen 
Funktion /(u) notwendig, welche die Bedingungen (60,1) und (65) erfüllt. Wir 
beweisen jetzt, daß diese Bedingungen auch hinreichen, indem wir zeigen, daß 


dann auch stets zwei Funktionen $(u), t(u) existieren, die zusammen mit I(u) die 
Gleichungen 


(32 b) l(a):s(a) — p, l(a):t(a) —g—a 
für alle a; erfüllen und den Bedingungen (60, 2 und 3) genügen. 
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Man bemerkt zunächst, daß das Restsystem (35) die sämtlichen reduzierten 
Restklassen (mod n) bei ungeradem n je einmal, bei geradem n je zweimal enthält. 
Wählen wir daher s*(u) als ganze usw. Funktion (von höchstens n — 1-tem Grade) 
so, daß 


(40 a) $*(u) = Mur) uf?) - - -T(uté) (mod ur — 4) 
ist, so folgt aus (65) ganz ähnlich wie bei (37, 38): 
l(u)s*(u) =1 (mod ur — 1). 
Wahlen wir daher weiter s(u) (von höchstens m — 1-tem Grade) so, daB 
(43a) s(u)=s*u)[p + 1 —l(u) s*(u)] (mod ur — 1), d.h. s(u) =p-s*(u) 
ist, so wird 7 
(a) -s(a) = p 
für jedes a, entsprechend der Bedingung (32b, 1). Nun war doch schon früher 
analog zu (40 a) 
(40) s*(u) = luf) I(u2) - - - Ku’) (mod u" +1), 
es ist aber auch gemäB der aus (60, 1) folgenden Gleichung (61) 
l(u®2) luf?) - - J(uté) = L(uf*?) L(uf2) - - - (uf?) (mod 2), 
folglich ist auch 
(66) s*(u) =s*(u) (mod 2). 
Denn wenn zwei Funktionen beliebigen Grades H,(u) und H,(u) nach dem Modul 2 
kongruent sind, so behalten sie diese Eigenschaft bei, wenn man sie nach den 
Moduln u* + 1 bzw. u* —1 reduziert. Sei nämlich 
(67) Alu) + hf(u)- (u* + 1) =h,(u) + hg(u) - (u* — 1) (mod 2), 
wo h,(u), h,(u) von höchstens n — 1-tem Grade seien, so muß auch Aft (u) = h$(u) 
(mod 2) sein, weil sonst die Koeffizienten der hóchsten Potenzen von u auf beiden 
Seiten von (67) nicht kongruent nach dem Modul 2 sein kónnen. Daher ergibt 
sich wegen 
hu) = hy(u) + [hf (u) — h$(u)] (ur — 1) — 2 A%(u) (mod 2), daß 
h,(u) = h,(u) (mod 2). 
Damit ist die Kongruenz (66) bewiesen. Multiplizieren wir sie mit der aus ihr selbst 
und (60, 1) folgenden Kongruenz 
p +1 —Uu)s*(u) = p + 1 — (u) s*(u) (mod 2), 
so folgt nach (43) und (43 a) 
(68) s(u)=s(u) (mod 2) 
entsprechend der Bedingung (60, 2). 
Nun ist s(u) nach (43a) durch p teilbar. Daher kann man eine Funktion 
t(u) von hóchstens n — 1-tem Grade durch die Kongruenz 
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(46 a) (g — u) su) 2 p :t(u) (mod u* — 1) 


bestimmen. Multipliziert man beide Seiten von (46a) mit !(u), so erkennt man, 


daB t(u) die Bedingung (32b, 2) für alle a, erfüllt. Endlich folgt aus (46), (46a) 
und (68) ganz wie vorhin 
(69) t(u) = t(u) (mod 2) 
entsprechend der Bedingung (60, 3). 
Wir können nun den folgenden Satz aussprechen: 
Satz 6a: Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fir 
die Existenz einer speziellen S-Basis zweiter Art sind 
1. die Existenz einer Funktion /(u) gemäß Satz 6, 


2. die Existenz einer ganzen usw. Funktion /(u) von höch- 
stens n — 1-tem Grade der Art, daß 


(70) l(u) = lu) (mod 2), Naılla) =1 
wird. 

Der Beweis des Satzes ergibt sich unmittelbar aus dem Vorhergehenden. 
Wir erwähnen ganz wie bei Satz 6, daß, wenn J(u} die Bedingung (70) für irgend- 
ein /(u) erfüllt, dann I(u®) das gleiche für Z(u*) leistet, daß es also auch hier gleich- 
gültig ist, welchen der konjugierten Teiler von p man bevorzugen will. Dies ist 
besonders wichtig für einen etwaigen Beweis der Nichtexistenz von speziellen 
S-Basen für einen bestimmten Primzahlgrad. Denn wenn beim Satze 6 die Funk- 
tionen G,(u), G,(u) für irgend ein /*(u), oder hier die Funktion J(u) für irgend 
ein /(u) nicht existieren, so existieren sie auch für keine der konjugierten Funk- 
tionen /*(u*) bzw. l(u*). Für einen Beweis der Nichtexistenz von speziellen S-Basen 
zweiter Art, d.h. von J(u) (70) müßte man aber ganz entsprechend auch zeigen, 
daB, wenn (u) für i*(u) gemäß (70) existiert, dann auch J(u) für l(u) existiert, 
wenn dabei unter /?(u) eine Funktion von höchstens n — 1-tem Grade verstanden 
wird, welche die Form besitzt 


(71) P(u) = E(u) -Ku) + G(u) - (u^ + 1), 
wobei E(ß) für alle n Größen f; eine komplexe Einheit ist. Um dieses zu klären, 
beachte man zunächst, daB zu jedem E(u) ein E '(u) existiert — nämlich 


das (mod u^ + 1) reduzierte Produkt E(uf?) E(uf*) --- E(uf?) — derart, daß 
E(u) -E ^ (u) z1 (mod u^ + 1) ist. Ferner kann aber zu jedem E(u) ein E(u) 
zefunden werden, so daß E(u) = E(u) (mod 2) ist, und daB E(a) für alle a, eine 
complexe Einheit ist, vorausgesetzt freilich, daß n ungerade ist. In diesem Falle 
1amlich sind die a; und f, einander paarweise entgegengesetzt gleich, und wir 
«ônnen daher E(u) = E(— u) setzen. Ist aber n gerade, so sind die fj, selbst 
;u je zweien einander entgegengesetzt gleich, E(u) ist also jedenfalls nicht auf so 
'infache Weise zu bilden. Eine nähere Untersuchung hierüber, wie über ähnliche 
Journal für Mathematik, Bd. 156. Heft 1. b 
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in dieser Arbeit noch offen gelassene Fragen, behalten wir uns für eine andere 
Gelegenheit vor. Im Falle der Existenz von E(u), insbesondere also fir ungerades 
n kann aber der erwähnte Beweis leicht geführt werden. Ist nämlich bei (71) 


1°(u) = Du) (mod 2), 
so multiplizieren wir diese Kongruenz mit der folgenden 


E(u) = E~(u) (mod 2), 
und erhalten 
l(u) = Qu) -E~*(u) (mod 2). 


Die rechte Seite wird für jedes a; als Produkt zweier Einheiten selbst eine Einheit. 
Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 


Auch hier beschränken wir uns im Rahmen dieser Arbeit auf die Behand- 
lung einiger Beispiele, ohne allgemein zu untersuchen, wann die Bedingung (70) 
erfüllt ist. Es sei nur hervorgehoben, daB die Untersuchungen des § 1 ihre Be- 
deutung behalten, auch abgesehen davon, daB es Fälle gibt (z.B. p = 43), in 
denen zwar eine spezielle S-Basis erster, nicht aber eine zweiter Art existiert. 
Denn auch in den Fällen, in denen schon die Basis erster Art nicht exi- 
stiert, d. h. also in der Mehr#æbhl der Fälle, wird man doch zur Vereinfachung 
des Problems (vgl. Satz 1 und den Anfang des $ 2) auf die Basisfunktionen 
9,,, (14) zurückgreifen. 


S 4. Anwendungen und Beispiele. 


Im folgenden werden für einige Primzahlen die Funktion l(u) so, wie sie 
zur Konstruktion der Funktionen y; (26) nötig ist, und teilweise auch letztere 
selbst bestimmt. An sich ist hierzu die Berechnung der Funktionen s(u), t(u) 
nicht erforderlich. Auch diese werden aber überall hinzugefügt, um eine leichte 
Kontrolle der Richtigkeit an Hand der Formeln (29, 30) sowie überhaupt die 
Anwendung der Basis (26) zu ermóglichen. In einigen Füllen wird auch die Funk- 
tion J(u) berechnet, die zusammen mit J(u) nach (59) die Bestimmung von A(u) 
und damit die der speziellen S-Basis zweiter Art (54) erlaubt. Auch hier fügen 
wir, zur Kontrolle der Richtigkeit an Hand der Formeln (60, 32b) bzw. (29a, 30a) 


auch die Funktionen S(u), t(u) bzw. o(u), t(u) bei!) Auf die verschiedenen er- 
wühnten Kontrollen wird im folgenden in der Regel nicht mehr besonders hin- 
gewiesen werden, da der Leser sie leicht durchführen kann, etwa so, wie wir es 
weiterhin, als Beispiel, im Falle p — 23 zeigen. 

Die in den vorhergehenden Paragraphen angegebene, allgemein gültige Be- 
rechnung der Funktionen s(u) und s(u) ist übrigens, wie besonders hervorgehoben 
sei, durchaus nicht immer die praktisch einfachste. Wir verzichten jedoch hier 

1) Wo wir im folgenden die Funktionen y, (26) oder v, (54) aufgeführt haben, kann deren 
Eigenschaft, eine Minimalbasis zu bilden, leicht an Hand der entsprechenden Formeln (24, 26) 
hezw. (24a, 25a) festgestellt werden. 
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darauf, die leicht erkennbaren Rechenvorteile, insbesondere fiir die Primzahlen 
p =2¢ +1, aufzuführen. 

Wo im folgenden Bezeichnungen L*(u), L(u) S(u) usw. auftreten, ent- 
sprechen sie den gleichen Funktionen mit kleinen Buchstaben, nur erfillen L*(u) 
und L(u), im Gegensatz zu !*(u) und /(u), die Kongruenz (33) nicht für die kleinste 
positive Kongruenzwurzel von p. Wo Formeln mit Nummern bezeichnet sind, 
die bereits bei früheren Gleichungen Verwendung fanden, soll damit auf jene als 
theoretische Grundlage der Rechnung hingewiesen werden. 

Im Falle 

1. p=3, n=1, g=2 
ist zwar eine zyklische Minimalbasis — eine andere kommt hier nicht in Frage — 
schon lange bekannt 1), auch werden die Rechnungen beinahe trivial; sie sollen 
aber doch, einer einfachen Anwendung wegen, angegeben werden. Da hier 


(34; 1) fu) =u-+1 (vgl. auch Satz 7) 
ist und g — ß also nur den Wert 3 annimmt, so ist 3 selbst der gesuchte gemein- 
same Teiler /(f) von p und g — p, d.h. es wird 

(72) Ku) =3, s(u) =1, tu) — 1. 


Wir beschrünken uns hier auf Behandlung der speziellen S-Basis zweiter 
Art und finden leicht 


(72 b) lu) 21, S(u)=3,  t(u) — 14, 
also 

(72 a) A(u) =2—u, o(u)=2+u, 7t(u) =1, 
mithin 

(54; 1) vo= kiki, y= Kk, 


(56; 1) Vo=ekk, ek, Vu— eia. +ekik,. 
Wir machen eine Anwendung dieses Resultates, um die Koeffizienten der 
zyklischen Gleichungen der Form 


durch zwei Parameter, eben die Basisfunktionen V, und V,, auszudrücken. Da 
nun nach (3) 


2, = E€^' kg + ek, (y = 0,1, 2), 
80 wird 
Ag = ToL, 4 Tia + Lao = — 3 kk, = —3 tot 
(da = — Lot Le = — (ky + hy) = — 09% (ts + N). 


1) Vergleiche F. Hack, Beiträge zur Anwendung der Gruppentheorie usw., Diss. Tübingen 
1895. — F. Seidelmann, Die Gesamtheit der kubischen und biquadratischen Gleichungen usw., Diss. 
Erlangen 1916. 
b* 
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Setzen wir hierein die aus (54; 1 und 56;1) sich ergebenden Ausdrücke 
399 =—- (Vo +Vı)+EeV,+ eV, 30, = — (Vo + V3) + eVo + eV; 
ein, so erhalten wir die gesuchten Ausdrücke 
1 
(74) a, = — (Vo + VoVi + Vi), ds — 3 (Vo 4- Vi) (Vo + VV, + Vi) . 


Setzt man hier noch 


(75) Vo+V,=2r, V,—V, —6s, 
so erhält man die Hack-Seidelmannsche !) Form der Koeffizienten 
(74a) | d, = —3(r*--3s?), as = 2r(r +38), 


vor der die unsere (74) die größere Symmetrie voraus hat, da sie sich nicht ändert, 
wenn die beiden Parameter V,, V, miteinander vertauscht werden. Dies rührt 
offenbar davon her, daß V,, V, „konjugierte‘‘ Funktionen sind. Bei den Gleichungen 
fünften Grades fällt dieser Umstand ganz bedeutend ins Gewicht. 


2. p=56, n=2, g=2; (34; 2) fu) =u? +1; Satz 7. 

Da 5— (24-7) (2 —i), so findet man unmittelbar 

06) lu) =2—u, s(u)-—2-ru, t(u)=1, 

(26; 2) Vo = OG > Yi =: 

Die aus (26; 2) mit Hilfe der schon lange bekannten zyklischen Minimal- 
basis vierten Grades!) sich ergebenden metazyklischen Minimalbasen im (6) 
und im ®, sind in B. § 2 eingehend untersucht, ebenso auch die weiter unten ab- 
geleitete Basis (26; 3) für p = 7. Nur sind dort an Stelle der hier eingeführten 
Funktionen g,,, (14, 2) andere, aber prinzipiell das Gleiche leistende Funktionen 
eingeführt. Dort werden auch in der Einleitung und im § 3 die Gründe auseinander- 
gesetzt, aus welchen die so gewonnenen Minimalbasen zur Koeffizienten-Dar- 


stellung ungeeignet sind. Diese Gründe gelten aber nicht für die nun zu bestimmende 
spezielle $-Basis zweiter Art. Man findet leicht 


(76 b) lu) —-u, S(u)=5u, t(u) —1 + Qu, 


(76 a) Au) =1—u?+u8, o(u) =1+3u—uv?+ 22, 
t(u) = u — u? + u, 
_ Koks — Rıko — hah — Kal 
(54; 2) Vo = k, ^ en ? Ve = ky’ "REC 
Diese Basis ist infolge ihres symmetrischen Baues zur Darstellung der 
Koeffizienten der auflósbaren Gleichungen fünften Grades hervorragend geeignet. 
Der Verfasser hat diese Darstellung an anderem Orte ?) vollständig durchgeführt, 


1) Siehe Anm. 1) S. 36. 

2) Breuer, Uber die irreduzibelen auflösbaren Gleichungen fünften Grades. Festschrift an- 
läßlich des 100-jährigen Bestehens der Technischen Hochschule Karlsruhe 1926, Seite 107—129. — 
Die dortige Formel (13) entspricht unserer Formel (54; 2) bis auf Numerierung und Bezeichnung. 
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und zwar unter Trennung der auflésbaren Gleichungen nach ihren Galoisschen 
Gruppen. 

Wir erwähnen noch, daß im Einklang mit unserer Bemerkung zu Formel (64) 
hier die Quotienten . und E mit wo, y, (26; 2) übereinstimmen und betrachten | 
nunmehr den Fall 

3 p=, n=3, g=3; (34;3) f(u) = u —u +1, 

F(u) =u+1; Satz 7. 
Wir finden bei Reuschle!) 
L*(u) =1—3u, 
also L*(ñ) =0 (mod 7). Da nun?) 55 =3 (mod 7), 5-5=1 (mod 6), ist folglich 
I*(u) = L*(u5) (mod u? +1), also i*(u) = 1 + 3u?, wo 1*(3)=0 (mod 7); aber 
[*(— 1) = 4, mithin (47; 3) l(u) = !*(u) — f(u), oder bei Division durch den 
überflüssigen Faktor u, l(u) =1+2u. 

Das Restsystem (35) wird hier durch 1,5 dargestellt, also ist s*(u) = 1 — 2 ui, 
woraus sich s(u) nach (43) und t(u) nach (46) sofort bestimmen lassen. Man 
findet | 

(77) Ku)=1+2u, s(u)=—1+2u—4u, t(u) = —1+u—2ui, 


(26; 3) Y= GWM: y = 9,03; | Pa —= Qa do ^ 3). 

Weiter sieht man unmittelbar, daß 

(77 b) lu)=1, S(u)=7, U{u)=3—u 
wird, also 


(77a) A(u)—1-Fu—u*, o(u)=3+u—2u + 4u — ut +2 uf, 
tu) = 1 — u? + 24? — ut + u 


„Ah „Aa „als 

(54; 3) 0 ki’ 1 ke? 9 ko" 
— Keke his „fs 
Äh II 


Wie der Fall p —7 im Hinblick auf Satz 2 sich unmittelbar an p — 3 an- 
schließt, so behandeln wir jetzt im Hinblick auf p = 5 den Fall p = 11 und weiter 
p = 23. 


1) In den „Tafeln“ findet man die Form L*(u) = 1 + 3u, weil dort der Körper der Wurzeln 
von + u+1=0 zugrunde gelegt ist, nicht der von fu) — 0. Das Vorzeichen von w war also 
zu ändern. Entsprechendes gilt für die Fälle p — 11, 23, 19, während wir bei p=13, 17 die 
Funktion L*(w) unmittelbar von Reuschle entnehmen können. 

*) Vergleiche hierzu die Bemerkung am Anfang des Beweises zu Satz 4. 

*) Diese Basis (26; 3) ist, ebenso wie die (26; 2) für p — 5 schon früher von Fräulein 
Noether angegeben worden, wenn auch nur in dieser, ausschließlich für den Bereich R(e) gültigen 
Form; vgl. hierzu B. Einleitung. Dagegen sind die speziellen S-Basen zweiter Art (54; 2 und 54; 3), 
ebenso wie überhaupt die Minimalbasen in allen weiterhin behandelten Füllen, unseres Wissens noch 
nirgends angegeben worden; selbst die Frage nach der Existenz der Minimalbasis ist für p > 7 
früher noch nicht geklürt worden. 
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4. p=ll, =5, g=2; (34,4) f{u)=u — u* -- u? — u 4- 4, 
F(u)—u--1; Satz 7. 

Wir finden bei Kummer und Reuschle, nach Multiplikation mit gewissen 

Potenzen von u 
L*(u) —1--2u*. 

Wir ordnen hier die Rechnung etwas anders an, als im vorigen Falle. Es 
ist L*(—1) —3; (52; 4) 2-3—1-.5=1, also x = 2, 9 = —1; mithin nach 
(53) und (47) Z(u) = (1 —u)(1 4-2u?) — f(u), oder nach Division durch w: 
L(u) = 1 —u — u?, also L(7)=0 (mod 11); folglich wird wegen!) 73 = 2 (mod 11), 
3.7221 (mod 10); !(u) = L(u*) (mod u® + 1), d.h. lu) = 4 + u? —u*; nun ergibt 
sich nach (40) sehr einfach 

s*(u) = (1 —u — u?) (1 + u* 4+ uf) (1 + u — u) 
=2+4u— u? —3u? + ut (mod u5 + 1), 
und s(u) nach (43), oder auch — wegen s*(— 1) —1 — nach der Formel 
s(u) = s*(u) + 2/(u), wodurch ebenfalls s(— 1) = 11 erreicht wird, sowie schließ- 
lich t(u) nach (46). Man findet: 
(78) lu) = 1 + u? — uf, s(u) — 4--2u-- u*—5u* + 3ut, 
t(u) —1-— u* + u*. 


yo = D 31 = 00193 » Ya = 010304; 
(26; 4) ‘ 
_ 24s _ Ih 


Qo ‘ g1 


Auch hier gelingt es unschwer, noch eine speziell S-Basis zweiter Art zu 
konstruieren. Zunächst genügt nämlich J(u) = 1 — u? + u* den Anforderungen 
des Satzes 6a; denn /(u)z(u) (mod 2) und l(u) ist für alle Wurzeln von 


u5 —1 — 0 eine Einheit, weil 
(1 — u* + u*) (u? — us + ut) = 1 + (4 — ui + us) (us — 1) 
ist. Weiter wird nach (40 a) 

8*(u) = (1 — u + u*) (4 + u* — u) + u — u?) (mod u5 — 1) = u? — us 4 v5 
und hieraus findet man s(u) nach (43a), da l(u)-s*(u) 1 (mod u5 +1), in 
der besonders einfachen Gestalt s(u) = 11 5*(u), woraus dann nach (46 a) sich 
ergibt t(u) = (2 — u) -s*(u) (mod u5 —1). Mithin wird: 

(78 b) l(u) 21 — u? +ut, s(u) = 11u? — 11u? 4 11u*, 
t(u) = —1 + 2u? —3u* + 3u*. 





1) Siehe Anm. 2) S. 37. 
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(78a) ÀA(u) =1—u’ + u?, ou) = 2+ u + 69? — 8u + 7u* — Qu — ut 
J-5u* —3u? --4u9, cu) = u?—2u*--2u* — ud + u? — u® + uw. 


k kk k k 
(54; 4) =", = ZEE EE UEPDEL E 
5. p= 238, n — 11, g=5; (34,5) fu) = w—u®4+ -.—.---—u+i1, 


F(u)-—u--1; Satz 7. 


Wir entnehmen den Tafeln von Reuschle, nach Division durch u und 
Änderung des Vorzeichens !) von u die Form 


L*(u)=1 — ui — u. 


[Die bei Kummer angegebene Form 1 — u — u? ist offenbar nichts an- 
deres als L*(u15), also hiervon nicht wesentlich verschieden.] Durch geeignete 
Zusammenfassung der konjugierten Faktoren berechnet man ohne große Mühe 
entsprechend Formel (40) 


$*(u) = 14 — Au — Zu? + us + 5u* + 8u* — Yu? + 12u? + 2u + 2u1. 

L*(—1) —3; (52; 5) 4-3—1-11 =1, also m= 2, 9 = —1; mithin nach (53) 
und (47) L(u) = [1 —u + u? — us) L*(u) — f(u)]u$, wobei der Faktor u® zur 
Vereinfachung hinzugefügt ist. Wir finden 

(79) L(u)—-1-r-u*—u5—u*--w; L(—1)-1. 
Statt nun S(u) aus S*(u) nach (43) zu bestimmen, können wir auch S*(u) so be- 
handeln, wie das soeben nach (47) mit L*(u) geschah, also 

(80) S(u) = Gi(u)S*(u) + G,(u) (u) 


setzen, und dabei G,(u), G,(u) so wählen, daß einmal S(— 1) = 23 wird, und 
daB ferner das Produkt aus G,(u) und dem soeben bei L*(u) benutzten Multi- 
plikator G, (u) =1 — u 4- u? — u* nach dem Modul f(u) kongruent 1 wird. 
Nun ist S*(— 1) = 48; 3-48 — 11 - 11 = 23. Man erkennt daher leicht, daß 
Gi(u) =41 + u! + u® den gestellten Anforderungen genügt, setzt zur Verein- 
fachung der Rechnung gemäß (80) 


S(u) = (1 + ut + u*) [S*(u) — 4 f(u)] + f(u) 


und erhält 
(84) Su) — 20 + Ju — Au? — 11 u* +10u! + 16u5 —2u* —17u’ + Su 
+ Su? — u. 
Nun ist L(15) = 0 (mod 23); da 15!3— 5 (mod 23) und 13.1721 (mod 22), 
so wird?) {(u) = L(uV) und s(u) = S(u!*) (mod ul! + 1), während zuletzt t(u) 


1) Siehe Anm. 1) S. 37. 
2) Siehe Anm. 2) S. 37. 
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wieder gemäB (46) bestimmt wird. Man erhält 

l(u) =1—u-+ u? —u + u® 

s(u) = 20 + ^u + 10u? + 2u? + 5u* + u5 — Ju — 11u7 — 16 u® 
— 17u® — Bu 

tu) = 4+ 2u* + ut —2u$ — 2u7 —3u? — 3u® — uy. 


(82) 


Da die Berechnung dieser Funktionen hier zum gréBten Teile unterdrückt ist, 

fügen wir ein einfaches Kontrollschema an Hand der Formeln (29, 30) bei, indem 

wir nur die Koeffizienten der Potenzen von u hinschreiben, diese selbst aber - 

weglassen und natürlich bei der Multiplikation sofort mod (u!! + 1) reduzieren. 
Dann wird 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

s(u)-l(u) = 20, 4, 10, 2, 5, 4, — 9, —11, —16, —17, — 8 

— 8, —20, — 4, —10, — 2, —5, — 1, 9, 11, 16, 147 

16, 17, 8, 20, 4, 10, 2, 5, 4, —9, —11 

5, 4, — 9, —11, —16, —17, — 8, —20, — 4, —10, — 2 

—10, — 2, — 5, — 1, 9, 11, 16, 17, 8, 20, 4 


t{u)-l(u)= 4 0, 


Aus diesen Kontrollen ergibt sich ohne jede Berücksichtigung der Herleitung 
von J(u), daB die aus J(u) (82, 1) leicht zu bildenden 11 Funktionen y; (26) eine 
spezielle S-Basis erster Art bilden. 

Mit der Aufstellung dieser Formeln fiir die Zahlen p = 11, 23 sind die meta- 
zyklischen Minimalbasen dieser Grade implizite vollständig bekannt und also 
auch die Darstellbarkeit der Koeffizienten der auflésbaren Gleichungen dieser 
Grade, getrennt nach Galoisschen Gruppen, gleich wie in den Fällen p — 5,7 
nachgewiesen, da hier nach Satz 2 eine sukzessive Reduktion auf gleichfalls be- 
kannte Minimalbasen stattfindet. 

Für die Primzahl p = 47, die sich an 5, 11, 23 anschlieBen würde, ist bereits 
bei Kummer a. a. O. gezeigt, daB sie sich nicht in der Form (48) darstellen 
läßt. Hier existiert also keine spezielle S-Basis. 

An die Zahlen 3,5 schließt sich nun als nächste Fermaische Primzahl an 
die Zahl | 


6 p=17, n=8, g=3; (34; 6) fu) =u® +1; Satz 7. 
Wir finden bei Reuschle 
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L*(u)=1+u+u, 
also L*(10)=0 (mod 17); da nun 10!! z 3 (mod 17) und 3 -14=1 (mod 16), 
so wird!) /*(u)=L*(u?) (mod u® +1), und da hier /(u) = !*(u), so wird 
Ku) = 1+ u?°— u*. Ferner wird hier s(u) = s*(u) sehr leicht, durch geeignete 
Zusammenfassung konjugierter Faktoren, nach (40), und schließlich t(u) wie 
immer nach (46) gefunden. Es wird 
Ku)=1+u’— uw 
(83) s(u) =1+6u +2u2 —5u* + 4ut —10u5 + 8u$ — 3u? 
Ku) — u — u? + u! —2u* +2u — u, 
womit die spezielle S-Basis erster Art (26) auch für diesen Fall bekannt ist. 
7. p=13, n=6, g=2; (34,7) f(u) - ut —u* -- 4, Fu — u* +1. 
Wir finden bei Reuschle 
L*(u) =1 —2u — u*. 


Da hier L*(i) = 1 —3i, f(t) =3, setzen wir gemäß (47) 
L(u) =1-L*(u) +u-f(u) -1—u —u*, so daß L(i)-41. Da ferner hier 
L(6) =0 (mod 13), 6522 (mod 13), 5.521 (mod 12), so wird!) I(u) = L(u5) 
(mod u* + 1) gefunden und sodann s*(u), s(u), t(u) wie in den früheren Fallen. 
Es wird 

(84) l(u)—1—u*—u5, s(u) =6 +3u — Bu + Au? 4 2u* + a, 

Ku) = 1 — u? + uÿ. 

Wir erwähnen noch, daß sich hier sehr leicht der Nachweis erbringen läßt, daß 
eine Funktion /(u) gemäß Satz 6a und somit eine spezielle S-Basis zweiter Art 
nicht existiert. Zum Schluß behandeln wir den Fall 

8 p=19, n=9, g=2; (34; 8) f(u) = uf —u +1, 

F(u) = u? 4- 1 = (u 4- 1) (Gà — u +1). 
Wir finden bei Reuschle nach Änderung des Vorzeichens von u *) 
L*(u) 21—u-—w. 

Es wird L*(— 1) — 1, L*(80) = — 20? für 8 + — 1. Man findet leicht, daß 

G (u) = — (1 + u?) für die Wurzeln y von f(u) — 0 eine Einheit ist wegen 
(1 + u?) (u — u* + u9) — 1 + (ut + u — 1) (uo — u? +1), 
und setzt in Anlehnung an (47) | 
L(u) = [— (4 + u L*(u) + f(u)]]u 3? =1 + u +u, 

was für alle Wurzeln von F(u)-0 eine Einheit ist. Nun ist noch 
L(14) = 0 (mod 19), aber 141%= 2 (mod 19) und 13-7=1 (mod 18), also!) 
wird J(u) = L(u^ (mod u® +1), woraus dann s*(u), s(u), t(u) in der bis- 


1) Siehe Anm. 2) S. 37. 
3) Siehe Anm. 1) S. 37. 
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herigen Weise leicht bestimmt werden. Man erhält 
Ku) = 1 + u®— u 
(85) s(u) =8 +4u +2u? 4+ u* —9u* + 5u5 —7u* -- 6w* --3u? 
u) = 1—ut + us — uf +u. 
In den drei zuletzt behandelten Fällen ist, im Gegensatz zu den vorher- 
gehenden, durch Angabe der Formeln für die !(u), nur eine Reduktion des 
Basisproblems im Sinne des Satzes 2, noch nicht aber dessen vollständige 


Lösung erreicht, da die zyklischen Minimalbasen 16-ten, 12-ten und 18-ten bzw. 
9-ten Grades noch nicht bekannt sind. 
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Die Transformation einer Gruppe ausgezeichneter 
Kurven erster Art in einen gewôhnlichen Punkt. 
Von Fritz Buschmann in Halle a. d. S. 


Einleitung. 

Wenn zwei algebraische Flächen durch birationale Transformation aus- 
iander hervorgehen, so entsprechen sich im wesentlichen die Punkte beider 
ächen eineindeutig, es können aber Kurven in Punkte, d.h. Primteiler erster 
t in solche zweiter Art, übergehen, und umgekehrt Punkte in Kurven. Derartige 
ırven einer Fläche, die durch birationale Transformation aus einem Punkte 
rvorgehen, nennt man ausgezeichnete Kurven. Erster Art heißen solche, die in 
ıen gewöhnlichen Punkt transformiert werden können, ohne daß einer ihrer 
ınkte in eine Kurve übergeht, und zweiter Art solche, die nur dann in einen ge- 
jhnlichen Punkt transformiert werden können, wenn durch die Transformation 
:ichzeitig mindestens einer ihrer Punkte in eine neue Kurve übergeht. 

Für ganz einfache Fälle sind die charakteristischen Eigenschaften der aus- 
zeichneten Kurven erster Art angegeben von G. Castelnuovo und F. Enriques !). 
ir den allgemeinsten Fall sind notwendige Eigenschaften der ausgezeichneten 
ırven erster Art angegeben von H. W. E. Jung?). In dieser Arbeit soll gezeigt 
rden, daß diese Eigenschaften auch hinreichend sind. 

Die ausgezeichneten Kurven erster Art zerfallen in Gruppen. Die Kurven 
rselben Gruppe hängen durch Schnittpunkte miteinander zusammen, während 
‘ei Kurven verschiedener Gruppen sich nicht schneiden. 

Irgendeine Gruppe bestehe aus den o Primkurven $8,, B,,..., 8,. Die Zahl 
r Schnittpunkte von $8, und $8, bezeichnen wir mit ($8,, ®:) und setzen 
lk, Bi) = — bu. Das System (bu) sei mit b und das zu b reziproke System (au), 
s immer existiert, sei mit a bezeichnet. Die Systeme a und 5 haben folgende not- 
ndige Eigenschaften: 

1. a und b sind quadratische, symmetrische und ganzzahlige Systeme mit 

der Determinante 1. 


1) G. Castelnuovo und F. Enriques, Sopra alcune questioni fondamentali nella teoria delle 
Jerficie algebriche, Ann. di mat. 6 (s. 3) (1900), Abschnitt 3. 
3 H. W. E. Jung, Über die ausgezeichneten Kurven algebraischer Flächen, J. f. M. Bd. 142, 
z. 102. Man vergleiche auch H. W. E. Jung, Algebraische Flüchen, Helwingsche Verlagsbuchhdlg. 
nnover 1925, pag. 63—90, 
6* 
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I. Wahl von (C). 

Eg sei (T) irgendeine Kurvenklasse einer algebraischen Fläche, und 
(T) = (RT) die Ergänzungsklasse von (T). Ist die Dimension {T’} der Klasse 
(T’) gleich Null, dann ist nach dem Riemann-Rochschen Satz für zwei unab- 
hängige Veränderliche 

{tT} > — + (8, T) + ps +1, 
wo p, das arithmetische Geschlecht der Fläche bedeutet. Steht das Gleichheits- 
zeichen, so heißt die Klasse (T) regulär. Wir wählen nun eine reguläre Kurven- 
klasse (€) mit folgenden Eigenschaften: 

1. (6) 24. 

2. Die Klasse (€) sei primitiv, d. h. unter den ganzen Kurven von (©) sollen 

Primkurven vorkommen. 

3. Die ganzen Kurven von (€) sollen keine allen gemeinsame feste Stellen 

haben, so daß es in (€) ganze Kurven ohne mehrfache Stellen gibt. 

4. (8,66€) =¢>0 füri—1,2,...,0. Ä 

Eine solche Klasse (€) gibt es immer. Zunächst kann man, wenn nötig, 
die gegebene Fläche immer birational in eine solche transformieren, daß 
den Primteilern 8; wirkliche Kurven entsprechen. Ist dann (90) die 
Klasse, der die ebenen Schnitte dieser Fläche angehören, so ist (A, ®;) > 0 
und auch (MW, 8) = A(W, 8) > 0 für positives A. Man kann aber À 
immer so groß wählen, daß die Klasse (91^) regulär ist 1). Wir brauchen 
dann nur (EC) rv (W) zu setzen, damit die Eigenschaft (8, €) > 0 immer 
erfüllt ist. 

5. Da (€) regulär ist, gilt 

(5) (6) = —4(6, €) +p, +1. 

Wir definieren: 

Eine Klasse (9), deren Dimension größer als Eins ist, heißt primitiv, wenn 
nicht alle ihre ganzen Kurven einen gemeinsamen Teiler haben; sie heißt voll- 
kommen primitiv, wenn außerdem die ganzen Kurven von (9) keinen allen gemein- 
samen Punkt haben. 

Unter Berücksichtigung dieser Definition können wir die oben angegebenen 
Eigenschaften 2. und 3. zusammenfassen, indem wir sagen: Die Klasse (€) sei 
vollkommen primitiv. 


IL Bestimmung von Hilfskurven. 


Wir bestimmen aus den Primkurven $8, zusammengesetzte Kurven &;, so 
daB die Gleichungen 


(6) (G;, (5) = — 1 und (G;, $8) = — 1 
erfüllt sind, wo $8 durch (2) und (3) definiert ist. 


1) G. Castelnuovo und F. Enriques, Mathematische Enzyklopädie III. C tb, Nr. 3, 13 u. 17. 


46 Buschmann, Transformation einer Kurvengruppe in einen Punkt. 


Wir setzen 

(7) | G = BIBI... Bee 
und bekommen aus (6), wenn wir unter a; das System (ai, 235;,..., Gps) und 
unter B das System (fi, By,..-., Be) verstehen, die Gleichungen 
oder mit Berücksichtigung von (1) 

(8) shah=1, ashBh — 1. | 
a,h ist ein System y = (yi, Ya... Ye) und Bh ist nach (1) und (2) das System 
(1,1,...1). Aus (8) ergibt sich dann 

++ +y=1 und yd ye B yl. 

Da alle y, ganz sind, so ist das nur móglich, wenn ein y, = 1 und alle anderen 
Null sind. Das ist auf o verschiedene Arten möglich. Aus a;h = y oder a; = yg 
erhalten wir so o verschiedene Systeme aj, die identisch sind mit den Horizontal- 


reihen von g. Wir kónnen alle Lósungen von (6) und (7) zusammenfassen in der 
Gleichung | 


03 dg * ^ * del 
Aa Age * * * Tes 

: (9) | a= + . = g. 
Cie Tae * * * Lee 


Die Kurve €, enthält also wegen der Eigenschaft 5. in der Einleitung die 
Kurve. 6; genau in der ersten Potenz, und im übrigen nur Kurven $8, für k >i. 
Im besonderen ist €, = ®, und (vgl. Eigenschaft 5. der Einleitung) 

G, = By" Be" --- Ben, 
so daß wegen Eigenschaft 2. der Einleitung (5, alle Kurven $8, wirklich enthält. 
Die Schnittpunktszahlen (E,, $8;) und (E,, (S; werden gegeben durch 
(10) ((&, $8;)) = ((&,, Bz), (Ey, Bi), . - ., (Ces Br) 
= —ba=—bg=—hhg =—h 
und 
(11) ((Gx, G;)) = ((G,, 6), (&,, G;), ety (G,, €,)) =a ((&,, Bi)) 
= a(—h) = —gh = — 1. 


III. Hilfssätze. 


Wir betrachten eine Klasse (9) und setzen voraus: 
(12) 1. (9; (5,11) — ($, i2) = tt — (9; C,) = 0. 
2. sei eine ganze Kurve aus (9), die durch 3; teilbar ist. 
Deshalb setzen wir 
(13) © = BEBE... Bebe, o > 0. 
Unter Verwendung von (7) und (9) kénnen wir auch schreiben 
(14) © = Gt Ett eh 
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Die Kurve Soin (13) und (44) soll kein 5, für i>k enthalten. Deshalb ist 
(15) ($5,955) 20, iZk+1. 
Da nach (9) die Kurve €, nur aus $8;, $8,,,, . . ., 8, zusammengesetzt ist, so folgt 
aus (15) auch 
(16) (Do, &) = 0, i>k+i1. 
Ebenfalls wegen (9) enthält ©, die Primkurve $8, genau in der ersten Potenz, 
während $8, in G41, 6,,5,.. -, ©, nicht enthalten ist. Deshalb ist 
47) | T, = 0, > 0. 
Aus der Voraussetzung (12) und wegen (11) und (14) folgt 
(9, €; = — + (Ho, &) = 0, i>k+i1 
oder, unter Berücksichtigung von (16), 
(18) t= (9) G) 20, i>k+1. 
Die Exponenten 1; in (14) sind wegen (17) und (18) nicht negativ. Es be- 
steht also der 
Hilfssatz 1. Sind die Voraussetzungen (12) erfüllt, so sind alle ganzen 
Kurven der Klasse ($), die durch ®%* teilbar sind, durch E’* teilbar. 
Diesem Satz kônnen wir auch die Form geben: 
Sind die Voraussetzungen (12) erfüllt, so ist die Klasse (9 $8.) für 
=k, wenn sie ganze Kurven enthält und wenn €, nicht identisch 
mit B,, d. h. keine Primkurve ist, imprimitiv, und zwar hat sie 
mindestens den Faktor &,58,'. Es sei nämlich 98 eine ganze Kurve 
aus (958, ^), die nicht den Faktor €, 8, hat. Dann würde PB, eine 
ganze Kurve aus ($) sein, die den Faktor %,, aber nicht den Faktor 
©, hat, was aber dem oben Gesagten widerspricht. 
Aus (12) folgt noch wegen (9) 
(19) ($, Ge) = ($, Bz). 
Die Zahl der Bedingungen, daß eine Kurve 9 einer Kurvenschar (9) eine 


Primkurve 3; als Faktor enthält, ist aber höchstens gleich (9, $84) + 1. In Ver- 
bindung mit Hilfssatz 1 und (19) können wir deshalb sagen: 

Hilfssatz 2. Sind die Voraussetzungen (12) erfüllt, so ist die Zahl der Be- 

dingungen dafür, daß eine ganze Kurve 9 der Kurvenschar (9) die 

Kurve €; als Faktor enthält, höchstens gleich (9, Bz) + 1 = (9, &;) +1. 


IV. Bildung neuer Klassen (G,). 
Wir wollen aus der Klasse (€) eine neue Kurvenklasse (@) herleiten, indem 
wir (€) multiplizieren mit 
(20) By = BP Bi... Bre. 
Es sei also 


(24) (G) = (CE Bo) = (CB? BE... Be). 
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Die Klasse (G) soll die Eigenschaft haben, daß alle Zahlen (6, 8;) ver- 
schwinden, während nach I., 4. alle (€, 8s) von Null verschieden sein sollen. Es 
bestehen demnach die Gleichungen 

G, Bs) = 0, i 

(22) (CB) cce 0, i ,3,...40- 

Aus (22) ergibt sich mit (21) 

c — ób —0 
oder, unter Berücksichtigung von (1), 

(23) Ô = ca. 

_ Die Exponenten 6, sind also positiv. Wir wollen jetzt die nach (20) und (23) durch 


ganzzahlige positive Potenzen der $8; dargestellte Kurve 8, durch die €, aus 
drücken. Setzen wir 


(24) B, = BB... Ble = Gr er... Ee 
so gilt nach (7) und (9) die Gleichung 
6 = eg, 
oder, in Verbindung mit (1) und (23), 
(25) | &£ —óh —cah —cggh = cg. 


Die Exponenten e; sind also wie die 4; positiv. Sie bedeuten auch noch die 
Anzahl der Schnittpunkte von € mit &;, denn nach (7), (9) und (22) ist 

(26) ((€, &)) = cg =e. 

Wir wollen den Übergang von der Klasse (€) zur Klasse (@) schrittweise 
ausführen und setzen deshalb 


(27) (€ Ge) = (Ge); (G, (7e) = (6, 1), etg (6, €») = (@:) = (€). 


e—1 
Ferner wollen wir noch definieren 
(28) (Geri) = (6). 
Die Systeme der Schnittpunktszahlen der in (27) definierten (9, mit den 
(5; und $8; sind dann nach (11) und (26) 


05665 € 
0088 Es 
000% £g 


(29) ((&, Ge)) = (Es Gy), (& Ga), . .., (Es G)) = 


Wegen (9) ist 
a((B, Ge)) = g (8, G,)) = ((E, Ge)) 
und nach (1) 


((8B;, G,)) = h((&,, Gz)) , 
also 
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“+ ...* 
05 


00 e*--: 
000 «-::--* 

(30) ((8; €,)) — ((Bi, Gy), (Bo Ba), - » +, (Bo Be) = À ^ ^ | 
0000-54 
0000--- 


Dabei sollen die Sternchen Differenzen bestimmter e; bedeuten. 


V. Beweis, daß die Klassen (G,) regulär und vollkommen primitiv sind. 
Der Riemann-Rochsche Satz für zwei unabhängige Veründerliche lautet 
(£)--(2)z HT T) +p, +1. 


Ersetzen wir T durch C%, wo % eine ganze Kurve ist, so wird 
(TS {RT )-(C8$ )-0 
(€) —0 
ist. 


Da nach I. und IV. unsere in (27) definierten ©, den eben angegebenen Be- 
dingungen von & genügen, so gilt in unseren Betrachtungen immer {T’} = 0. 
Wir kónnen daher den Riemann-Rochschen Satz immer in der Form 


wenn 


(31) {ZT} => —4(F,U')+p,+1 
annehmen. Gilt 
(32) {I} = —4 (3, T?) +p, +1, 


so heißt die Klasse (T) regulär. | 

Wir ersetzen T in (31) durch € 6€, und erhalten 

- (33) {CG} = —4 (CE, 676,7) -F p, +1 
=—4(6, €) 4 p, - 1 + (6, 6) — 1(6, E 8). 

Aus (33) ergibt sich mit (4) und (5) 

(34) ^ (66,) = (6) + (€G,, E,) — 3 (G,, €, 55). 
Andererseits ist die Zahl der Bedingungen dafür, daß eine ganze Kurve der Klasse 
(€€,) die Kurve ©, = $8, enthält und damit zu einer mit ©, multiplizierten ganzen 


Kurve aus (€) wird, höchstens gleich (€€,, $5,) + 1 = (CE,€,) +1. Es besteht 
also die Gleichung 


(6) > (€6,) — [(€G,, ©) + 1] 


oder | 

(35) (CC, } = (6) + (CE,, G,) + 1. 
Wegen (6) folgt aber aus (34) und (35) 

(36) (CE,} = (6) + (CE, 6) —4(E,, 6, B). 


Hieraus ergibt sich auch, daß die Zahl der linear unabhängigen Bedingungen 
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dafür, daß eine ganze Kurve aus (CE,) durch €, = 5B, teilbar ist, genau gleich 
(CE, €&,) +1 ist. 

Aus (33) und (36) können wir folgern, daß auch die Gleichung 

(37) (66,) = — 4 (66,, (CE) +p, +1 
besteht, daß also nach (32) die Klasse (© ©,) regular ist. Sie ist auch primitiv, da 
die Klasse (CE E,) höchstens €, = 8, als Faktor enthalten könnte. Diesen kann 
sie aber nicht enthalten, da sich aus (36) wegen (6) und (26) 

(38) (66,) > (6) 
ergibt. 

Die Klasse (CC,) ist aber nicht nur primitiv, sondern auch vollkommen 
primitive. Eine gemeinsame Stelle ihrer ganzen Kurven kónnte nur auf €, — $5, 
liegen, da die ganzen Kurven aus (€) keine festen Stellen haben. Dann würde 
aber die Zahl der Bedingungen dafür, daß eine ganze Kurve aus (€€,) durch ®, 
teilbar sein soll, kleiner als (€€,, ®,) + 1, was dem oben gewonnenen Ergebnis 
widerspricht. 

Da (€6€,) eine reguläre und vollkommen primitive Klasse ist, so können 
wir in den oben angestellten Überlegungen € €, statt © schreiben, und wir erhalten 
aus (36) bis (38) die Gleichungen 

{TE} = {CE} + (CE, €) — + (E,, 6,38) 
(39) (665) = — + (CE, (EG) +p. +1 
{CE} > {CE}, 
und es ergibt sich ebenso wie oben, daß die Klasse (CC) regulär und vollkommen 
primitiv ist. | 
Indem wir immer wieder CE, statt © schreiben, erhalten wir 
{CE} = {ER} + (CE, 6,) — + (6, 6,38) 
(40) (66) = — + (CE, (CE,)) + p, + 1° 
{CE} > {CE}, y= 1,2,..., &. 
Nacheinander finden wir also, daß alle Klassen (€@,), (€G),..., (CE) = (G,) 
regulär und vollkommen primitiv sind. . | 
Summieren wir (40) über » = 1 bis » = e,, so erhalten wir 
(41) 8; = {C Cpe} = (C} + LEER, Er) — à (Gee, Ee B) 
{83 = — 4 (G,, ©) +p, +1. 

Wir nehmen jetzt an, daß die Klasse (G,:1@: ) regulär und vollkommen 
primitiv ist und wollen zeigen, daß dann auch die Klasse (G,+1€,) regulär und 
vollkommen primitiv ist. Nach (31) und (32) bestehen die Gleichungen 


42) ern KGa” )+p +1 
{O1 Ex} = —F (G17, $9,167) + p, +1. 
Aus beiden Gleichungen ergibt sich durch Subtraktion wegen (4) 
(43) (06,,.:6,) Z (Or 6; 7) + (Gari Ei, 6,) — 1 (En E, B). 
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Nach (11) und (29) ist aber 
(6,,,6,. E) = 0, i=p+i, u+2,...,0. 

Die Kurven @, 41€, erfüllen also die Voraussetzungen (12) unserer in III. 
abgeleiteten Hilfssátze. Deshalb enthält eine ganze Kurve der Kurvenschar 
(&,+1€,) gleich die Kurve €,, wenn sie 8, enthält, und die Zahl der Bedingungen, 
daB eine ganze Kurve der Klasse (©,4:€,) die Kurve ©, enthält und damit zu 
einer mit (E, multiplizierten ganzen Kurve aus (@,:1@% ) wird, ist höchstens 
gleich (6,,:6€,, B,) + 1 = (6,,1€,, €,) +1. Es besteht also die Gleichung 

(6,16; ) 2 (6,46) Mr, 6,) + 1] 
oder )J 

(44) (Our Eh} = (6,16, 7) + (Our En, En) +4. 

Wegen (6) folgt aber aus (43) und (44) 

(45) (+ (6,6, 6,) — 1 (6, 6,9). 

Hieraus ergibt sich auch, daß die Zahl der Bedingungen dafür, daB eine ganze 
Kurve der Klasse (©,41€,) durch $8, und damit durch €, teilbar ist, genau gleich 
(G,41C,, B,) + 1 = (G41, C,) + 1 ist. 

Wir schreiben statt (42) und (45) 

(46) {G,41€,} = — +} (G,41€,, (6,1 E,)') + Pa + 1. 

Die Klasse (8,,; 67) ist also regulär, wenn (6,:1C; ) es ist. 

Aus (45) ergibt sich wegen (6) und (29) 

(47) {Gri Er} > {GE}, y —1,2,...,e,. 

Die ganzen Kurven der Klasse (G,:1C,) können also nicht sämtlich die Kurve €,, 
oder wegen unseres Hilfssatzes 1, nicht sämtlich die Kurve $8, enthalten. Damit 
die Klasse (©,41€,) aber wirklich primitiv ist, darf sie auch kein $8, für k> u 
als einen allen ihren ganzen Kurven gemeinsamen Faktor enthalten. 

Daß sie einen solchen Faktor nicht haben kann, zeigen wir indirekt. Wir 
nehmen an, die Klasse (9,,;6,) hat 8: als Faktor, dann hat sie wegen unseres 
Hilfssatzes 1 gleich & als Faktor. Dieser Faktor ©, kann aber nur ein echter Teiler 
von ©, sein, da wir zu der als vollkommen primitiv vorausgesetzten Klasse 
(6,,,67 !) nur die Kurve ©, hinzugefügt haben, und da, wie wir schon gesehen 
haben, die Klasse ((9,,,(,) nicht den Faktor E, hat. 

Wir zerlegen ©, folgendermaßen: 

(48) G, = 8,6; G, G, --- Ca, , a>i, 
wo k und alle 4; größer als y und diese von k verschieden sind. Durch Zusammen- 
setzen mit ©, erhalten wir aus (48) unter Berücksichtigung von (11) 

0 = (6,, &) — a 
oder 


(49) a = (B,, &), kn. 
q 
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Wegen (10) und Einleitung 5. kann a in (49) nur 0 oder 1 sein. Daher muß 
wegen (48) aber a = 1 sein. 


Wir setzen 
(50) (9,,1€,) = ($) = € ($9. 
Es ist also 
(51) (6,456,) = (9) = {Qo} - 


Dabei ist es gleichgültig, ob ($9) noch Kurven ®; für u < i + k enthält oder nicht. 
Aus (49) und (50) folgt aber, wenn wir 9 mit %, zusammensetzen, 


(52) (9, 8.) = (So Bn) + 1. | 

Da die ganzen Kurven aus ($) alle nach Annahme den Faktor €, haben, 
80 ist die Zahl der Bedingungen dafür, daß eine Kurve aus ($) durch ®,, und damit 
durch €,, teilbar ist, höchstens gleich (Q5, 8,) +1 = (9, 8,), während wir infolge 
von (45) für die Zahl dieser Bedingungen die Zahl (©, 8,) + 4 gefunden haben. 
Es ergibt sich also aus unserer Annahme ein Widerspruch, d. h. es ist die Klasse: 
(9) = (6,,1€,) primitiv, wenn die Klasse (6,,:67 ') es ist. 

Sie ist auch: vollkommen primitiv, wenn (G,.; ©") vollkommen primitiv 
ist. Denn eine gemeinsame feste Stelle ihrer ganzen Kurven könnte nur auf €, 
liegen, da die ganzen Kurven aus (Gust €, ') keine festen Stellen haben. Da 
€, nur Kurven ©; mit k = u enthält, so könnten feste Stellen nur auf diesen 
Kurven liegen. Lage eine auf einer Kurve $B,, wenn k > u, so würden die ganzen 
Kurven aus ($) mindestens einen Schnittpunkt mit $8, haben, während nach 
(10) und (30) doch (9, B,) = 0 ist für k > u. Lage eine feste Stelle auf %,, so 
würde die Zahl der Bedingungen dafür, daß eine ganze Kurve aus ($) durch $8, 
teilbar ist, kleiner als (9, ,) + 1 = (0,,16,, €.) + 1, was wegen (45) nicht 
sein darf. . 

Die Klasse (8,,;(5,) ist also regulär und vollkommen primitiv, wenn die 
Klasse (Gu+ı €; ^) regulär und vollkommen primitiv ist. 

Da, wie wir fanden, alle Klassen 

(Ge+1 Ce), (Goi1 &), LED (6,.. Ge) = (G,) 
— wenn wir an die Definitionen (27) und (28) denken — regulär und vollkommen 
primitiv sind, so sind also auch alle Klassen | 
(G, i. G,), (Gust ©), oe ty (Gust Eur) = (6,) 
und damit auch alle Klassen 
(Go), (6, ,),..., (1) = (©) 
regulár und vollkommen primitiv. 

Wir summieren noch die Gleichungen (45) und (46) über alle » von 1 bis e, 
und erhalten 

(53) {Ga} = (Gum 67^) = (0,41) + (Gear Ep", 62^) — 4 (67^, En" B) 

(6,) = — } (©,, G,,) + Ps + 1. 
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Summieren wir wieder über alle » von 1 bis o, so erhalten wir 
(54) {G} = {€ Bo} = (6) + (CE Bo Bo) — 4 (By 35,5) 
(8) = — 4 (6, 9) p, +1. 
Die Dimension {G,} von (G,), also auch (9), ist immer größer als vier, 
weil (6) > 4 gewählt ist. 


VI. Die Transformation der Kurven 28, in einen gewöhnlichen Punkt. 


Es sei (8) =r> 4. Da außerdem die Klasse (9) regulär und vollkommen 
primitiv ist, so können wir aus (®) linear unabhängige ganze Kurven 


1) (2) 
G! ‚® yon ey 90 


auswählen, die keinen allen gemeinsamen Teiler und keine allen gemeinsame Punkte 
haben. Wir setzen 


und deuten die z, als homogene Punktkoordinaten einer Fläche G im Raume von 
r — 1 Dimensionen. Da zufolge der Wahl von (®) die Gleichung (22), (9), $8,) = 0, 
besteht, so entsprechen den Kurven $8, auf G Punkte. Aber alle diese Kurven 
müssen bei der Transformation in denselben Punkt der Flache G übergehen, da 
die Kurven der Gruppe %,, ®,, . . ., 8, durch Schnittpunkte miteinander zusammen- 
hüngen. Dieser Punkt heiBe P. Es bleibt zu zeigen, daB P ein gewóhnlicher 
Punkt von G ist. Um das zu beweisen, betrachten wir die durch P gehenden ebenen 
Schnitte von G und zeigen, daß diese dasselbe Geschlecht haben wie ein allgemeiner 
ebener Schnitt von G. Ein ebener Schnitt von G ist 
y — a0" + a0 + --- E a, 9^, 
wo die a; Konstante sind. Da die ganzen Kurven aus (9) im allgemeinen keine 
mehrfachen Punkte haben, so gilt für das Geschlecht z(9() von À die Gleichung 
(55) Az (9) —2 = (6, GR). 
Der ebene Schnitt A geht dann und nur dann durch P, wenn X durch die Kurven 
3: teilbar ist. Dazu ist, wie es sein muß, eine Bedingung notwendig und hin- 
reichend. Es muß nämlich 9( durch $8, teilbar werden, wozu (4, B,) +1 
= (©, B,) + 1, oder, wegen (27) und (30), genau (G, B,) + 1 — 1 Bedingung 
hinreichend ist. Dann aber wird wegen unseres Hilfssatzes 1 in III. der ebene 
Schnitt X von selbst durch €, teilbar, und zwar genau durch €,, da die Klasse 
(GE, ‘) nach V. vollkommen primitiv ist. Wir nehmen an, X sei durch €, teilbar 
und setzen À = €,%,. Die Gesamtheit der Kurven W, entspricht dann den durch 
P gehenden ebenen Schnitten von G. Da die Klasse (65, ), der die Kurven 9f, 
angehóren, vollkommen primitiv ist, so haben die %, keine allen gemeinsame 
Stellen und es gibt unter den 91, Primkurven ohne mehrfache Stellen. Für das 
Geschlecht x(%,) einer solchen Kurve gilt 
(56) 220) —2 = (Yo, MR) = (GE, BE À) 
= (G, © &) — 2 (E,, G) + (G,, €) — (Er St). 
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Hieraus folgt aber wegen (4), (6) und (29) 
2 x (As) —2 = 2x(A) —2 
oder 
(57) z (9, = x (À). 
Der Punkt P ist also ein gewöhnlicher Punkt. 


SchlieBlich kann man die Fläche G in einen Raum von drei Dimensionen 
projizieren, wobei man immer erreichen kann, daß dem gewöhnlichen Punkt P 
von G ein gewöhnlicher Punkt der neuen Fläche entspricht. 


Schluß. 


Wir haben angenommen, daß die Bedingungen 1.—6. der Einleitung er- 
füllt sind und haben nur unter diesen Voraussetzungen eine Transformation auf- 
gebaut, die uns gestattet, die o Kurven ®; in einen gewöhnlichen Punkt zu trans- 
formieren. Damit ist bewiesen, daß die angegebenen Bedingungen nicht nur not- 
wendig, sondern auch hinreichend sind dafür, daß die o Kurven $8, eine Gruppe 
ausgezeichneter Kurven erster Art bilden. 


Es ist mir eine angenehme Pflicht, meinem hochverehrten Lehrer, Herrn 
Professor Dr. Jung, für die Anregung der Arbeit sowie für das rege Interesse und 
die wertvollen Ratschläge bei ihrer Ausführung auch an dieser Stelle ergebenst 
zu danken. 
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Uber die Näherungsnenner Stieltjesscher Kettenbrüche. 
Von Walther Jänichen in Berlin. 


1. Einleitung: Aus der Theorie der Kettenbrüche ist Folgendes bekannt. 
Eine Potenzreihe 


€ € C C 
1 C1 __ C8 1 €s _ Ca | __ ... 
(1) RTS ut 


ist seminormal, das heißt, ihr entspricht ein unendlicher Kettenbruch der Form 


) 11,11, Al, A 
e [bz TE TRE T 
wenn die Determinanten 
C1 — Ce + (— 11e, — Ce Cs e (— 1)-7e, 
|... Te pe) Aa ran 
(— 1} 10, (— 1) orı - Cg (—1)73ec,(—1)»641:-- — co 
(y = 1,2,3,...) (vy = 2,3,4,...) 


von Null verschieden sind, und zwar lassen sich die b, in einfacher Weise durch 
die Determinanten g, und y, ausdrücken !). Stieltjes hat nun die weitere An- 
nahme ‘gemacht, daß die b, positiv sind, was damit gleichbedeutend ist, daß 


0 

4 Py Py—1 > 9 

| v, Py+1 < 0 

ist, und gezeigt ?), daß derartige Stieltjessche Kettenbrüche bemerkenswerte Eigen- 
schaften besitzen. U. a. hat er gezeigt, daß die Wurzeln der Näherungsnenner 


reell, einfach und nicht positiv sind. Für die Näherungsnenner gerader Ordnung 
findet man leicht 





C1 (— 1) C, 
(5) Bs, (2) = 1 2 cs v (— D “+1 = EM R,(z) ’ 
M3 a u a En En a Eu BEE u n ne Pyar 
2” (—41)’G41°-- — Cy 


während man für die Nenner ungerader Ordnung folgende Darstellung gewinnt: 


1) Vel. Perron, Die Lehre von den Kettenbrüchen (Leipzig 1913), S. 304 und 370. 
3) Perron, a. a. O. $ 69. 
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4 — Ce OO (—1)-7e, 


60 B.a)-7- |? Con 2 





z2— (1yayı + Ca 

Wahrend nun Stieltjes sich zum Beweise des Wurzelsatzes der Theorie der Ketten- 
brüche bedient, wobei er komplexe Zahlen benutzt, wollen wir die erwähnten und 
einige andere Eigenschaften allein aus der Natur der in der Darstellung der B;(z) 
auftretenden Determinanten ableiten. Von den beiden linearen Relationen (12) 
und (17) findet sich die eine, (12), die schon auf Jacobi zurückgeht, auch in der grund- 
legenden Arbeit von Frobenius, Über das Trägheitsgesetz der quadratischen Formen 
(Crelles Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 114). Während 
Frobenius zum Beweise dieser Relation zwei Determinantensätze heranzieht (Fr. 
a. a. O. § 2 (1) und $ 10 (2)), werden wir nur eine solche Relation benützen. Übrigens 
beziehen wir von vornherein unsere Untersuchung auf die allgemeinere Deter- 
minante 


4 (Aa es (—4 Y mau. 
(7) R®(z) — | 2 (— 1) Ck+1 ... (— Le, 
a" (— ) rn (— AY Cr+ an 1 


die für À = 1 und k = 2 die Determinanten des Stieltjesschen Satzes liefert. In 
§ 2 werden wir dann eine Transformation einer Determinante der Form (7) in 
eine andere Determinante vornehmen, deren Elemente, um mit Frobenius zu reden, 
einem rekurrierenden System angehören. Diese neue Darstellung liefert danm 
in $ 3 eine neue Beziehung unserer Wurzelsätze zum Trägheitsgesetz der quadrati— 
schen Formen 2). 


$ 1. Wurzeleigenschaften der Gleichung R®(z) — 0. 


Wir bezeichnen die Elemente der Determinante (7) zur Abkürzung mit a > 
wo r=1,2,...,n +1 und $— 1,2,...,n +1, die Determinante selbs tmit A „ 
die Unterdeterminanten von A mit Af). Dann ist nach einem allgemeinen Satz 
der Determinantentheorie *), der sich auf die aus Unterdeterminanten gebildeten 
Determinanten bezieht, 


AS AS — AAP = AAR}. 


A7; geht aus A hervor, wenn man die Zeilen und Spalten wegläßt, die sich in den 


Elementen a” und a” schneiden. 


Wenden wir diesen Satz auf die Determinante RÜ(z) an, indem wir r —1 


1) Verwandte Fragen behandeln die neueren Arbeiten 
E. Fischer, Über das Caratheodorysche Problem, Potenzreihen mit positivem reellem Teil 
betreffend. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 32, 1911, S. 240 ff. 
M. Riesz, Sur le probléme des moments. Arkiv för Matematik, Astronomi och Fysik Bd. 17, 
Nr. 16, 1923. 
3) H. Weber, Lehrbuch der Algebra I, Braunschweig 1912, 2. Aufl. § 31. 
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und s — n + 1 setzen, so erhalten wir, wenn wir uns noch der Bezeichnung 


oua für die Determinante 


(— 1) Ck ree (— LT Ck 4-n—1 
(8) 9, i =| 6 «© © © © © © © wo ew ew ew te we wh hl Ohl hl ml OC eC ı 
(— 1) ana (— 1) crane 
bedienen, 
(9) Pe RO (2) — 29h), REA (2) = 9e, RO). 
Führen wir nun die Determinante 
0 0 ree 4. 0 
(1 co (—1) «a (—1)*7 6441 
I «aa — (—1" aus (— 4)" conti | = (— 1) RP(z) 


Tan (N Nam 2" 
ein und wenden auf sie den obigen Determinantensatz für r = 1 und s=n-+2 
an, so folgt nach einigen leichten Umformungen 


(10) Versa) — Pen Rea (2) = Pine Ry (2) - 


Ersetzt man in (9) n durch n + 1, 80 ergibt sich 


(11) Print Rn (2) — 29,5, 4s S. (2) = Phen An (2) 


und durch Elimination von RÉ*? (z) und R&t"(z) aus (9), (10) und (11) erhält 
man endlich die folgende Rekursionsformel für die R%(z): 


(k) 2 (+1) n(k) (k) 2  (k-F1) (k) 2 (k+1) 
(12) [Presa] Pain Rass (2) = eiii] Prin + (Prin) Viena 





(b) ® | (EFI pO | (E) 18 +1 p 
EN 29, n1 Prin Pirin \ R, (2) m [Prin Pirin Ris (z) ° 
: "n 
Multiplizieren wir endlich RfP(z) mit E , um eine ganze rationale Funktion 
Etn—1 


zu bekommen, die mit z" anfängt, und setzen 





—4 * R® n n pith 
a) Nr, 
Pitn—l Pitn—1 


so gilt für die Gi (z) die Rekursionsformel, nachdem wir noch n durch n —1 
ersetzt haben, 


GG) = {2 — m 
(14) Piin—e 


4 
k 2 (k+1 
® (E+1) (LE , 2] pet 
9i rai Pi+n—ı 


+ [9 ]? ot» ) c® PO a v, G® 
k--n—1 k+n—2 a—1(2) — ETC a—2(2) . 


Eine zweite wichtige Rekursionsformel ergibt sich in folgender Weise. Wir 
ersetzen in (10) n durch n — 1 und erhalten 


45) Peg a (2) = eru a Ry (2) 


n—2 
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und in (9) ersetzen wir k durch k + 1 und n durch n — 2, worauf folgt 


d6) gt P RPG) — sf? REM (2) = RD (2). 


Aus (9), (45) und (16) erhält man dann nach Elimination von RŸ,(z) und 
RC*3(z) die neue Recursionsformel 


(k+1) 72 (&+1) p(k) EN (k) (k+1) | (k- 8) (&) (+1) _ (+2) 
(47) Prin] Prin R, (2) = (Pine Prin Pein — Pein—i Prin PEin—i 
(&) (&+1) (k-+2) (k+1) (&) (&+1) (&+1) n(k+?2) 
— 29, na T4 n—1 Prin Re (2) — 29, n1 Prtn—1 Prin R à (2) ’ 


die wir später noch weiter vereinfachen wollen. 

Fur die weitere Untersuchung miissen wir nun eine Formel ableiten, die uns 
zeigt, daß die g(P nicht unabhängig sind voneinander. Es läßt sich nämlich zeigen, 
daß die Größen 9%+® bekannt sind, wenn man die g® und ft kennt und 
zwar besteht folgende Relation 


18 n—1 [pet]? 
(18) pitt?) = gu) — T. 
1e 9199 


Beweis: Aus (10) folgt für z — 0, da R® (0) = +”, 


(k+2 k __ k+2 k — (k 4- 1) 12 
(19) Pin L1 PE n—1 per Pen [gj t^ ] 
oder | 
(k+1) 12 (&) 
pitt?) — [Pesan D + B4: (k+2) 
k+n+1 qo gb kin ° 
k+n—1 k--n—1 


Ersetzt man hierin nacheinander n durch n —1, n —2,..., 2 und eliminiert 
aus den so entstehenden Gleichungen nacheinander die Größen oft) ,, 9(F*9 ,..., 
pr, so erhält man 





k+1) 32 k+1) 32 (k+1) 72 (k+2) 
pet?) — gi) (op — MUT He. + [pere TT + Pere ) 
kin kin—l k (k k k k (k k) 
ehe Ans Phi ne te Peta 
Nun ist 
k+1 k 
aw _| Ya 7 -Narı 
Pırı nm k k4-1 = Ck Cx 2 — Cr , 
(—1)641 (—1)" care 
also 
k+1 2 
(3) _ TS u qyc+ Pe + Ga 
9,2 mm (— ) Cri — (— ) € ——— , 
(&+2) 2 k+1 
Perr qu En CNT 
(ky c, 90 c 
Pa PEL k 


[PA] , (eet? 


= + 





PP PE Pe 
; gn 
wobei gf}; — 1 zu setzen ist. Ersetzt man das letzte Glied Qi der obigen 
k+1 


Klammer durch diese Summe und schreibt n statt k+n, so erhält man 
Formel (18). 
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Wir benutzen (19), um (17) noch weiter umzuformen. Die beiden ersten 
Glieder der auf der rechten Seite von (17) stehenden Klammern ergeben nämlich 


k+1 +2 k — k 4-2) (k) 
prt (per v.a per 9E ai) , 


also nach (19) mit n — 1 statt n 


qt» [g (k 4-1) ? 
Pitn Prtn—1 ° 


Benutzen wir endlich noch (13), so folgt aus (17) die Rekursionsformel 


per» 1 qi cn (k+1) HE +2) 
n— 


Q0) GH’) = (s — gi gH rie) GED (2) — 2 SEER TEES CR). 


(+1) (E+2) 
k+n—1 " k--n Pi n—1 Pin 


Aus (18) leiten wir weiter einen wichtigen Satz über das Vorzeichen der 
Determinanten «(P ab, indem wir die Stieltjessche Voraussetzung in der etwas 
allgemeineren Form 


(21) sign (p(Pe(D,) =e, sign (99 g(2,) = 


ansetzen, wobei e gleich + 1 oder — 1 ist. Dann ergibt sich mit Leichtigkeit 
aus (18) 


sign (PD 0.) = sign (pp®,) = - - = sign (pit gM) = e, 
sign (g? gt.) = sign (g(? g(9,) = -:- — sign (pF) gh) = — 
oder allgemein 
(22) sign (P qt.) = (— 1) e. 
Aus (22) folgt noch, daß 
(23) sign (pP 99.) = +1 


ist. | 

Wir gehen nun zur Ableitung der Wurzeleigenschaften der Gleichung 
RÜ(z) = 0 oder G®(z) =0 über. Die Rekursionsformel (14) für die Funk- 
tionen GŸ(z) gilt auch noch für n — 2, wenn man 


(24) GO(z) 21 und git) =1 
setzt. Dann läßt sich zeigen, daß die Funktionen 
(25) Ghz), Gma(z),..., GP), Go (2) 


eine Sturmsche Kette bilden. Denn ihnen kommen folgende vier Eigenschaften 
zu, die zur Charakterisierung einer Sturmschen Kette genügen und sich leicht mit 
Benutzung von (14), (23) und (24) beweisen lassen: 
1. Das Endglied der Reihe (25) hat für jeden Wert von z dasselbe Vorzeichen, 
nämlich das positive. 
2. Von den Funktionen G(z) können nicht zwei aufeinanderfolgende für 
denselben Wert von z verschwinden. 
3. Verschwindet ein mittleres Glied der Reihe für einen Wert von z, so haben 
für diesen Wert die beiden benachbarten Glieder entgegengesetztes Vor- 
zeichen. 


4. Gt (z)ist vom Grade n, und der Koeffizient der höchsten Potenz z" ist positiv- 
8* 
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Für eine solche besondere, durch (4) charakterisierte Sturmsche Kette gilt nun der Satz, 
daß alle Wurzeln von G(P(z) = 0 reell und verschieden sind, und zwar liegt zwischen 
je zwei aufeinanderfolgenden Wurzeln eine und nur eine Wurzel von Gf? ,(z) = 0. 
Weiter läßt sich zeigen, daß alle Wurzeln negativ sind. Wir betrachten zu dem 
Zweck das Intervall a= — o, f — O0. Dann ist 


sign GV’ (a) = (—1),..., signGi’(a) = —1, sign Go (a) = +1. 
Für z = B = 0 ist nach (13) 





. (k) a. per Sn (k) . pet 1 
sign Gr (B) = (— 1) sign (Ge). ... sign Gi (B) = (— 1) sign ( (k) ) 
Piin—1 Pr 


pitt) 
sign Go (f) = sign (Fa) . 
91 
Nun ist aber nach (22) 
sign [Gn (B) G23(8)] = (— 1) —1) 7 (— 1)"(— Ay = +1, 
also | 
sign GP(B) = sign GP’ (B). 
Es gehen daher im Interval — © ---0 nm Zeichenwechsel verloren, d.h. in 
diesem Intervall liegen n Wurzeln der Gleichung G$?(z) = 0. Mithin ist jetzt 
bewiesen 
Satz I: Unter der Voraussetzung 
sign (9(DgD,) — e,  sign(g(999,) ——6e, e= +1 
sind alle Wurzeln von RŸ(z) = 0 negativ und verschieden, und zwischen je zwei 
aufeinanderfolgenden Wurzeln von R{(z) — 0 liegt eine und nur eine Wurzel 
von RO , (2) — 0. 
Außer zu der Sturmschen Kette (25) gehört G®(z) noch einer anderen Kette 
an. Es läßt sich nämlich zeigen, daß auch die Funktionen 
(26) “ie, GE G.... 6r (2), Ge" (z) 
eine Sturmsche Kette bilden. Um dies nachzuweisen, benutzen wir die Recursions—— 
formel (20), aus der sich die oben angegebenen Kennzeichen einer Sturmschenmm. 
Kette leicht ablesen lassen, wenn man noch bedenkt, daß jede Wurzel einer Gleichune= 
Get) (z) = (0 negativ ist, also 
. TED pees 4 4 4 k 4 k+1 4 
sign Ed" ENT —(—1)(—1)(—1)(—1)' ——1. 
Als Ergünzung zu obigem Satz haben wir also den folgenden 
Satz II: Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Wurzeln der Gleichung 
R®(z) =0 liegt je eine und nur je eine Wurzel der Gleichungen AO) ,(z) = 0 
und AES (z) = 0. 
Es seien nun der Größe nach geordnet 2,,2,,...,z, die n Wurzeln der 
Gleichung Gt (z) = 0, z, die absolut größte, z, die absolut kleinste. Dann ist, da 
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sign GP (— c) = (— 1)" ist, für ein z im Intervall z, - - - z, sign (GP (z)) = (—1)"", 
für ein z im Intervall z,--+23 sign (GiP(z)) = (— 1)'^*, also für ein z im Inter- 
vall 2,--:z, sign (GB(z)) = (— 1)“. Entsprechend seien 2,, X, ..., 24.1 
die ebenso geordneten Wurzeln von Gf? i(z) = 0 und yi, ya; ..., Y»_1 die der 


Größe nach geordneten Wurzeln von G&*?(z) — 0. x, und y, liegen zwischen 
Za und z, ,. Dann ist nach (9) 


(&+1) (— 1)" (k) g® 


Prin (k) (— 1)" (E+1) GT (7) 


Prn e 7512) — 29, n1 Pra n—1 7 —1 


= quac e ac (2); 


also für z = z,, da GP ,(z,) —0, 
1 
Gar (a) = = Gs (a) 


sign (Got) (z,)) = — sign (GP(z,)) = (1. 
\ 
Ferner ist, da z = z,41 zwischen y, und y.+ı liegt, 
sign (Gri (2441) = (— 1)". 
Es ist also 
Ge (ya) =0, sign (Ge 1 (z4)) = sign (Gait (2e41)) = (— 1) ^ - 


Da nun zwischen y, oder z, und z,_, keine Wurzel von G¢*)?(z) = 0 liegen kann, 
so muß x, zwischen y, und 2,41 liegen, weil sonst G&*)?(z.) und Got) (2.41) 
entgegengesetztes Vorzeichen hätten, was nach dem eben Bewiesenen nicht der 
Fall ist. Wir erhalten also den weiteren 


Satz III: Von den zwischen den Wurzeln z, und 2.4: der Gleichung 
R®(z) =0 gelegenen Wurzeln z, und y. der Gleichungen R&®;(z) — 0 und 
RE+)(z) = 0 ist stets 

(27) Ya< Za. 


§ 2. Transformation der Determinante R® (2). 


Es sei (¢,, Ca Cg,.--) irgendeine Zahlenfolge und C ein beliebiger Parameter. 
Aus den c, leiten wir eine Folge von Differenzen 4c,(C) her, indem wir setzen 


Ac (C) = Coe — Cry; k =1,2,3,..., 
ebenso aus den Ac;(C) eine neue Folge von Größen A?c,(C), wobei 
42c,(C) —-CA4ce(C) — Acızı(C),, | k—1,2,3,... 
Allgemein sei für ein beliebiges 7 
(28) A" q(C)-CA'«(C) — ArarılC), k=1,2,3,..., net. 


Man überzeugt sich leicht durch vollstándige Induktion von der Richtigkeit der 
allgemeinen Formel 


(29) All) = Co — (7) rast (2) Caius — fee + (— 4) (*) Cen: 
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Wir bilden nun aus dem recurrierenden System c,, — Ce, C3, ... die Deter- 
minante 
C1 — Ce "tt (— ie, 
D= — Ca Cg + (— 10a 


(— 1)" cn (— 1)"en41 °° + Con—1 


Addieren wir in D zu der n-ten, (n — 1)-ten, ... . . Spalte die jeweils vorhergehende, 
nachdem wir sie mit C multipliziert haben, so geht sie über in 


Cy Ac(C) —Ae(C) (N "Ae a(C) 
| — t —Ae(C)  Ae(C) -::(—1) 7" A«(C) 
D= Cs Ac,(C) — AcQ(C) (—1) Aot) 


(—1) 7! e6(—1)! Aq(C)  —1YAc41(0) -- - —Acgs 2 (C) 


Indem man diese Operation wiederholt mit den neuen Spalten vornimmt, erhält 
man schließlich 


Cy Ac,(C) A?¢,(C) --- 4" "a (C) 
> — Ae,(C) — A?c,(C)--- — À" eC) 
Go) D- cs Acg(C) A*eq(C) - -- 4 es (C) 


(— 4) e(— 1) Ae10) (4) A^ e(0) «(A A eC) 
Nehmen wir nun die angegebenen, bisher auf die Spalten angewendeten Opera- 


tionen auch mit den Zeilen der zuletzt erhaltenen Determinante vor, so ergibt sich 
die neue Determinantendarstellung 


Q AclC)--- 47 «q(C) 
D= Ac,(C) A®e,(C) : : - A" «qQ(C) 


A"~*¢,(C) A"c,(C) - - - A «Q(C) 


Für C — 1 erhalten wir die bekannte von Hankel angegebene Transformation 
von D. 

Wenden wir das eben geschilderte Verfahren auf die Zeilen und n letzten 
Spalten der Determinante 


1 €1 — Ca ° (— 4)? Cn 

Z2 — 0 Cs (— 1) Cn 41 
R,(z) =| 3 (6 — FE Ay t! cris 

z (—1fleu(c—1i''es- — Can 


an, 80 folgt 
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1 a6 A cı(C) --- A" e(t) 
(2 +0) Acı(C) A®e(C)--- 4"c(C) 
RG) =| (2 4+ Cy Ae, (C) al) artt nut) 


(2 + C A^ «(C)A *  «q(0) --- A (C) 
Wir haben nämlich in (30) nur n durch n + 1, die c, durch z; und die Elemente 
der ersten Spalte durch 
cx (D)e7s (Ct + +2 = GRO, r=0,42%,...n 


zu ersetzen. Setzen wir endlich C = —z, so geht H,(z) über in 
A c(— 2) Ac (—z)':: A®e,(—2z) 
Ac; (— 2) A e (— 2) +--+ 4"! c(—2) 


ee € 9 ?9 9 0 0e *» ^. ^* @® 9 e® @® ee @e@ oe «oe @® ee @® 9o» + 9 oe e 


A" e (— z) A"*1e, (— z) „.. An (— z) 
Wenden wir dieses Resultat auf die Determinante (7) für RŸ(z) an, so haben 
wir für die Elemente der transformierten Determinante nur zu setzen 
D Da —()i- 27 0 taa N) nas, 
was nach (29) 
= (—4) 14 eq(— 2) 
ist. Es ist also ' 


1 (Ta -(—1""* ava 
(31)  RPgje|? Na C0 aus 
z (— AS can (— 1)" esa 


(—1)4«(—z) (ATI al-2)-- (12 (— 2) 

(— 1)" 4«(—2) (NT a) NA a (— 2) 

(— 14^ 64 (— z) (— 1) Arte (— z) M (— 1) A" e (— 2) 
Ri(z) ist jetzt in eine Determinante verwandelt, deren Elemente einem rekur- 
rierenden System angehéren. Die Hauptunterdeterminanten der zweiten Deter- 
minantendarstellung von A(z) sind die Funktionen 


Riz), Rea)... Al), Ro'(z) = 4. 
Eine weitere Determinantendarstellung von RO (z) gewinnen wir auf folgende 


Weise. Durch Anderung der Reihenfolge der Spalten und Zeilen der ersten Deter- 
minante für RíP(z) findet man leicht 
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(— 1)" chy 2n—1 (— 1) co4ons (1 Fa, 
Chin~1 


1 
1 a— 
zZ (— 1)" Chton—2 (— 1)*t chs ons soe (— 1y* ! 
1 


Ry” (2) = (— 1)*2" az 7 1t eise s (ns (—1) "^ 645 


= (- 1) 7 esa (— 1) corn n (— 1)" Cr 


Durch Anwendung der Transformation (31) erhält man dann unschwer 


2 n 
NT Aaa (Ay? te e (je ae 
(32) i1 A en ii A usa 11 gua 


(— 1): A" ep cs (— y ann ... 
gel ‘ n 


m Ta 
2 


zan—! 
Die Hauptünterdeterminanten dieser Determinante sind die Funktionen 


(—1) RE), (—1"^ RES (2),..., (—4) R*"7P(), RET (2) = 14. 


$ 3. Beziehung zum Trügheitsgesetz der quadratischen Formen. 


Der durch (31) eingeführten symmetrischen Determinante für RP (z) ordnen 
wir nun eine quadratische Form 9 (z,, 2,,..., Zn; 2) zu, indem wir jedes Element 
a® mit xx, multiplizieren und dann Za(^z,r, bilden Wir erhalten so 


Q (Z1, 33, +, Ln; 2) =>’ (— 1) (a, Lp + La Tr + °° + 2%) A’ (—2) 
(33) u 7-1 
+ 2, (— 17 (i18 + Leo m + °° + Tin tr41) a2). 
r=1 
Die Funktionen 
RP (2), Rea)... RPG), Roz) =4 


bilden dann eine Kette der Hauptunterdeterminanten der Determinante R%'(z) 
der Form g(z,,..., 2%; 2). Diese Kette hat der Rekursionsformel (12) zufolge 
die beiden Eigenschaften: 


1. Für keinen reellen Wert von z können zwei aufeinanderfolgende Glieder 
der Kette verschwinden. 

2. Wenn ein inneres Glied der Kette für einen Wert von z verschwindet, 
so haben die beiden benachbarten Glieder für diesen Wert von z entgegen- 
gesetztes Vorzeichen. 

Es sei nun z = £ eine negative reelle Zahl, die keine Wurzel von R®(z) = 0 ist. 
9(2,,..., 24; €) = g(£) lasse sich in eine Summe von z positiven und » negativen 
Quadraten von linear unabhängigen linearen Funktionen der n Veränderlichen 
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Zj 2$ ...,Z4 transformieren. Dann ist nach einem Satz aus der Theorie der quadra- 
tischen Formen !) x gleich der Anzahl der Zeichenfolgen, » gleich der Anzahl der 
Zeichenwechsel in der Kette 


ROE), RPG... RPE), RPE). 


Nach (13) entspricht aber jeder Zeichenfolge in dieser Kette ein Zeichenwechsel 
in der Kette 
GE), Gwa(é),...GP(é), GP (8) 

und umgekehrt jedem Zeichenwechsel eine Zeichenfolge. z ist also gleich der An- 
zahl der Zeichenwechsel dieser Kette. Da aber diese Kette für £ = 0 lauter Zeichen- 
folgen aufweist, so gehen in dem Intervall & : : -0 x Zeichenwechsel verloren, d.h. 
nach dem Sturmschen Satz liegen in diesem Intervall x Wurzeln von R{)(z) = 0. 
Wir erhalten so den 

Satz IV: Ist & keine Wurzel von RO(z) = 0 und liegen in dem Intervall 
E-.-0 x reelle Wurzeln von RP (z) — 0, so läßt sich p(£) in eine Summe von x 
positiven und n — x negativen Quadraten von nm linear unabhängigen linearen 
Funktionen transformieren. 

Dabei kann £ wohl eine Wurzel eines der auf R‘(z) folgenden Glieder sein. 
Wir betrachten jetzt den Fall, daß £ eine Wurzel von R® (z) = 0 ist. Es ist also 
RÔ(E) = 0, während R®,(¢) +0 ist. Wir können nun zwei Werte & « &< é, 
annehmen, so daß im Intervall ¢,- - - £ GŸ”(z) nur an der Stelle z = £ verschwindet, 
während G® ,(z) für z = £,, £, £, dasselbe Vorzeichen besitzt. Wir wollen noch 
& und £, so wählen, daß in der Reihe GO s(z), GP s(z), .. ., CPız), GO) (z) kein 
Glied für z = £, oder z = &, verschwindet?). Dann müssen in der Reihe GP 1 (z), .. ., 
GP (z), GiP(z) für z = & und z = £, gleich viel Vorzeichenwechsel auftreten. Nun 
tritt aber nach dem Sturmschen Satz in der Reihe GP(z),..., GP (z) für z= & 
ein Vorzeichenwechsel mehr auf wie für z = £&. Dieser kann daher nur zwischen 
GO (&) und GP ,(&) liegen. Nehmen wir also an, daB zwischen £, und 0 x Wurzeln 
von GO() = 0 liegen, so treten in der Reihe Go? ı(2), °° °; Gy’ (z) für z= & &, & 
je a —1 Zeichenwechsel auf, demnach n — 1 — (x — 1) = n — x Zeichenfolgen. 
Nach dem oben Gesagten verschwindet demnach in der Kette der Hauptunter- 
determinanten R®(z), - - -, RO(z) für z = € das erste Glied, während in der Kette 
der darauf folgenden Glieder » = n — x Zeichenwechsel vorkommen. Daher läßt 
sich g(£) als eine Summe von z' —n —1— (n—7z)-z-—1 positiven Qua- 
draten und von »' = n — x negativen Quadraten von voneinander unabhängigen 
linearen Funktionen darstellen ?). Wir erhalten so 

Satz V: Ist £ eine Wurzel von RŸ(z) — 0 und liegen in dem Intervall 
& ---0, £ mit eingeschlossen, x Wurzeln von R®(z) = 0, so läßt sich 9(£) in eine 


1) H. Weber, a. a. O. $ 89. 
*) Zwei aufeinanderfolgende Glieder kónnen (14) zufolge für keinen Wert von z verschwinden. 
*) H. Weber, a. a. O. § 89. 

Journal für Mathematik, Bd. 156. Heft 1. 9 
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Summe von z —1 positiven und n — x negativen Quadraten von n — 1 linear 
unabhängigen linearen Funktionen transformieren. 

Ist endlich & eine positive Zahl, so ergeben sich für z = £ in der Kette 
GO(z),..., GO? (z) n Zeichenfolgen, demnach für die Kette der Unterdeterminanten 
n Zeichenwechsel, d. h. 9(£) läßt sich als Summe von n negativen Quadraten 
darstellen. Also ist g(£) für positive £ eine negative definite Form, während 9(&) 
für jedes £, das kleiner ist als die kleinste Wurzel von RŸ (z) = (, eine positive 
definite Form ist. 
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Auswertung bestimmter Integrale. 
Von Guido Hoheisel in Breslau. 


Ein bekannter Satz der Funktionentheorie, der zur Berechnung bestimmter 
ategrale dient, lautet: Ist Q(z) eine in der Halbebene 3(z) = 0 bis auf Pole reguläre 
unktion, für welche außerdem in $(z)=0 zQ(z)— 0!) und die Integrale 


0 oo 
Q(z)dz und Qiz)dz (x reell) 
J / } 


ristieren, dann ist 


f em dz =2niE=R, 


obei ZR die Summe der wegen zQ(z) — 0 nur endlich vielen Residuen von Q(z) 
edeutet ?). 

Jordan?) hat gezeigt, daß statt der Voraussetzung zQ(z)— 0 ausreicht 
(2) — 0. 

Wir wollen zeigen, daB noch weit geringere Voraussetzungen ausreichen. 
abei soll, was natürlich keine Einschränkung bedeutet, Q(z) in S(z) = 0 überall 
gulär sein. Es gilt: 

Ist Q(z) eine in der Halbebene 3(z) =0 reguläre Funktion, fiir welche die 


ntegrale S Q(xz)dz und I Q(x)dx (x reell) existieren und für die in dieser 


‘albebene die Ungleichung 
| Q(z) | < const. e:* (k< 1) 
atthaft, dann ist 
f *"Q(z)dz = 0 
um Beweise erinnern wir an zwei Sätze: 
1. Satz von Phragmen-Lindelöf *): Ist f(z) in $(z)=0 regulär, aut der 
reellen Achse beschränkt und für große |z| | f(z) | « const. eltl®(K< 1), 
dann ist f(z) in der ganzen Halbebene beschrankt. 


1) — bedeutet „gleichmäßig konvergiert gegen“. 
2) Die Nichtexistenz von reellen Polen folgt aus der Integrabilität von Q(z). 
3) Cours d’analyse II. 


*) Acta mathem. Bd. 31. 
9% 
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2. Satz von Lindelof!): Ist f(z) in einem Winkelraum g)< arg z<g, 
regulär und geht auf den beiden Randstrahlen arg z = gy und argz = g, 
für |z| = © gegen bestimmte Werte a, und a,, so nimmt entweder f(z) 
im Winkelraum jeden Wert bis auf höchstens einen an oder es gilt im 
ganzen Winkelraum /(z) — a = dy = a. 

Die in %(z) > 0 analytische Funktion 


pie) = f^ Quds 4 [Qa)dz, 
— d 0 


wobei der Kurvenweg im zweiten Integral geradlinig von 0 bis z führe, ist für 
reelle x beschränkt; insbesondere ist 
g(x) +0 fir To — o; (zx) >a = f Qdz für z— + o. 


Ferner ist für groBe | z | 
|g(z) | < const. + |z | - const. el: < const. els (k « k' « 1). 
Also ist nach Satz 1 g(z) überhaupt beschränkt und daher nach Satz 2 
p(z) +0 =a 
und die Behauptung erwiesen. 


Anmerkung: Es genügt, daB die Ungleichung für Q(z) nur für eine Folge 
von Halbkreisen mit unendlich wachsendem Radius und festem Zentrum (oder 
eine Folge von ins Unendliche wachsenden Kurven nicht zu groBer Lange) erfillt 
ist. Auch dann gilt nämlich Satz 1 und der Beweis bleibt unverändert. 


1) Sc. Fenn. 1908. 
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Die Gewinnung der Einheiten 
in gewissen relativ-quadratischen Zahlkorpern 
durch das J. Hurwitzsche Kettenbruchverfahren. 


Von Anna Stein aus Hamburg !). 
Mit 8 Figuren. . 
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Einleitung. 


J. Hurwitz hat in seiner Arbeit: ,,Uber die Reduktion der binären quadratischen 
Formen mit komplexen Koeffizienten und Variablen" ?) eine Kettenbruchtheorie 
für den Körper k = R(i) der „rationalen komplexen Zahlen‘ entwickelt. Das 
Ziel dieser Arbeit ist, die Bemerkung am Schluß von H. zu einem systematischen 
Verfahren auszugestalten, das gestattet, für jeden relativ-quadratischen Körper 
K = k(Vd) über k eine Grundeinheit e, oder wenigstens eine möglichst niedrige 
Potenz einer solchen durch die J. Hurwitzsche Kettenbruchentwicklung einer 
geeigneten Zahl w, aus K zu berechnen. Es gelingt in der Tat, ausgehend von einer 
bestimmten (bei Vorgabe von d unmittelbar angebbaren) ganzen Zahl w, aus K, 
in allen Fällen eine Grundeinheit ¢,,; des Ringes K;,, aller mod. (1 +) einer 


1) Die Anregung zu dieser Arbeit sowie wichtige Hinweise für die Durchführung verdanke ich 
einer Reihe von Besprechungen mit Herrn H. Hasse. 
2) Acta math. 26 (1902), im folgenden zitiert mit H. Ich setze die Resultate dieser Arbeit als 
bekannt voraus und begnüge mich jeweils mit kurzem Hinweis auf die betr. Stelle von H. 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 2. 10 
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Zahl aus k kongruenten ganzen Zahlen von K zu berechnen, und für eine bestimmte 
Klasse von Körpern K sogar eine Grundeinheit &, von K selbst. Formal verläuft 
diese Berechnung ganz analog, wie in dem bekannten Falle eines reell-quadratischen 
Zahlkórpers K — k(Yd) über dem rationalen Körper k= R mittels des gewöhn- 
lichen Kettenbruchverfahrens !). 


S 1. Formales über Kettenbriiche. 
Unter einer Kettenbruchentwicklung der Größe a, wird ein Formelsystem 
der Art 





kurz a,—[a,,..., 43 G41] 


(1) 


1 1 
| A, = 04— — 4 «oes a, = a, — 


verstanden. Um den dabei vorliegenden Zusammenhang zwischen den Teilnennern 
a, und Resten a, übersichtlich darzustellen, bedient man sich zweckmäßig des 
Matrizenkalküls. Es werde 


a uC) 


a, 
gesetzt und die Näherungszahlen p,q) in der Matrizendarstellung 
@ p - (PP) 
q, 14 
durch die (in sich widerspruchsfreien!) Rekursionsformeln 


(4) P,— P,-ı A, mit der Anfangsbedingung P, = C1 o) 


= € — 
(auefobrlich lr Po Pye ) , also in expliziter Darstellung 
q, — a, g,. m Q, e 


(5) P,=P5 A1... Ay, 
eingeführt, die die Determinantenrelation 
(6) |P,|=1 


ohne weiteres erkennen lassen. Da sich die Formeln (1) als linear-gebrochene 
Substitutionen 


u Co^) » 


schreiben lassen, hüngen die Reste a, mit a, durch die linear-gebrochenen Sub- 
stitutionen 


—4 AN 2a. [A 
8 ( )-4--^( ) = Pot a, ( ) 
( 0 , Q,+1 ° Q,+1 


—  —— M 





1) Siehe etwa H. Weber, Lehrbuch der Algebra I, elfter Abschnitt. 
2) Das Zeichen — soll die Gleichheit der Quotienten aus den beiden Elementen der beider- 
seitigen Matrizen bedeuten, oder also auch die Proportionalität der beiderseitigen Matrizen. 


Stein, Einheitengewinnung in gewissen relativ-quadratischen Körpern. 71 


P, di: m P,-ı 


(ausführlich a, = ) zusammen, die sich unter Einführung der Pro- 


y O1 — Wor 
portionalitätsfaktoren 
(9) €, — g, Qi m q, 1 
auch als lineare homogene Substitutionen _ 
—1 —1 _ —1 
10 ul) nl ) = e». (7) 
(10) € a 1 041 0 0,41 


darstellen lassen. 

Wir verstehen im folgenden unter (1) die J. Hurwitzsche Kettenbruchent- 
wicklung 1. Art einer komplexen Zahl a, Dabei sind die Teilnenner a, als ganze 
Zahlen des Kórpers k — R(i) durch a, in gewisser Weise !) eindeutig bestimmt. 

Unter den Bestimmungsregeln für die a, heben wir die Kongruenzbedingung 


(11) a, = 0 mod. (1 + 2) 
hervor. Da es in k nur die beiden Restklassen 0, 1 mod. (1 + i) gibt, können wir 
fir diese Restklassen die kurzen Bezeichnungen gerade, ungerade verwenden. 
Aus (2), (4) folgt, daB die Matrizen P, den Kongruenzen 


(12) P, = ( 1) oder P o) mod. (4 + i) 


0 1 10 
Kongruenzuntergruppe ®) der Modulgruppe in k angehören. 

Dann und nur dann, wenn a, zu k gehórt, bricht die in dieser Weise vor- 
genommene Entwicklung (1) nach endlich vielen Schritten ab *), und dann und 
nur dann, wenn a, eine quadratische Irrationalität über k ist, ist sie periodisch 5). 
In dem letzteren, uns hier allein interessierenden Fall haben wir eine feinere Ein- 
teilung der Teilnennerfolge, als die den vollen Perioden entsprechende, zugrunde- 
zulegen. Es sei | 

a, = [a,, oe ey Ay, Apt ce. x, x 4-1] 
ein periodischer Kettenbruch 1. Art mit der kleinsten Vorperiode a,, ..., a, 
und der primitiven Periode a,41, ..., aG,4,,, d.h. a,41 der erste Rest, der einem 
späteren a,+,+1 gleich wird und a,,,,,; der erste solche spätere Rest. Dann 
gibt es auch einen ersten späteren Rest a,in41, der zu a,,, assoziiert ist, 
80 daD also 


genügen ?), also der durch die Reste (| 1). (° ) mod. (1 + i) repräsentierten 


_ im 
Uxtn,+1 = Q,+1 
ist. Wir nennen a,41, ..., Ax+n, die primitive Teilperiode und i" ihren Faktor. 
1) H I, §1. 


3) Die Kongruenzwerte O in (12) gelten sogar mod. 2. 
3) H II, $1. 


10° 


(15) 


T 
-( 


0 
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Allgemein reden wir von einer bei as+1 beginnenden n-gliedrigen Teilperiode 
vom Faktor i", wenn 
Qyint1 = i On+1 
ist. Es wird dann !), wieder als Kettenbruch 1. Art, 
(13) a, = (Gy, ~~ +5 Ops Betty ce, Dens 
P asus (— i)" Gage, N aga ((— 1) D" aurait]. 
Für 4 = (1— 1)n folgt hieraus 


(— 4 D n 


m 
Ay+in+ı = ( L) Os + (L—1)n 4-1» 


und somit durch Rekursion 
IE, N "m 
arca = C4) : i‘) +1: 


Beginnt also bei a,,ı eine n-gliedrige Teilperiode vom Faktor i", so beginnen 
dort auch /n-gliedrige Teilperioden für jedes Vielfache in von n mit den Faktoren 


ID, ,\m i" für gerades n 
(14) (1 2 i‘) = | Pm ps. E | 
L^" für ungerades n 





Da ferner nach (13) alle auf die primitive Teilperiode folgenden Reste zu je einem 
der n, Reste a,,;,, ..., Gein, assoziiert sind, können keine anderen als die 
In,-gliedrigen Teilperioden bei a,,ı beginnen. Insbesondere ist also die Länge 
y, der primitiven Vollperiode ein Vielfaches von n, (und zwar kommt nach (14) 
für gerades n, nur v, = n,, 2n,, An,, für ungerades n, nur », = n,, 2n, in Frage), 
und es kann auch bei keinem a, der kleinsten Vorperiode eine Teilperiode be- 
ginnen, weil sonst dort auch eine Vollperiode begänne. 

Beginnt bei a,,; eine n-gliedrige Teilperiode vom Faktor i”, so hat man 
nach (13) für die durch (2) definierten Matrizen A,4,,,; hinter dieser Teilperiode: 


|. fo —1 A 0 ((— 1) i)" 0 
Ás Eni — » ((— T — (o ((— 4) y) A+ 0 ) 
und daraus für gerades u: 


Aginti ++: Aginip 


-) 4 o do cip) d) C o 9) te 


- Asus Anta (^ cir) 


weil sich die ,,Zwischenfaktoren'" je zu Diagonalmatrizen (7 o. (— i) lo =) 
zusammenfassen und dann mit allen Faktoren vertauschen, also ans Ende ziehen 
lassen; für ungerades # hat man ähnlich: 


*) H. 1, § 2. 
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(46) Avgngis +> Apeney 


= (ae (75 9) Gite) n3) (6) t (70 3) 


= (jp) nn Anse (I 9 


8 2. Relativ-quadratische Körper K = X(Vd). 
Es sei K ein relativ-quadratischer Körper über k= R(i) Dann gibt es 
eine bis aufs Vorzeichen eindeutig bestimmte ganze, quadratfreie Zahl d 3-0, 1 
aus k, so daB K=k(Yd) ist. Wir denken uns d durch die Vorschrift 
7 
2 
komplexen d, d entsprechenden, konjugiert-komplexen Körpern K=k(Yd), 


K —k(Vd), von denen wir ja für unseren Zweck nur einen zu betrachten 
brauchen, legen wir ferner einen bestimmten K durch die Forderung 


< ampl. d = + Ly eindeutig normiert. Unter den beiden, konjugiert- 


0x ampldz + + 


fest, den wir dann normiert nennen. SchlieBlich schreiben wir zur eindeutigen 
Festlegung der |/d noch 


(17) 0 = ampl./d = + T 


vor und nennen die so durch den normierten Kórper K eindeutig bestimmte ganze 
Zahl Jd aus K die normierte Erzeugende von K. 

Bekanntlich gibt es stets eine Relativbasis 1, w für K bezüglich k, durch 
die alle und nur die ganzen Zahlen a aus K in der Form a — a 4- bo eindeutig 
dargestellt werden, wenn a und b alle ganzen Zahlen aus k durchlaufen. Eine 
besonders einfache solche Relativbasis erhált man mit !) 


a) o,= Vd für d==1 mod.2 








b) w= LEY für d = 1 mod. 2, d== + 1 mod. 4 
18 
de) c) o, = L9 für d = 1 mod. 4 
u d ,. 2 
d) Wy = —3— für d==—1mod.4 2), 


1) Siehe etwa J. Sommer, Vorlesungen über Zahlentheorie (1907), V. 49. 

3) Diese vier Fälle lassen sich durch die Teilbarkeit der Relativdifferente b von K bezüglich 
k auch folgendermaßen charakterisieren: a) b 2 0 mod. (1 + i)*, b) D==0 mod. (1+ 4, == 0 
mod. (1+ i)*, c), d) b == 0 mod. (1 + $), sind also bis auf die Unterscheidung von c) und d) 
dem Körper K eigentiimlich, während die letztere Unterscheidung erst durch unsere Normierungs- 
festsetzungen Sinn bekommt, da ja c) und d) durch Übergang von d zu —d ineinander überführbar 
sind, ohne K zu ändern. 
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wo Vd die normierte Erzeugende von K ist. Wir nennen dies c, die normierte 
Basiszahl von K. 

Ist a eine Zahl aus K, so bezeichnen wir mit a’ die relativ-konjugierte be- 
züglich k, mit a die konjugiert-kompleze, so daß |a|*= aa. Ferner bezeichnen 
wir mit 

n(a) die Relativnorm aa’ von a bezüglich k 
s(a) die Helatiespur a + a’ von a bezüglich k. 

Das Zerlegungsgesetz für das Hauptprimideal | = (1+ 2) von k in Prim- 
ideale von K läßt sich durch Relativnorm und Relativspur der normierten (oder 
irgendeiner) Basiszahl «o, von K folgendermaßen aussprechen !): 

a) [= 2%, n(L)=1, wenn s(w,) gerade (Fälle (18) a), b)) 
Bp) T= LLY’, 4x, n(L)=n(8) =f, 

(19) wenn s(w,) ungerade, n(«g) gerade 
y T=2, n(QX) =P, 


wenn s(w,) ungerade, n(w,) ungerade 


(Fälle (18) c), d)). 


Nach dem allgemeinen Satz von Dirichlet ist die Anzahl der unabhängigen 
Grundeinheiten von K gleich 1?). Jede Einheit c aus K gestattet also eine ein- 
deutige Darstellung der Form 


(20) € — Ci ei , 


wo ¢, eine Einheitswurzel aus K und e, eine festgewählte Grundeinheit von K 
ist. An Stelle von e, darf auch jede Einheit ¢,«*' gesetzt werden. Man kann 
also insbesondere |¢,| > 1 voraussetzen. Nennen wir Einheiten, die sich nur um 
Einheitswurzelfaktoren unterscheiden, adjungiert, so ist e, durch die Forderung 
|&|2 1 bis auf adjungierte festgelegt. Durch eine einfache Überlegung aus 
der Theorie der Kreisteilungskórper ergibt sich, daB nur die folgenden beiden 
Körper X außer den schon in k enthaltenen 4-ten Einheitswurzeln 7" weitere Ein- 
heitswurzeln enthalten (also selbst Kreisteilungskörper sind !): 


k(Vi) alle und nur die 8-ten Einheitswurzeln ı* = (fi )" 


(21) " 
k(y 3) » ?» » ” 12-ten » o" = ( +13) . 


Abgesehen von diesen beiden Kórpern, die überhaupt im folgenden eine gewisse 
Ausnahmestellung einnehmen, decken sich also die Begriffe: adjungiert und as- 
soziiert. 

Für eine Einheit e aus K ist n(e) = i" eine Einheit aus k. Im Körper k (fi) 
kann wegen n(t) = — i durch Übergang von e zu assoziierten n(e) einer beliebi- 





1) «) ist nach der vorgehenden Anmerkung klar, A) und y) folgen — ebenfalls unter Berück- 
sichtigung der vorigen Anmerkung — genau so, wie beim gewöhnlichen quadratischen Zahlkörper. 

2) Wir brauchen übrigens diesen Satz für das Folgende nicht vorauszusetzen; vielmehr ent- 
halten unsere späteren Resultate (Sätze 4, 6, 7) ersichtlich auch den Beweis des Dirichletschen Satzes 
für unsere Körper K. (Vergl. jedoch S. 89, Anm.). 
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gen Einheit /" aus k gleich gemacht werden. Abgesehen von diesem Körper ändert 
sich wegen n(i) = — 1, n(o) = — 1 durch Übergang von e zu assoziierten höch- 
stens das Vorzeichen von n(e), das so auch beliebig beeinflußt werden kann. Ent- 
weder ist dann also für jede Einheit e aus X, insbesondere auch für die Grund- 
einheiten, n(e) = + 1, oder aber es gibt Einheiten € in K, darunter auch die 


Grundeinheiten, für die n(e) = +2 ist. Mittels des 1. Ergänzungssatzes zum 
N(v)—1 
quadratischen Reziprozitätsgesetz in (=) =. ? ) erkennt man übrigens als 


notwendige Bedingung für das Auftreten von n(e) = + i in Körpern K+k(fi) 
leicht !), daß d keinen ungeraden Primfaktor 1. Grades p mit N(p)=5 mod. 8 
enthält. 


Neben der Gruppe £, der Einheiten aus K (d.h. aus dem Ring K, aller 
ganzen Zahlen von K) haben wir auch die Gruppe Zı+, der Einheiten aus dem 
Ring K,,,; aller mod. (1 + 2) einer Zahl aus À kongruenten ganzen Zahlen von 
K ?) zu betrachten. £,,,; ist bekanntlich eine Untergruppe von E, von einem 
endlichen Index e und besitzt daher analog zu (20) eine eindeutige Basisdar- 
stellung 


(22) é= Ces £ mit &-—40, et, 
wo ¢,,, eine Einheitswurzel aus K,,, und ¢,,, eine festgewählte Grundeinheit 


von K, " ist. Für ¢, " kommen sicher die schon in k, also in K, " enthaltenen 


4-ten Einheitswurzeln i” in Frage. Wird ferner auch die Grundeinheit &;j,; von 
K,,; durch die Forderung |e1,;| > 1 bis auf innerhalb A,4,; adjungierte ein- 
deutig festgelegt, so ist e, der kleinste positive Exponent, für den e? zu einer 
Einheit aus K,,; adjungiert ist. 

Sind nun e, und e, die Ordnungen der Gruppen derjenigen primen Rest- 
klassen nach [= (1 +7) in K bezw. k, die durch Einheiten aus K repräsentiert 


e 
werden, so ist e = - Da e, = 1 als Teiler von $,(l) = 1 ist, ist e = ex Teiler 
k 


von ®;(l). Da ferner in den drei Fällen (19) a), f, y) 


a) g(t) = 6,82) = N,() (1— xag) = 2-H =2 
AL | N N 
123) |B) Du) = 6,06, = NN) (1— s) (1- xa») 


-3.208—4 t—p -1 
| N 1 
y) (1) = 6,8) = N,(2) (1— xa -2(1-,)=3 
ist *), ergibt sich 


1) Analog zu J. Sommer, 1. c. S. 113. 
*) « — a + bw, gehört also dann und nur dann zu K,,;, wenn b gerade ist. 
3) Es ist Nx (8) = N,(n(9)) und n(2) durch (19) gegeben, N,(T) = 2. 


76 Stein, Einheitengewinnung in gewissen relativ-quadratischen Körpern. 


a) e—1 oder 2, wenn [= &? 
(24) B) e=1 , wenn [= LQ’ 

y) e=1 oder 3, wenn [= ©. 
Da nun für die beiden Kreisteilungskörper (21) die Fälle (24) a) bezw. y) vor- 
liegen und die Einheitswurzeln ı bezw. o (weil sie gleich der normierten Basis- 
zahl c, sind) nicht zu K;,; gehören, ist hier e — 2 bezw. e — 3. Dann muB 
aber, damit kein höherer Index als e von E,,; in E, resultiert, e, = 1 sein, und 
(22). nimmt die Gestalt an: 
ME 
o" e, 
Für die übrigen Kórper kommen für 6 " wie schon für ¢, nur die 4-ten Ein- 
heitswurzeln i” aus k in Frage. Daher muß, damit kein niedrigerer Index als e 
von Ej;,, in E, resultiert, e, = e sein, und (22) nimmt die Gestalt an: 


(25) e — "ceu mit e4; = | 


(26) £g = 1" £144 mit 145 = i ef. 


Das im folgenden auseinanderzusetzende Verfahren liefert infolge der Kon- 
gruenzbedingung (11) fir die Teilnenner a, der Kettenbruchentwicklung 1. Art 
in gewissen Fällen nur eine Grundeinheit ¢,,; von Kj,;. Die Relationen (25), 
(26) zeigen dann, in welchem Zusammenhang diese mit einer Grundeinheit e, 
von K, steht. Welche der beiden Möglichkeiten für e in den Fällen (24) a) und 
y) jeweils vorliegt, läßt sich allerdings nicht durch ein allgemeines Gesetz ent- 
scheiden. 


Will man ein €, = p + qo, aus einem bereits bekannten ej4; = a + bo 
berechnen, so hat man nur alle Teiler g von b zu bestimmen und für jeden solchen 
die vier quadratischen Gleichungen n(e,) = p* + pqs(og) + q*n(o$) = i” auf ihre 
Lösbarkeit durch ein ganzes p aus k zu prüfen. Denn nach (26) muß e,4,; — von 
den beiden Körpern (21), für die ja €, aus &1,; gemäß (25) unmittelbar zu be- 
rechnen ist, abgesehen — zum Ring K, gehören, d.h. g ein Teiler der (sicher von 
Null verschiedenen) Zahl b sein. 


§ 3. Notwendige und hinreichende Bedingungen für die Reduziertheit 
einer relativ-quadratischen Irrationalität a. 


Es ist für unseren Zweck wichtig, notwendige und hinreichende Bedingungen 
dafür zu kennen, daß eine quadratische Irrationalität a, über k reduziert!) ist, 
d. h. eine rein-periodische Kettenbruchentwicklung 1. Art hat. Wir bedienen uns 
bei der Aussprache dieser Bedingungen der folgenden Bezeichnungen ?): 

9t: das Gebiet, das durch Spiegelung des quadratischen Gebietes mit den 

Ecken + 1, + i am Einheitskreis entsteht, mit Einschluß der vier Rand- 
kreisbögen, aber ohne die vier Ecken + 1, +2 (wie in H. I, § 3), 


1) H. IL, $2, S. 268. 
?) Siehe dazu die Fig. I und II am Schlusse von HL 
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9: das Äußere des Einheitskreises, mit Ausschluß des Randes (wie in 
H. I, $ 9), 

$,: das der Kettenbruchentwicklung 2. Art zugrundeliegende unvollständige 
Kreisgebiet um a (wie in H. I, §§ 6, 9), 

R, bezw. &,: das Innere des Einheitskreises um a, mit Ausschluß bezw. 
mit EinschluB des Randes (speziell 8, = $t). 

Satz 1. Damit eine quadratische Irrationalität a, über k reduziert ist, ist not- 

wendig, daß 


(27) a, in R liegt, 
(28) a, in Ry liegt, 

falls a, vom Typus!) (1+ i) ist, a4 nicht in R14, liegt, 
(29) »o» #9» (2) ^...» » »fa s; 


Beweis: Es sei a, reduziert, also seine Kettenbruchentwicklung 1. Art von 
der Form: 


(a, = [a -. «s dy; 0]. 


Dann besteht die Kettenbruchentwicklung 2. Art ?) 
1i. { a à; =| 
p= Ons ees Gai orf 


Zunächst hegen nun a, bezw. = ‘als Reste einer Kettenbruchentwicklung 1. bezw. 


1 
2. Art in 9t bezw. ®’®), was die Bedingungen (27) und (28) ergibt. Ferner sind 
auch die weiteren Reste a,, a3,..., An, (&n+ı = a,) von a, reduziert, da 


Q9 = [05, ..., An, 045 Ag] 


ist. Somit ist 


also speziell a, das nächste Ganze 2. Art zu i. Da nun andererseits aus 
2 


(1) durch Übergang zu den relativ-konjugierten folgt 
1 


, 


' 
= a, —a 
as 1 1) 


so stellt diese Gleichung die Zerlegung 2. Art‘) von E dar. Daraus ergeben 
2 


1) H. J, § 1. 

3) H. I, § 9 und Il, § 2, S. 271. 

3) H. I, § 3, S. 236 und I, § 9, S. 258. 
*) H. 1, § 9. 
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sich ohne weiteres die Bedingungen (29), wenn man hinzunimmt, daß a, als 
nächstes Ganzes 1. Art zu a, vom selben Typus wie a, ist. 

Satz 2. Damit eine quadratische Irrationalität a, über k reduziert ist, ist 
hinreichend, daß sie den Bedingungen (27), (28) genügt, sowie der etwas mehr als 
(29) besagenden Bedingung: 

falls a, vom Typus (1 4- i) ist, liegt a; nicht in Riss, 

(29°) 9 99 9 „ (2) „9 99 9 9 „ Riss, 

Der Beweis von Satz 2 beruht auf dem folgenden 

Hilfssatz. Jst für eine quadratische Irrationalitàt 

a, = [a,, ..., %; G41] 
über k die Bedingung (27) erfüllt, und genügt der Rest a, (v = 1) den Bedingungen 
(28), (29°), so genügt auch der Rest a,41 diesen Bedingungen. 

Beweis des Hilfssatzes: Wir bemerken vorweg, daß das Folgegesetz B 3), 
das im allgemeinen erst vom zweiten Teilnenner, also hier von a, an, gilt, hier 
schon von a, an richtig ist. Denn es wird ja allein aus der Tatsache erschlossen, 
daß alle Reste a,, as,...1in À liegen. Das ist aber hier wegen der vorausgesetzten 
Bedingung (27) auch fir a, der Fall. 

a) a,41 genügt (28), d.h. aj41 liegt in $$ oder auch |a,41| < 1. 





Wäre nämlich |a,41| = 1, also 








= 1, so folgte aus der sich aus (1) 


[4 
yt+1 


durch Ubergang zu den relativ-konjugierten ergebenden Gleichung 
; 1 
a= TT 
Ay+1 


und der für a, vorausgesetzten Bedingung (28), d.h. |a,| < 1, daß 


1 
al= la, +- |< yal) + <2 
| ay+1 | 











Ay+1 
wäre, also nach (11), daB a, = 0 oder + 1 +i wäre. a, — 0 ist aber unmöglich, 
weil a, nach (27) und die übrigen a, nach H. I, § 3 von Null verschieden sind. Wäre 





ferner a, = +1 +1, so läge a, = a, — A in dem betr. ff.14«, was den für 
a, vorausgesetzten Bedingungen (28), (29’) widerspricht. 


b) a,41 genügt (29'), d. h. falls a, 41 vom Typus ( H j ist, liegt a, 4.1 nicht 


in (2) und entsprechend für die anderen Typen. 
14 


1) Die Frage, ob auch schon (29) mit (27) und (28) hinreichend ist, d. h. ob e, auch reduziert 
ist, wenn a, in 90 liegt und z. B. vom Typus (1 + i) ist und aj in ft, auf dem inneren Randbogen 
von A, +4 liegt, bleibt durch Satz 2 unentschieden. (Vergl. auch S. 82, Anm. 2 und S. 88, Anm.). 

*) H. I, $8. — Die hier gewählte Bezeichnung weicht von der in H. verwendeten insofern 
ab, als der erste Teilnenner a, (nicht a,) genannt ist. 
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Es genügt, dies für die beiden genannten Typen zu zeigen. Sei also a,+ı vom 


Typus (' 3 ). Lage dann a,;ı doch in (2), so läge, weil a,,; nach a) 


_ $t 14:3 
Ri; 


S 
kónnte demnach die wie vorher von Null verschiedene Zahl a, nach (11) nur die 


1171050070) . 
Werte ( Li, £2i,242i,2 haben. Nach dem für » = 1 geltenden Folgegesetz 


B ist aber, weil a,+, mit a,41 vom gleichen Typus, also vom Typus ( 1: ist, 


jedenfalls auch in &, liegt, 2 -in (7 )- Da nun nach (28) |a,| <1 ist, 


—i rip ir? 
a, «(1 1+ ‘), so daB fiir a, nur die Werte (23; 2 + 2i,2 blieben. Aber 
auch diese Werte kann a, nicht haben. Denn dann lage a, = a, — — im 
+1 


oberen Falle bezw. in 
(—2i, 2—2i, 2) — Ris = (8$ 5, ri, $4), 
im unteren Falle bezw. in 
+2i,2,2—2i, — 2i) — Riu 
—144 oder iso, Misc oder Ris, f, oder Riss, f a; oder Mis, f 1 s oder $4), 
was jedesmal den für a, vorausgesetzten Bedingungen (28), (29’) widerspricht. 
Beweis von Satz 2: Ist a, eine quadratische Irrationalität über k, so ist 
zunüchst die Kettenbruchentwicklung 1. Art von a, periodisch: 
a, —[0a,,..., Ge} Auris +++) Axtn; ---]- 
Dann gelten wie vorher nach (1) die Gleichungen 
Ox = d, — —5— , Grin = tein — 7 —, 
. Qx+1 Ax+n+1 
wobei der Periodizitát wegen ax41 = Geiny1, d. h. auch ay41 = ayinyi ist. 
Demnach folgt 
Oy — Ay = Agin — Gyin- 


Sind nun die Bedingungen (27), (28), (29°) für a, erfüllt, so gelten nach dem Hilfs- 
satz (28), (29’) (trivialerweise übrigens auch (27)) auch für alle folgenden Reste a,, 
insbesondere also auch für a, und a,4,. Daher liegen die beiden nach obigem 
einander gleichen Zahlen 


da — a in f, 
Qxtn — Gein IN So, ,, 
Da nun f$, und f$, "m keinen Punkt gemeinsam haben, falls a, + a,4,4 ist !), 
folgt a, = dein, also 


1) H. I, 88 6,9. 
11* 
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GQ, = [a ..., Ax—1} An, Ox 1; --- Ox en—15 -..]. 
So fortfahrend ergibt sich für a, die rein-periodische Entwicklung 
aq, = [a,, .…, Qn; ee .|. 


Somit ist a, reduziert. 


S 4. Die Kettenbruchentwicklung 1. Art der normierten Basiszahl o. 


Satz 3. Die Kettenbruchentwicklung 1. Art der normierten Basiszahl wy 
eines normierten relativ-quadratischen Körpers K über k hat eine (nicht notwendig 
kleinste) eingliedrige Vorperiode: 





— — 1 
Wo — [ao; dj,...: Qn; 04] = |a; 041,..., An; | e 


Beweis: Wir führen den Beweis zunächst für den Fall, daß |w,| > 1 ist. 
Es sei 
1 


Og = [a9; ©] = ay — ©, 


Dann ist zu zeigen, daß o, = — reduziert ist. Dazu genügt nach Satz 2 
— 


0 
der Nachweis, daB w, die Bedingungen (27), (28), (29') erfüllt. Daß (27) für «, 
erfüllt ist, ist klar, weil c», ein Rest 1. Art ist. Daß (28) und (29’) für w, erfüllt 





sind, zeigen wir durch Nachweis der weitergehenden Tatsache, daB «wj = à, — oi 
0 
e in f&, aber in keinem der Kreise is 
liegt, oder, was gleichbedeutend ist, daB 
^4 
01 
der Kreise Says liegt. Das letztge- 
nannte Gebiet bezeichnen wir kurz mit 
(9' (Fig. 1). Wir unterscheiden dann die 
vier Fälle (18) a) —d) für «o4. Nach (17), 
(18) und der Annahme |w,| > 1 liegen 
«og und — «c für die genannten vier 
. Fálle bezw. in den in Fig. 2à, Fig. 2b 
' und 2b’, Fig. 2c und 2c’, Fig. 2d 
und 2d’ schraffierten Gebieten !). Die 
e Gebiete für w, lassen erkennen, daB o, 
Fig. 1. und somit a, bezw. vom Typus (1 + i) 
oder (2), (1 — i) oder (2), (4 +i) oder 

(2), (1 +2) oder (2) (insbesondere auch a,#0) ist. 


— dg — w, in À’ aber in keinem 








*) Randlinien sollen immer zu demjenigen der durch sie getrennten Gebiete gehören, auf dessen 
Seite sie gestrichelt sind. 
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Durch Antragen !) der Gebiete für — w, an irgendeine gerade Zahl a, +0 





der genannten betr. Typen ersieht man dann ohne weiteres, daß 7, = dg — 0 
1 


stets in ©’ liegt, was die Behauptung ergibt. 
Der eingangs ausgeschlossene Fall |wo| = 1 liegt nun, wie man leicht be- 
stätigt, nur für die folgenden acht normierten Erzeugenden vor: 


d=i,3; 1+2:i,3+2:i,5 4-21; 1+4:i,5,5 +4i. 


Durch direkte Ausrechnung findet man für die ersten beiden Fälle, die den beiden 
Kreisteilungskörpern (21) entsprechen, die Entwicklungen 


oy =Vi= [M +i; 2—2i5 io] 


30 : L V3 
0) o, = LS Lg + i; —27, —2; — a] 





mit eingliedriger Vorperiode 2), für die übrigen sechs Fälle die rein-periodischen 
Entwicklungen 





„Ir N +2 _ =F Lo, 


007—777 1-ci 

oy = LEW TH GEST STITT — og 
o," S39 aa TEE 09 

o, = EURE _ ET ins] 

o, - — H3. - m a 


o, = th 35 = [2,1 +4; io]. 


Damit ist Satz 3 vollständig bewiesen. 


S8 6. Notwendige Bedingungen dafür, 
daß eine Einheit s durch die Kettenbruchentwicklung 1. Art von w, geliefert wird. 


Wir stellen zunächst fest, in welcher Weise ein rein-periodischer Kettenbruch 
4. Art Einheiten aus relativ-quadratischen Körpern über 4 liefert: 


1) Zwecks größerer Anschaulichkeit stelle man sich für diesen Schluß je ein Pausblatt der 
Vig. 2a, 2b’, 20’, 2d’ her, das die Koordinatenachsen und die Randlinie des Gebietes für — wo; enthält, 
und bringe dieses Pausblatt mit Fig. 1 so zur Deckung, daB das Koordinatensystem parallel nach 


. . 1 
den im Text als möglich erkannten a, verschoben ist. Dadurch sieht man, wo a, — es = = 
1 


legen. kann. | . 
*) Für diese beiden Entwicklungen liegt der a. S. 78, Anm. 2 erwühnte, durch Satz 1, 2 nicht 


entschledene Fall vor. 
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Satz 4. Es sei a, = [aı,...., Gn; 6 a4] ein rein-periodischer Kettenbruch 1. Art 
mit einer n-gliedrigen (nicht notwendig primitiven) Teilperiode vom Faktor i". Dann 
ist 1) 

(31) en — i^g, a, m d —1 
eine Einheit aus dem relativ-quadratischen Körper K = k(a,) mit der Relativnorm 

n (En) = i" 
und von einem Betrage 
| |es| > 1. 
Auf dieselbe Weise liefert die ln-gliedrige Teilperiode die Einheit 
el für gerades n 
(32) Ex = [ d ] ^ 
(— i3! d für ungerades n. 

Beweis: a) Wegen a44,1 = i"a, gehen die Relationen (9), (10) für » — n 

über in (31) und 


e «() 


- acte (aE) e dal YC) o nn (JE). 


Setzt man also zur Abkürzung 


_ 10Y y-ı ( 0 ) 

(34) E, = Ay... An (5 mn) = Pot, (5 Sm) 

so genügt die Zahl e, aus k(a,) der charakteristischen Gleichung 
| En — EnE | = 0 


der ganzzahligen Matrix E, aus k und ist somit eine Einheit aus k(a,), deren Rela- 
tivnorm sich nach (6) zu 

n (En) = |En| = i" 
berechnet. 


b) Natürlich kann nz in a) durch jedes Vielfache In ersetzt werden. Wenden 
wir nun die Relationen (15), (16) auf die bei a, beginnenden An-gliedrigen Teil- 
perioden an, deren Faktoren durch (14) gegeben sind, so folgt für gerades n: 


Ag—nati..- Ag—iatn 


= (o acne) Ara (5 yom) 7 Gi) Po cie: 


für ungerades n: 


AQ—1)241 ... Aa-ın+n 


= (ere) ee ca) 


1) Die Bezeichnungen von § 1 werden übernommen. 





* fete ategemmung eo gain velatiu-pundratischen Körpern. 


wn WE ae few Sterne a—f?  )— D 


| t9 
he DU für grades n 
z LL. > 


pA — 
u ‘ 


t) 
pto o5. su) für ungerades n 


wah l^. MEN (4 Premmgen seh je zwei aufermanderfolgende ,,Zwischen- 
akiiven m 


i: » t) (t für des 
f pally aah = ü } green 
(— :; D 
Lee à toj 1 NN =} = —-(1) für gerades 4 
oL „il, u, ñ | und ungerade 
{,, 7 imr mmpemdes 2 
TOOL wert 
_ x I pemms 2 
—-- = =” 


az Jur amgwrades n. 
Ja tom aus JS). 34) imrem ess "ueeminng der Substitution E, folgt 


at) ==") 


= dq 
se :ngot ier Vergrecn mi mr wm 33). 24) Destelhenden Relation 
—! — € 
an | ) = Bs ( } 
4a da 
Le Formem <2) ee aires. 
co Sammeln s& men St! und (32) 
Tie —t 
In 


N n Men.) > ‘Qu m1) 1) 


Da num a, ana Satz ! in X legt und als nicht zu k gehörige Zahl von +1, +i 

verwbeden tt, St a, — 1. Somit wächst ‘gq; mit | über alle Grenzen 2), so daß 
S 0i oct. 

Damit xt Satz à bewiesen. Für einen Kettenbruch a, mit eingliedriger Vor- 
pertude lassen sh die durch den rein-penodischen Kettenbruch a, gemäß Satz 4 
gelivferten Einheiten auch direkt durch die Náherungszahlen von a, ausdrücken, 
was wegen Satz 3 für unseren Zweck von Bedeutung ist: 

Satz à Es sei ug = [dei di. ~~. Gn; a] ein Kettenbruch 1. Art mit einer 
nicht nuswendig kleinsten) eingliedrigen Vorperiode und einer (nicht notwendig 


Nd 


Ly 


Md 
H. 


Mf. Gf, 


use 
use 
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imitiven) n-gliedrigen Teilperiode vom Faktor i". Dann drückt sich die durch den 
in-periodischen Kettenbruch 1. Art a, = [a1, ..., an; i a,] gemäß Satz 4 gelieferte 
nheit e, durch die Näherungszahlen p,q, des Kettenbruchs a, in der Form 

(35) En = Dy a — In—1 % 
s 1). 
Beweis: Nach (1), (2) ist 


a (,)-7^,). 


ihrt man dies in (33) ein, so erhält man nach Wegheben des Faktors a,: 


Cu) 4S) Cu) rh s) Cu) 
=) CeO TG.) 


— 1 tn — ua (. 1 
(36) en | „)=-( ap, — ip, ) 4) 


1 


er 


idererseits kann, weil a, nicht zu k gehört, 
e = p— qa, = (p — qs(a,)) + qas 
t p,q aus k gesetzt werden, was | 


£a, = — qna) + pay, 
io die Substitution 
om (um 3G) 
Ay qn (ag) P ao 
ribt. Da die Koeffizienten von (36), wie die von (37) zu k gehören, a, aber nicht, 
id beide Substitutionen identisch, d.h. p= p, ,,q— q, ,, Was die Formel (35) 
s Satzes ergibt. 

Aus den Sätzen 3, 4, 5 entnehmen wir nun folgendes Kriterium: 

Satz 6. Damit eine Einheit e oder eine zu e assoziierte Einheit eines normierten 
ativ-quadratischen Körpers K über k durch die Kettenbruchentwicklung 1. Art der 
rmierten Basiszahl w, von K gemäß Satz 4, 5 geliefert wird, ist notwendig, daß 

(38) le|>1 ist, 

(39) e zum Ring Ki,; gehört, falls n(w,) gerade oder s(w,) ungerade ist. 


Beweis: Da die Bedingungen (38), (39) bei Ersetzung von e durch assoziierte 
variant sind, genügt es anzunehmen, daß « selbst die durch eine n-gliedrige 


7) Dabei ist die Nummerierung der p,, g, nach der der a, gerichtet zu denken. Es gelten 
in die Formeln (2) — (10) des § 1 für den Kettenbruch «,, wenn man nur A,, A,, ..., A, durch 


_A,,..., A, und P, durch P_, ersetzt. 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 2. 12 


86 Stein, Einheitengewinnung in gewissen relativ-quadratischen Körpern. 


Teilperiode des Kettenbruchs o, gemäß Satz 3, 4, 5 gelieferte Einheit e, ist. Daß 
dann (38) erfüllt ist, ist nach Satz 4 klar. Ferner haben wir nach (35): 


&, 77 Dua — In1 Vo 
und darin ist c eine ganze Zahl aus K, die natürlich ebenso wie o mit 1 zu- 


sammen eine Relativbasis von K bezgl. k bildet. DaB z, zu Kı+, gehört, ist also 
gleichbedeutend damit, daß g, , gerade ist. Gehört daher e, nicht zu K,, ,, so 


muß die Substitution (36) (für ay = w,) nach (11), (12) zur Restklasse 
(; 0) mod. (1 + i) gehören, und somit wegen der Identität von (36) und (37) 
und wegen der Basiseigenschaft von «, die Kongruenz 


Pa + S (wo) Qui Q1 (, 1 . 
( n (0))q, x) =|j o) mod. (1 + i) 


bestehen. Hieraus folgt, daß dann n(w,) ungerade, s (w,) gerade sein muß. Ist 
dies also nicht der Fall, so gehört e, zu K1,;, wie in (39) behauptet. 


§ 6. Hinreichende Bedingungen dafür, 
daß eine Einheit e durch die Kettenbruchentwicklung 1. Art von w, geliefert wird. 


Satz 7. Die Bedingungen (38), (39) von Satz 6 sind — von den beiden Kreis- 
teilungskórpern (21) abgesehen — auch hinreichend dafür, dag eine Einheit & oder 
eine zu & assoziierte Einheit eines normierten relativ-quadratischen Körpers K über 
k durch die Kettenbruchentwicklung 1. Art der normierten Basiszahl wy von K gemäß 
Satz ^, 5 geliefert wird. Ist also & eine diesen Bedingungen genügende Einheit aus K 
mit n(e) = i", so existiert ein n und ein x, so daß die Kettenbruchentwicklung 1. Art 
von w, eine bei w, beginnende n-gliedrige Teilperiode vom Faktor n(i”e) = (—4)y'? 
hat und i* £ = p, ,—q, ,u ist. 

Beweis: Es sei e eine (38), (39) genügende Einheit aus X mit n(e) =i". 
Wegen der Basiseigenschaft von wo kann 


E = p —qu 
mit ganzen p,q aus k gesetzt werden, und es ist dann (wie oben (37)) 
oC ong 269 
Wo qn(wo) ps V w 


Gehört nun e zu K;,;, ist also g gerade, so ist nach (40) durch Determinanten- 
bildung 


1 =i" =n/(e) = p' mod. (1 + i), 
also p ungerade und somit die Substitution (40) zur Restklasse ( 1) mod. (1 +2) 


gehörig. Gehört aber e nicht zu K;,;, ist also g ungerade, so ist wegen der voraus- 
gesetzten Bedingung (39) n(w,) ungerade, s(w,) gerade, also nach (40) durch 
Determinantenbildung 
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{4="=n(e) =p +4 mod. (1 +2), 
also p gerade und somit die Substitution (40) zur Restklasse ( +) mod. (1 + i) 


gehörig. Setzt man also 
01 Wo L^ o 


ef) 
€ 
Wo 
so ist S eine ganzzahlige, der Kongruenzbedingung 


S = ( :) oder (} > mod. (1 + i) 


unterworfene Substitution aus k mit 
[$| = 1. 
Geht man mittels 


zu «o, über, so folgt nach Wegheben des Faktors o, 


(5) = 4075 (5 in) 40) 


ge (10 .) ( 0 ) — n 
= 48 (5 jm) 40 (5 or io, 
oder zur Abkürzung | 


«t SULLO 


wobei auch 7 eine ganzzahlige, der Kongruenzbedingung 


(42) T = (6 1) oder ( ) mod. (4 + i) 


unterworfene Substitution aus k mit 

(43) |T| - 1 
ist. 

Da nun K von den beiden Kreisteilungskórpern (21) verschieden voraus- 
gesetzt wird, liegt a =a, — ws nicht auf dem Rande eines der vier Kreise 
Riss. Wäre das nämlich der Fall, so folgte nach (18) eine Relation 

la +Vd| =y2 (» — 0, 1 oder 2) 
mit ganzem a aus k, also 
= |a + Vd = (a + Vd)(a + Vd) = N(a) J-VN(d) +ayd +ayd ») 


oder 








1) Hierbei ist YN(d) = Và Va > 0 zu rechnen. 
12° 
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(2° — N(a) — VN (d)) 
= 2” + N(ay + N(d) —2"** N(a) —27*y N(d) + 2N(a) V N(d) 
= (aYd + aVdy = S(a*d) + 2N(a)VN(d). 
Es wäre also YN(d) rational und somit, da d quadratfrei, unter Berücksichtigung 


von (17) 
d=D oder d —iD 


mit rationalem, quadratfreiem, positivem, ungeradem D (im ersteren Falle na- 
türlich auch D +1). Für d = D folgte weiter 

2” = N(a) + D + S(a)VD, 
also S(a) = 0, weil D quadratfrei und + 1 ist. Da D positiv ungerade, also > 3 
und + 4 ist, müßte dann » = 2, d.h. N(a) = 1, D = 3 sein, was d = 3, also den 


einen der Kreisteilungskörper (21) ergibt. Für d=iD, also Yd = 1 TE VD, 





yd — p ' VD folgte weiter | | | 
9 = N p+ F444) 44h —),5 
(a) + D + yà y 





oder wenn a = A 4- iB gesetzt wird, 
2' = N(a) + D + (A + By2D, 
also A + B — 0, weil D ungerade ist. Dann ware N(a) = 2 A, also 
2 24! - D, 
und, weil D ungerade ist, » = 0, weil ferner D => 1 ist, À — 0, D = 1, was d — i, 
also den anderen der Kreisteilungskórper (21) ergibt. Für von den beiden Kreis- 


teilungskörpern (21) verschiedene Körper K liegt also E nicht auf dem Rande 
1 


eines der vier Kreise Riu. 
Nach H. II, $ 4, Theorem II !) existieren dann wegen (41), (42), (43), wenn 
€1 = [a,, Ay, .. .] 
die Kettenbruchentwicklung 1. Art von w,, also 
i" €1 — [i” a,, (— ij)" ae, .. .] 
die von i”w, ist, Indizes u, » und ein À mod. 2, so daß 


(44) i" 9, = ia, (— i" aj, ..., ((— 1)? 2" a,; io] 


1) Dieser Satz ist in der Tat nur richtig, wenn = (in dortiger Bezeichnung 3 nicht auf dem 
— 1 0 


Rande eines der vier Kreise &.,,,, liegt, was von J. Hurwitz übersehen wurde. Es darf nämlich 
der Schluß auf die Relation b, = + a, auf S. 284 unten in diesen Fällen nicht vollzogen werden. — 


Da fiir die beiden Kreisteilungskérper (21) nach (30): I = l+i— 0, — { NI a auf dem 
1 


Rande von f$, +; liegt, müssen diese beiden Körper auch wirklich ausgenommen werden. 
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(45) w, = [a,, ose y; (— 1) i" &] 
ist, und daB die inhomogene Substitution (41) durch Elimination von i” a, 
zwischen den aus (44) und (45) nach (8) und (15), (16) folgenden Substitutionen 


( ^») gerade 
e (z)-6) e| 2525 | Gen) 


i" w, 


1C721— 


e» (ms oe) nd) mm = er 


entsteht, d. h. genauer gesagt dadurch, daß die inverse zu (46) mit (47) zusammen- 
gesetzt wird. Es ist also 

T (51 )~Ne (rl). 
Da nun T, M, N Substitutionen aus k sind, i" v, aber nicht zu k gehört, folgt 
hieraus 


(48) T=cNM" 
mit c aus k. Aus (48) nebst (42), (46), (47) ergibt sich durch Determinantenbildung 
= (—1)', 
d. h. 
(49) c= i , 


wenn das bisher nur mod.2 bestimmte À nunmehr auch mod. 4 in geeigneter 
Weise festgelegt wird. Sind nun e,,e, die den Substitutionen (46), (47) ent- 
sprechenden Proportionalitátsfaktoren, also 


(50) E, EL. (- 1) = NM" ( =.) 
Wy 
ist, so folgt aus (41), (48), (49), (50): 
e = i £y Ex . 
Dabei sind e,, e, die an der u-gliedrigen bezw. »-gliedrigen Teilperiode des Ketten- 
bruchs w, gemäß Satz 4 gelieferten Einheiten, sodaß wegen der vorausgesetzten 
Bedingung (38) zunächst » > w und demnach e zu der an der (v — u)-gliedrigen 


Teilperiode gelieferten (nach Satz 4 zu &,e, assoziierten) Einheit &,_, assoziiert 
ist. Damit ist Satz 7 bewiesen! ). 


1) Der aus Satz 7 in Verbindung mit Satz 4 entspringende Beweis des Dirichletschen Satzes 
(zunächst allgemein nur für K, , ;, daraus aber leicht auch für X,) bezieht sich wegen der für Satz 7 
notwendigen Einschränkung auf K + k (Vi), k (V3) ebenfalls nicht auf diese beiden Körper 
(vergl. S. 74, Anm. 2). 


(51) 
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Aus Satz 7 folgt insbesondere, daß die durch die primitive Teilperiode der 
Kettenbruchentwicklung 1. Art von «, gelieferte Einheit &, eine Grundeinheit 
vom Betrage > 1 von K;,, oder schon von K, ist. Unter Berücksichtigung 
von (19) und (24), (26) ergibt sich in dieser Hinsicht aus Satz 7 genauer: 


a) En ist Grundeinheit von K, wenn n(o,)==s(w,) mod. (4 -+ i) ist 
b) &, oder & , » » » » no, = s(og) =O mod. (1 +1) ,, 
c) En, oder Eh, „ „ ) „ „ n(og) = s(o) = À mod. (1 + i) »* 


Dies Resultat (nicht aber auch Satz 7) gilt auch noch für den Kreisteilungs- 
körper k(V i) (Fall a)). Die durch c = V i — t an der primitiven Teilperiode 
gelieferte Einheit berechnet sich nämlich nach (30) und Satz 5 zu 
(52) En =Atite=e(i+ y2), 
und das ist nach den Entwicklungen des folgenden Paragraphen eine Grund- 
einheit von K,. Für den Kreisteilungskórper k(V3) dagegen (Fall c)) gilt (51)c) 
i y3 
2 


nicht. Die durch w, = — p an der primitiven Teilperiode gelieferte Ein- 


heit berechnet sich nämlich nach (30) und Satz 5 zu 
(53) eu, =—(1+2i+2i0) = —i(2 + V3) = (i+ (—1 +), 


und die Einheit © + (—1 + :)o ist nach den Entwicklungen des folgenden Pa- 
ragraphen eine Grundeinheit von K,. 


§ 7. Der Abelsche Fall. 


Wir gehen zum Schluß noch auf die Abelschen unter unseren Körpern K 
ein. Ist der Körper K — k(Vd) mit der normierten Erzeugenden Vd Abelsch, 


so muB k(Vd) = k(Vd), d.h. d = cd mit caus k sein. Da d und d quadratfrei 
sind, ist dabei c Einheit, also c? = +4 und somit d = -- d, d.h. d reell- 
positiv oder rein-imaginür-positiv. Es kann dann K aus k = R(| — 1) durch 
Komposition mit einem reell-quadratischen Körper k, = R(Yd,) hergeleitet 
werden. Man hat dazu nur d, — d bezw. d, = — 2id = (1 — i)*d zu setzen, je 
nachdem d=d oder d= — d ist. Umgekehrt liefert jedes solche Kompositum 
R(V— 1, Vd,), wo d, eine quadratfreie, positive ganze Zahl + 1 ist, einen Abel- 


schen Körper À =k(Yd) mit der normierten Erzeugenden Yd, wenn d — d, 
bezw. d — a. = con gesetzt wird, je nachdem d, ungerade oder gerade ist. 
Wir beweisen nun hinsichtlich der Grundeinheiten von K und k, 
Satz 8. Ist K —k(Vd) Abelsch (di) und aus k=R(Y—1) und 
k, = R(yd,) komponiert, so ist eine Grundeinheit n, von k, zum Quadrat einer 
Grundeinheit e, von K adjungiert oder selbst Grundeinheit von k, je nachdem die 
Primzahl 2 in k, Quadrat eines Hauptideals ist oder nicht. 
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Beweis: Es darf ohne Einschränkung sy, > 1, |eı]| > 1 angenommen werden. 
Da für ein a aus K unter den Voraussetzungen des Satzes |a|? = aa gleich- 
zeitig die Relativnorm von a in bezug auf den reellen Unterkörper k, von K ist, 
verwenden wir dafür auch die Bezeichnung »(a). 


Es ist »(e,) = * eine Einheit aus 4. Wegen 7 --]|e,|?- 1 gilt für sie 


2 
7 — y? mit n 21. Ware nun n> 2, so folgte 1 < 5, = lel? <lel, d.h. n, 
wäre eine Einheit aus K von kleinerem Betrage > 1 als e,, was unmöglich. Also 
ist n — 1 oder 2. 
Ist n — 2, so folgt aus »(&) = |e,|? — 7? durch Übergang zu den kon- 


jugierten &,, e, £j, daß alle konjugierten der Einheit “1 aus K den Betrag 1 


1 
haben, daß also c, = £5, mit einer Einheitswurzel ¢ aus K ist, und daß somit 7, 
selbst eine Grundeinheit von K ist. 

Ist n = 1, so folgt aus v(e,) = |e,[? = 7, wie eben, daß ef = Cn, mit einer 
Einheitswurzel £ aus K, also 7, zum Quadrat einer Grundeinheit von K adjungiert 
ist. Sei nun zunächst außer d +2 auch noch d +3 vorausgesetzt. Dann ist 
¢ = /", und es kann durch passende Wahl von e, unter assoziierten m — 0 oder 1 
angenommen werden. Der Fall m = 0 ist unmöglich. Denn dann wire «? = n, 
reell-positiv, also &, reell und daher Zahl des reellen Unterkörpers k, von K, und 
somit 7, = ¢? nicht dessen Grundeinheit. Also ist m = 1, d.h. e? — im. 

Setzt man nun 
€, =a+ fr mit a, B aus ky, 
so folgt 
3 . = = 
c? = a? — f* + 2aBi = in, also | ap nn M | ; 


2 
(letzteres wegen 7, > 0). Somit ergibt sich die Hauptidealdarstellung (2) = (=) 


2 
in k,. Ist umgekehrt (2) = (2) mit a aus k,, so folgt (bei geeigneter Wahl von a) 


2a? = 7% (m = 0 oder 1). Da d+i, also d, +2 vorausgesetzt wird, ist m = 1, 
also 2a? = 7, Setzt man dann e = a(1 + i), so ist s eine ganze Zahl aus K und 
wegen v(e) = 2a? = 7, eine Einheit. Es kann daher für die Grundeinheit c, nicht 
v(&) = «y? sein, und es liegt somit der Fall n = 1 vor, in dem 7, zum Quadrat 
von e, adjungiert ist. 

Durch den letzten SchluB wird auch der zuvor ausgenommene Fall d — 3, 
also d, = 3 einbezogen. In der Tat hat man in k, = R(V3) die Hauptideal- 
darstellung (2) = (1 + V3)? und daher n — 1!) Damit ist Satz 8 bewiesen. 

Für den in Satz 1 ausgenommenen Fall d — i, d. h. d, — 2 ist dieser Satz 


1) Es ergibt sich also, daB die Grundeinheit 7, = 2+ V3 von R(V3) zum Quadrat einer 
Grundeinheit von k(V3) adjungiert ist, wie bei (53) behauptet. 





92 Stein, Einheitengewinnung in gewissen relativ-quadratischen Körpern. 


in der Tat unrichtig. Es gilt nämlich, obwohl in k, = R(V2) die Hauptideal- 
darstellung (2) = (V2)? besteht: 

Satz 9. Im Körper K = k(Vi) ist eine Grundeinheit von k, = R (V2) selbst 
Grundeinheit !). 

Beweis: Es ist zu zeigen, daB der Fall n — 2 des vorigen Beweises vorliegt. 
Ware n = 1, so folgte wie im vorigen Beweis c? = ın,. Diese Gleichung betrach- 
ten wir als Kongruenz nach 2? = f = (1 +7), wo € = (1 —+¢) das in 2 zur 4-ten 
Potenz aufgehende Hauptprimideal von K ist (vgl. (19) a)). Nach (19) a) ist 
Ox (22) = 2, also einerseits 

e 221 mod. %. 
Andererseits ist 
m=1+V2= 1 mod. £?, 


weil V2 (genau) durch 2? teilbar ist. Somit folgte aus obiger Gleichung die Kon- 
gruenz 1 = ı mod. %%, die ersichtlich widerspruchsvoll ist. Daher kann nicht n = 1 
sein. 

Durch die Sätze 8 und 9 ist das zur Bestimmung einer Grundeinheit 7, 
von k, führende gewöhnliche Kettenbruchverfahren für die Bestimmung einer 
Grundeinheit e, unserer Körper X im Abelschen Falle nutzbar gemacht. 


1) Hiernach ergibt sich also 1 + V2 als Grundeinheit von k (Vi), wie bei (52) behauptet. 
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Potenzreihen irrationalen Grenzwertes. 
Von W. Maier in Frankfurt (Main). 


Einleitung und Übersicht. 


Die folgenden Ausführungen sind geteilt in zwei Abschnitte von wesentlich verschiedener 
ıdenz: Es soll das kurze I. Kapitel methodisch klarlegen, welche Schritte oder Setzungen hier 
isch vorzunehmen sind und warum; seine Betrachtungen sind qualitativ und mehr andeutend als 
'chführend gehalten. 

Das langere II. Kapitel spinnt diesen Stoff alsdann deduktiv aus an einer Reihe wohlbekannter 
dytischer Funktionen, wobei das gleiche Schema paragraphenweise sich wiederholt. Allerdings 
ingt die Schwierigkeit der Beweise in $8 9—11 zu Hilfsbetrachtungen aus ferner liegenden Gebieten, 
daB diese drei SchluBparagraphen durch theoretische Einstreuungen ziemlich in die Breite gehen. 

Inhaltlich lehnt sich diese Untersuchung an Hermite an; methodisch ist sie beeinflußt durch 
witz und Herrn Hilbert. Nennt man „Irrationalitätenanalyse“ diejenigen Gedanken, welche die 
tscheidung liefern, ob ein vorgegebener rationaler Prozeß, ausgeübt auf rationale Elemente, in 
' Grenze einen irrationalen Zahlwert erklärt — so möchte das folgende einen bestimmten Bezirk 
' Irrationalitätenanalyse fördern, denjenigen nämlich, welcher als ErzeugungsprozeB lediglich die 
dung von Potenzreihen verwendet; übrigens müssen die eingehenden Koeffizienten alle rational, 

Argumente rational und nicht verschwindend gewählt werden. 

Läßt man zur Konkurrenz nur solche analytische Funktionen zu, die schon von verschiedenen 
ten aus verschiedenen Zielsetzungen heraus bearbeitet wurden, so ist das klassische Beispiel einer 
stionalitätenuntersuchung das an der Exponentialfunktion gewonnene Ergebnis (Hermite')), daB 
se für rationale und nicht verschwindende Argumente einen — sogar — transzendenten Zahlwert 
ümmt. Für Zylinderfunktionen I. Art (Stridsberg) und 9-Reihen (Bernstein, Szász, Tschakaloff) 
wenigstens der Nachweis gewöhnlicher Irrationalität erbracht — sonst aber scheint dies Gebiet 
üg bearbeitet worden zu sein. 

Die folgenden §§ 1—10 sprechen gewöhnliche Irrationalität aus für mehrere wohlbekannte 
Jytische Funktionen; der $ 11 zeigt, daß gewisse Werte von Zylinderfunktionen sogar mindestens 
isch irrational ausfallen ?). 


l. Kapitel: Theoretische Grundlagen. 
§ 1. Bezeichnungen. 


Die folgenden Benennungen sind in $8 1—11 festgehalten; es bedeutet 
mer das abkürzende Zeichen 


p eine Primzahl 2, 3, 5, 7, 11,... 
V,g, m, n, t eine positive ganze Zahl 1,2, 3,... 

l)4 A gu, v einen nicht negativenganzen Summationszeiger 0, 1, 2,... 
0, 04, Oo eine nicht verschwindende ganze Zahl +1, +2, +3,... 
H, gn, S eine ganze Zahl. 


1) Vgl. die Literaturangabe am Schluß von § 11. 

3) Anmerkung bei der Korrektur: Von anderer Seite wurde inzwischen entsprechend ein 
nszendenzsatz fiir Zylinderfunktionen gegeben. 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 2. | 13 
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Abkirzend schreibe man die Quotienten 
c 


Für beliebig rationale Zahlen r und s benótigt man das arithmetische Sym- 
bol der Kongruenz: 


01 Og 
= 41) T = Qs. 


T 


r=s (m), 


gelesen: r ist gleichrestig mit s nach dem Teiler m, oder kürzer: r kongruent s nach 





m; dies bedeutet, daß — 8 ganz ist. Insbesondere gilt nach (1) 
p=---=S=0 (1). 
Durch die Gaufsche Ganzzahligkeitsklammer wird für jedes reelle h mit 
[A] — g 


die größte ganze Zahl g angesprochen, welche A nicht übertrifft; umgekehrt werden 
wir durch eckige Umklammerung die Ganzzahligkeit einer Größe betonen. Durch 


(09,95,93 ...) = V 
werde das kleinste gemeinsame Vielfache von 0,0,,0,,... bezeichnet; dieses ist 
bestimmt als kleinste positive Lósung des Kongruenzensystems 
V V V 


— gs — gu — gm ...zm( (1). 
|: 0 0% 
Der reellen Analysis entnehmen wir folgende Begriffe: mit — © « zr « o; 
y(z), v(z), x(x) Polynome, wovon z(x) nicht identisch verschwinde, bedeute die 


algebraische Kongruenz 
y = y mod. y, 





daß © 1 y Polynom in x ist; gesprochen: 9 kongruent y modulo x; insbeson- 
dere zieht die algebraische Kongruenz 
gy (x) =0 mod. (c — v2) 


die numerische Gleichung nach sich: 


o(=) =0. 


Auch y, v, u durchlaufen alle reellen Werte, abgesehen von $ 11, wo u vorüber- 
gehend komplex ist; (ry) wirkt oft als eine Veränderliche. 

£(z) bedeute eine Potenzreihe in x, deren Konvergenzhalbmesser die Einheit 
nicht unterschreite, deren niederster Koeffizient rational ist und die formal einer 
gewissen linearen Differentialgleichung genügt. 

Durch griechische und lateinische Buchstaben werden Funktionen und 
Zahlen charakterisiert; durch die deutschen Zeichen ®, €, U, 38, ® sollen Opera- 
tionssymbole gegeben werden. $5 bedeutet einfache Differentiation, * die n-te Ab- 
leitung; bei mehreren Veründerlichen wird der unterscheidende Zeiger angehüngt: 


Maier, Potenzrethen irrationalen Grenzwertes. 95 


Ó 0° _ s . 
Dz = Dy = 5, wir erklären = f dz als „zu $, inverse Opera- 
tion“. (Obwohl nicht immer $2;'9,9(r) = g(z) ist; etwa für p(x) = kr. 
Zusammengesetzte Operatoren werden grundsätzlich linksseitig aufgebaut; 
80 ist in 
40 * $2, = Died = DIV DD 
zuerst die nachstehende Funktion nach y abzuleiten und zuletzt von 0 bis x zu 
integrieren. 
Es sei weiter der zu (3) ,,inverse Operator“ erklärt durch 


(3°) Ty = (D, Tr 2*4; 
dabei wurden allgemein die in (3) eingehenden Multiplikationen und Differentiationen 
invertiert und dann in umgekehrter Reihenfolge angeschrieben. — Uber U und 
B vgl. $ 11. 


Zur Abkürzung werde die in den Beweisen häufige Wendung: „ohne Be- 
schränkung der Allgemeinheit" als: ,,o. B.'* geschrieben. 

Eine Berufung auf § 1 Gleichung (3) wird systematisch gekürzt durch unter- 
scheidende Zifferngröße; hier also durch 1. 3. 


§ 2. Näherungsformen. 


Die Theorie der Kettenbrüche lehrt, daß zu jedem reellen Zahlpaar £, S’ > 0 
ein Paar ganzer Zahlen existiert: H', S’ > $', wobei jeweils & durch den Bruch 


so approximiert wird, daß 





S' 
, , 1 
| SE — H"| < 357 
gilt. Neben diesen sehr scharfen Näherungen für £ erhält man noch weitere, wenn 
bei vorgegebenem £ und g nur die schwächere Bedingung erfüllt sein soll: 


(1) ISE—HI<—. 


Allein mit solchen relativ plumpen Näherungen (1) für & hat diese Untersuchung 
sich zu befassen; soll sie trotzdem Ergebnisse zeitigen, so muß sie über die Ketten- 
bruchtheorie hinaus die wirkliche Herstellung (und nicht nur den Existenz- 
beweis) von 

(2) S=S(ég) und 4H — H(é,g) 


leisten, derart, daß z. B. gewisse Teiler von S und H in Erscheinung treten, oder 
daB die linke Seite von (1) auch nach unten hinreichend scharf geschützt werden 
kann. Allgemein werde SE — H als ,, Náherungsform für £'* bezeichnet. Herstellung 
und Beherrschung von Näherungsformen steht in naher Beziehung zur Entscheid- 
barkeit der Frage, ob & rationalwertig ist oder irrational: ein kennzeichnendes 


Merkmal der rationalen Zahlen & nämlich besteht darin, daß dann ein g — g(£) 
13° 
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gefunden werden kann, fiir welches jeweils aus 
ISE—Hlg<i 
die schärfere Folge fließt: 
(1’) SE—H=0. 


In diesem Fall sowie bei den beiden trivialen Kombinationen S = H = 0 oder 
€ = H = 0 sprechen wir von einer „uneigentlichen‘‘ Naherungsform für £; umge- 
kehrt können bei irrationalem £ beliebig viele Zahlpaare (2) beschafft werden, 
(und insbesondere solche mit S> S,), für die (1) sich vervollständigt zur 
Doppelschätzung: 

(17) 0«|S6—H| « 

Bei (1") reden wir von einer ,,eigentlichen" Näherungsform für £; falls eine solche 
existiert, und zwar für jedes endliche g, so ist damit die Irrationalität von £ er- 
wiesen. 

Sei nun konvergent entwickelbar 


(3) = ju, 


so bilde man die Abschnitte 
En = a Uy, 


dann strebt für jedes feste s und n — o» die Differenz s£ —5£,—0; läßt man 
aber s von n abhüngen vermóge der Angaben 


a, 
(4) ly = pt 
(5) $ = 1^(09, Cy). + Cn} 

und setzt dann s£, — h, so wird 


s=0Q (1), h- Sacre Ed =0 (1) und 


q, 0<o=a,=0 (1) und mit 1.1.2 


(6) s£—h-s Yu, ; 


atl 
dann darf weder + noch fc, ...,cn} noch |& — £&| allzugrof bleiben, falls durch 
(6) eine Näherungsform für ¢ gegeben sein soll. 


Beispiel: a, = 1, c, — »1. Nach V wird 
st—h= "XY 3 "E D Tni i und für n  ng(q) 
se — h| < — * |o o|* und für ny > 2g 


lee — à] « nur, falls |o| =1, d.h. += ist ; 


für jedes andere rationale g erhalten wir so keine Naherungsform! 


Maier, Potenzreihen irrationalen Grenzwertes. 97 


Der obige Versuch, Näherungsformen zu bilden, war zu eng; wir verwerfen 
ihn zugunsten einer ähnlichen aber weitertragenden Methode: m + 1 verschiedene 
Näherungsformen (6) werden ,,gemischt‘‘, d. h. man nimmt zwischen ihnen geeignete 
Mittelwertsbildungen vor. Für u —0,...,m wähle man „Gewichte“ g,, die 
nicht sämtlich verschwinden, und erhält nach (3) 


e Ge = Me Nn 


und mit g , , =0 für À —0,1,... nach Umstellung 


(7) E Du gu = 2} 27e Un+v—m : 
0 m—v 


Zur Abkirzung setze man 


(5') 2 En = $, wobei 92; gà 0, 
0 


(8) DE En Uum = Sy (= 2 En Uptv—m mit der Nebenbedingung 
mE m —1 « p 4- »), 


(5’’) 2 Sv = H, wenn nur für »<n+1 S,=0 (1) besteht 


(,, Hauptteil'*), 
(9) > S,=R („Rest‘‘ der Doppelreihe); 
n+1 
dann führt (7) zu 
(6’) SE—H=R. 


Die g, sollen so normiert sein, daß der durch (5") bestimmte Zeiger n der Un- 
gleichung 
41 


(10) 10" «n 


genügt; möglicherweise besteht dann ein Gemeinteiler zwischen £v 2.4 8. über 
dessen Größe wir gegenwärtig noch nichts wissen. 
Zur Ergänzung von (3) bestimme man mit rationalen b,, die vorgegeben seien, 


(4) u, = u,(g) = 5,q. 
Dann ist nach (8), (10) | 

(11) Sn = Sh(q) = ? gu Un+n—m(q) > 
und mit stetigem x wird durch 

(11’) Sulz) = 2 8 Us +n—m (2) 


die Gesamtheit der m + 1 Konstanten g, festgelegt und umgekehrt. Diese Um- 
kehrung der Gedankenfolge greife man auf, und betrachte primär das (m + 1)- 
gliedrige Polynom S,(z): Wie muß dieses gestaltet werden, daß die rechte Seite 
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von (6’) für n— © gegen Null strebt? Nicht durch Kleinheit der |g,|, sondern 
durch geschickte gegenseitige Abgleichung derselben suche man zu erreichen, 
daB in (9) 


9") LR| = | R(Gu 9)| <= 


bleibe, und dies würde aus Konvergenzgründen für m > m,(g,q) z. B. durch das 
Verschwinden hinreichend vieler S, aus (5") erreicht werden, etwa durch die For- 


derung 
>» S,(q) = 0. 
vo 


§ 3. Lineare Gleichungssysteme. 


Die letzte Forderung war in bezug auf die untere Summationsgrenze will- 
kürlich und übertrieben. Auch wenn diese nicht fest, sondern mit m und n wachsend 
vorausgesetzt würde, könnte doch in vielen Fallen |R| viel kleiner ausfallen nicht 
nur als |H|, sondern selbst als der Absolutwert eines jeden seiner Summanden in 
(5") und (8). Indem man 2.10 verschärft zu 


(1) | m=3l+1, n>4l, l=2,3,... 

soll zunächst für gewisse £(g) die „Aussparung“ erzielt werden: 
2 y S,(q) = 0, 
a 3 


und diese geringere Forderung wird im wesentlichen die g, festlegen. 
Fir i =1,2,...,5 seien rational die Werte 


(1°) x; + 0,1,2,...; 
aus 
By = 2m Den D, rx 
(3) q, — Su rit Dub D, gin | 


bilde man die lineare Differentialgleichung für £(x) = &: 

(4) TE — DE = (1 -- x) (1 + x9 (1 + x) 2717 
mit der Anfangsbedingung £(0) = 1; dann folgt aus 2.4’ und der Eindeutigkeit 
der Ent wickelung 


(5) E(x) e b,x”: 
by = 1 
y—1 
(6) _II] (mem) - 
| = ll Gm) (o — %) (o — xs) 


fur p — 1,2... 
Diese Potenzreihen (5), (6) umfassen die im II. Kapitel ausgeführten Beispiel 


wanntlieh ala Spexial- oder Grenzfälle mit 
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> x3 — o0, 


Die strenge Durchführung der Grenzübergänge vom gegenwärtigen allgemeinen 
Ansatz aus erscheint jedoch umständlicher, als die direkte Durchführung des 
jeweils spezialisierten Problems. Für solche £(x) wird statt (2) sogar genauer 
gezeigt, daB für À —0,1,..., E 

(2) Sn—1(g) = 0 
gilt; möglich ist dies, weil die Operatoren (3) die Polynome $4, ;(r) verbinden. Da 
jedoch 


X1%2T 
3 X4 X5 








T1 Z5u,(r) + Le Y,u,(x), 
scheint der Formelapparat unserer nichtkommutativen Operatoren reichlich schwer- 
fallig zu werden; wir entlasten ihn durch Einführung einer weiteren Veründer- 
lichen y und legen statt (5) die Reihe 


(5°) (xy) = S b(zyy 


zugrunde. Dann geben die „partiellen‘‘ Operatoren in x und y: 


, d, = HDD, 

(3°) Ty = ylt uD, yl—ata Dy yates Dy ys ! 
nach (6) und 2.4’ für » —0,1,... 

(7) Ry uy(Ly) = %,w+ılry); 
bildet man nach 1.3 den zu 7, inversen Operator 

| (3”) tat 

so folgt aus (7) für v> x,,% © 

(7) uy(zy) = GE Yurlay). 


Im Gegensatz zu den „gewöhnlichen‘‘ Operatoren (3) sind in (3’, 3") vertauschbar: 
TT, = $,2, und TY, = LT; 
somit 
u,(2y) = (2 Ly} uy (zy) = (TUT m (zy). 

Alle Komponenten sind assoziativ, also 

(7") u.(z y) = By Te" uj i(zy). 

Weiter ist der in (7") eingehende Operator wie seine Elemente (3', 3") 
„linear“, d.h. es gilt die Rechenregel für 4, u = 0,1,... 

(7) GT (u,41(zy) + U,+„(2%)} = TT uy Li(ry) + $5," Uy, (X y), 
und so zeigt (7") mit 2.8 und 2. 11' für À — 0,1,...,1: 


(2") Sn-1(T7Y) = 2 Ba Us d n—m—á2 (ty) und speziell für x,, x, <0 
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= Sg, Tite urn (ty) 
12°) - 
= 4,7" )% Ex Ug --n—m (X y) 
0 
= T'S, (ry). 
Endlich gilt nach 1.1.3 und 3.3 far A <u +1 
(8) x I a, (zy) = ge U, ry (x y) ) 


y= 2x, —0 or 
(für My | wäre das unrichtig!). 
Dann erkläre man mit gt = 3 — 0 und (1) das Polynom 2.11' durch 
(9) S.zy) = k{y Tj} (o—tzy) (ry) ^ , | 
so wird nach (2") und (8), welehes für unseren Fall die Selbstvernichtung der 
inversen Komponenten 3," ausspricht, 
qe) San = DEEE) (o — zy) (zy) t7 
| —k- 3132 (o — vzy) 1a Ay 
Es ist nötig, in zwei Hilfssátzen die Einwirkung der Operatoren (3') auf die Fak- 
torenzerlegung einer dahinterstehenden Funktion zu schildern: 
Hilíss. 1. Vor.:: d —1,2,...; Polynom g(x) =0 mod. (c — zz). 
Beh.: s'(r)z O0 mod. (c — zz)* *. 
Bew.: Vgl. etwa Cesaro: ,,Algebraische Analysis“, § 450. 
Hilfss. 2. Vor: à—0,...l; w(y) Polynom; %, aus (3') erklärt. 
Beh.: Yo — rry) *!g (y) 2 0 mod. (o —:zy) * *, 
Bew.: Durch 4-malige Anwendung von Hilfss. 1 auf die Veränder- 
liche y wird der Vielfachheitsgrad der Nullstelle y = ES des Poly- 


noms linkerhand schrittweise um 34 Einheiten gesenkt. 


Betrachtet man die hinter den Operatoren stehende Funktion in (2'") als 
Polynom von y, und wendet Hilfss. 2 an; betrachtet das entstandene Gebilde als 
Polynom in x, und verfolgt die Senkung des Grades der eingehenden Vielfach- 
wursel «x — M durch den Operator ge) vermöge Hilfss. 2, so folgt 


Sealey) =k qi 31^ (c — cz y) any 


0 mod. (c — vzy)*131720—0 
0 mod. (o — zy); insbesondere (2) und (2). 
Der Ansata (9) ist also geeignet, in unserem Fall der Koeffizienten b,, wie 
alo ute (0) folgen, das System linearer Gleichungen (2’) für die „Gewichte‘“ g, 


au befriedigen. 
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Um explizite g, = g,(k, 0, t, x;) darzustellen, entwickle man (9) 


Sh(zy) =k Da tt yt ig — zay) nach (3’) und binom. Satz: 


31+1 


=k {a+ xi e. qltaodx dc sy M Cu Denis (—t2zy)* 


^v 314-1 
9") — k Dr Cu » aa (— Tyayatn a1 [zn D glt xn D x)! gat 
Ü 
3i+1 pp+n—3l—2 
=k XT )emeon regem RE e). 
u p+n—4i—1 
Zur Kürzung sei 
y—1 
Tf (e — 1) (Q — xs) = À, 
° . für » —1,2,... und Aq— C, — 14, 


y—1 
[ef (e — xs) (e — » (e — xg) — €, 
0 


so wird nach 2.8 und 3.6 
314-1 


S«(x y) = 2} £p Up+n—si—1 (TY) 


3i+1 


= ? (CP) ane bu4n-si-ı 


81+1 A 
= 2 (cy)ate—Bi—lg Sub, 
C 1 n—sIA 
Vergleich mit (9') zeigt für u — 0, ..., 31 +1: 
3l + 1 C T5—30—1 
10 —k ot+1—p(— v) —2 M 
"Pm 


wodurch das Verhältnis je zweier g, zueinander festgelegt ist. 

Übrigens kann für ganze x;, wie in 7. 20ff., das S, ;(zy) von (2") weniger 
Summanden enthalten als $,(zy); À kann dann etwas allgemeiner gewählt werden 
als oben bei (2"). | 

Noch einen Blick auf die schon berührten Grenzfälle, z. B. 


|laxg|- 0; z=%z mit 0c? «1. 


Dann wird (4) eine lineare homogene Differentialgleichung II. Ordnung, (5) eine 
hypergeometrische Reihe allgemeiner Art, die für x,=0(1) zu einer Gaußschen 
Reihe werden kann. Beide Operatoren (3') enthalten jetzt nur noch je 2 Differen- 
tiationen, so daß in (9) und Hilfss. 2 der Exponent 2/--1 statt 31 +1 aus- 
reichen würde, um (2) zu erfüllen, und in (1) m = 2I + 1 gewählt werden dürfte. 

Insbesondere geht die beständige Konvergenz der Potenzreihe (5) verloren; 
daher wird die Aussparung (2) aus 2.7 nicht mehr so radikale Unterschiede 
schaffen kónnen zwischen 

Hauptteil | H| und Rest |R|. 
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§ 4. Approximation durch Aussparung. 


Es bewirkten die Gewichte 3.10 die Aussparung 3.2 aus dem Hauptteil 
2. 5", welcher sich jetzt zusammenzieht auf n —/ Spalten: 


s—i—1 
H = P» Sy, nach 2.5" und 3.1 
nm s—i—1 
^ By > Un+v—m und nach 3. 10 
mo 


n—l—1 


= = Xi) g"— P ( — v)^ > qutm Ay+y—m Cuin—m 
mu 


BAT »—m A arn—m— 
atrn—m—1 p—m+tn—1—1 


m 
=k 53 (— 1) ( ME cm ff e-me- me) M Gen 
Ergänzen wir 3.1 durch 
(2) n <2m 
und verstehen unter 
(2) C(x) =C 


eine von m freie Zahl, so sei hier ein Ergebnis des II. Kapitels vorweggenommen, 
dessen Begründung erst durch den arithmetischen Hilfss. 8 möglich ist: 


Mit 1.4 und 4. 2.2’ genügt nämlich die kleinste in 3. 10 und 4.1 ein- 
gehende positive Zahl k den Ungleichungen 
(3) 0<k(m!) <C". 


Damit wird der Rest 2. 9 abgeschätzt werden können, und es muß sich ent- 
scheiden, ob 2. 9’ erfüllbar ist, so daß 2. 6’ wirklich zur Näherungsform geworden 
ist. Die Abschätzung von R geschieht durch Majorisierung seiner Zeilen mittels 
der Exponentialreihe. Nach 2.9 ist 


[R| SD |S, und nach 2.8 und 3.5 


n+1 


S e 2 baton] 1g] 
= 2; [8x TP date let] 
0 














ind ptnatl—m 
u 3 ET OF nen aerei met 
nach 3.6 
gerri _ ar 
< 2 (nnti—m i| 2i ben (utn+i mc — Di 








ee — ud (0 — x3) 


| ptv—l—m 
| Ae, Te — x) (e — x) (0 — x) 


für m > mg(xj) mit cj(x;) — c; 
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Eu getntiom 


21917" 
<e "Rater und nach 3. 10 

















_ 1 
< dilema ge t la Cntn—m_ m ————,——__ und fiir 
py. A 1-8 —m—l (u +n+ 1 m) Mo > M (cj, Xi, g) 
k ) | fats — | Fan Em 
< cg XC) ata—m (ua + n --1— m)! p+n—m—I 








atrn—m—1 p+ta—m—1 
_ (0 — x3)(@ — »4)(0 — Xs) 
a "x ) Id elle le +2 AM e — x)(e — x) 





und nach Abspaltung endlich vieler Faktoren aus dem Zähler des ersten Produkts 


« ak 33 $9, m^ cé (01)? 


(21)? 





< cp | und mit wachsendem m zuletzt 
1 
< —. 
8 
Für jedes g aus 1.2 erhalten wir nach 4.2.3.4 für £ eine Näherungsform 


SE—H=R; 


für die mehrfach erwähnten Grenzfälle, etwa |xg| ^ oo usw., muß die Abschätzung 
4.4 entsprechend der Konvergenzverschlechterung von £(x) nicht mit der Ex- 
ponential- — sondern der geometrischen Reihe als Majorante ausgeführt werden. 
Wie in 3.11 angedeutet, wird die Kleinheit von | R|, die wir brauchen, nicht 
für jedes g eintreten, vielmehr wird Irrationalität nachweisbar erst bei Gültigkeit 
gewisser Beziehungen zwischen o und r, ein Tatbestand der bei Binomialreihen ge- 
brochener Exponenten z. B. die Schranken unseres Verfahrens klar macht. 

Das in den §§ 1—4 angedeutete Beweisschema kehrt wieder bei jedem Irra- 
tionalitátssatz des II. Kap.; vom nächsten § 5 ab ist die Methode verzweigt. 

Insbesondere kommen neue Gesichtspunkte in Betracht für den Nachweis 
höherer Irrationalität, wie er in $ 11 an Zylinderfunktionen I. Art erbracht wird. 
Dort sind statt des einen Gleichungssystems deren zwei zu erfüllen 

S1,8m—12 (q) = 0 E 
sain -o] A=1,..4m 

Deren Herstellung einzeln ist durch § 3 wohl vorbereitet; ihre simultane Behand- 
lung bietet besondere neue Schwierigkeiten, indem zwischen beiden gewisse 
Zusammenhänge bestehen müssen. 


§ 5. Restschätzung nach unten. 


Im Sinne des $ 2 ist durch die obigen Angaben für £ eine Näherungsform 
konstruiert worden. Alles kommt jetzt darauf an zu erkennen, wann dies eine 
eigentliche" ist; es gilt also, anstatt 

1 


1 R << — 
14* 
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fir vorgegebenes beliebig groBes g die doppelte Ungleichung als gültig zu zeigen: 


(2) 0«|R| <<. 


Nach 2.1” folgt daraus unmittelbar die Irrationalität von £. 


Zwei Wege sind gangbar: Wenn möglich, bestimmen wir unmittelbar nach 
2.8.9 untere Schranken für den Rest | R|, wozu feinere Schätzungen vonnöten sind 
als die grobe Majorantenmethode des § 5; unter Zuziehung Eulerscher Integrale 
wird es gelingen, die Polynome 2.8 in geschlossener Form darzustellen, und sogar 
die Summation über » gibt in einigen Fällen durchsichtige Ausdrücke für A. Zweck 
dieser Darstellung ist aber, das Nichtverschwinden von R zu erkennen oder wie 
wir sagen werden, AR ,,definit‘ zu gestalten, d.h. als Summe (Integral) von Ele- 
menten gleichen Vorzeichens darzustellen; erreicht wird dies Ziel durch geeignete 
Teilintegrationen. 

[2| — 0o 
| %g| > © 
tares und sehr elegantes Verfahren von Herrn Hübert ungleich rascher zum Ziel. 

Man schließt indirekt: Ware £& rational, so könnte das bisher willkürliche 


Beschrünken wir uns auf die Grenzfälle | 1, so führt ein elemen- 


| g = g($) 
so bestimmt werden, daB ganzzahlig ausfällt 
(3) £g = [£g]. 
Unsere Abschätzung (1) nimmt alsdann wegen (2.6') die Form an: 
(4) 0xi[£g] $ —Hg| <1. 
Gelingt es, eine Primzahl ausreichender Größe aufzufinden, etwa bei £ + 0: 
pg, 
so daB diese als Faktor in allen den Zahlen vorkommt: 
En " u = 0, M 
[& fu Po aa} 
mit genau einer Ausnahme, 80 ist 
Eg S — Hg ==0 (p) und a fortiori 
+ 0 oder 
0 «|R|, 


was mit (4) zu (2) führt im Widerspruch zu (3), welche somit als unzulässige Hypo- 
these erkannt ist. 


Die Áquivalenz verschiedener Beweismittel, wie Größenschätzungen und 
Teilbarkeitsbetrachtungen, kann noch weiter verfolgt werden: Führt man die 
Hilbertsche Methode mit Primzahlpotenzen p? durch, statt p!, so vereinfachen sich 
unter Umständen die in den Beweis eingehenden Operatoren und analytischen 
Hilfsmittel, 
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IL Kapitel: Durchführung an bekannten Funktionen. 


Die den folgenden $$ gemeinsamen Gesichtspunkte wurden im I. Kap. dar- 
gestellt an Hand der hinreichend allgemein gewählten Potenzreihe 3.5; die zuge- 
hörigen Anwendungen können daher in knapper Darstellung gegeben werden 
ohne Begründung der einzelnen Setzungen; breiter ausgeführt sind die verschiedenen 
Varianten der Restschätzung nach unten und der $ 11. 


Geordnet ist im Sinne steigender Schwierigkeit: Für die Behandlung des 
Integrallogarithmus und des Quadrats der Zylinderfunktionen braucht der Primzahl- 
satz nicht vorausgesetzt zu werden, wohl aber für den Eulerschen Dilogarithmus. 
Die hypergeometrischen Reihen und deren Verallgemeinerungen mit zugehörigen 
Grenzfällen verlangen Kenntnis der Primzahlverteilung nach Restklassen oder 
statt dessen Umformungen reeller bestimmter Integrale. Der Schlußparagraph 
zeigt „höhere Irrationalität‘‘ von Zylinderfunktionen durch Ümformung vierfach 
ausgedehnter Summen. 


§ 6. Integrallogarithmus. 


Es bedeute C = 0,577... die Eulersche Konstante, /nz den Hauptwert des 
Logarithmus, und es sei vorausgeschickt 
8v 
Hilfss. 3: Beh.:. (42,...,» —1,v} «»? Vo « v. 
Bew.: Bezeichnen wir die Anzahl aller Primzahlen « A + 1 durch 
z(A) so gilt für 2 < v nach $1 
<y+1 [log " <v+1 lg, <v+1 


{1,...,v} = /;] pics » < f» per =e v pi — yr) 





Die allein noch nötige rohe Schätzung der Primzahlfunktion: 


(zT ' Vo < Y 





+ | ungerade 


begründen wir durch ein Siebverfahren. Es gibt nur L ) 


y +1 
2 





Zahlen < » + 1, und unter den | | kleinsten positiven ungeraden 


Zahlen können höchstens = (5 + 2) solche vorkommen, die auch durch 


3 unteilbar sind; a fortiori ist | 
2 /y 37 « 
nv) < 3 (5 42)«g für yg « v. 
Unsere Aussage bezieht sich auf die ganze Transzendente 


SF — Ins — € = lie)  Inz— C = & (— zx), 


so daB erklürt ist: 
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(1) Ho = ZT = 
kurz geschrieben; alsdann ist 
(1°) & (xy) = 3" = >» u,(zy) ; 
1 


zusätzlich erklären wir 
u_y(q) =u_,(zy) =0 für »=0,1,...,2n—2. 


Für 27D, = 3, und D,yD, = €, gilt 


2. Uy ( (ry) = Ry Uyz1 (2 y) v=1,2,... 


=D 2° und » = 4,2,...: 


und fiir 


uy (zy) = Te Ly 41 (zy); 


allgemeiner mit 


n= 2,3,... 
(2) !i=0,1,...,n—2 . ud, a(zy) = 2$; Thu, (zy). 
y=n+i1,n+2,...,3n 
Es sei fiir 
(3) B —0,1,...,2n — 4: 


gn — (1,2... 2n +4} CEPIT n ES QUES | eee Les 


— 1)! 
und für i areca 


y —1,2,... 
2n—1 
(4) $, (zy) = 2 £u Up v 1—28(2 V) ; 
dann folgt aus (2) und (4) für 7 Er Qr 4, n MERI 
(5) Sn (xy) = sts, (xy) 


2n—1 
= 1," t 7 £u Up n1 (Ly), 
(1’) und (3) eingeführt 


— Dp 


2n—1 
= t's d (y) "+? C + Ü Gan 1) git al (— v)? (1 2, —— 2n + 1} 


(n — 1)! 


1° (2^ —1 nn {1,2,..., 2n + 4} 
= 352, n y (22D, getlynti+ ( u e! Bl (— cet? afia = 
wegen 3.8 
2n—1 
_ gagn—i an —41Y , nace ils 2n +1} 
= LT 3 ( "EL t (— rey ey nae? oM 


_ gi = ent yen y v... 2n + 1}, 
3,97 z (6 try) (n — 1)! n! 9 
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die Übertragung von Hilfss. 1 und Hilfss. 2 auf unsere Operatoren T,, %, zeigt, 
daß der Vielfachheitsgrad der Nullstelle z = n gerade (n — À)-mal um eine Einheit, 


und dann die Vielfachheit von y — — noch A-mal um zwei Einheiten gesenkt 


wird; so folgt aus (5) mit denselben Marken die algebraische Kongruenz 


Sp-ı(zy) = 0 mod. (c — vzy)$^-1—-(—0-21 
=() mod. (c — try) 


oder entsprechend 3.2’ die Gleichungen 


x n = 2,3,4,... 
(6) Ssn-1(g) — O für | 1204. n2] 
Aus (4) werde nun entsprechend wie bei 2.7 eine Summe gebildet: 
2n—1 o 3^—1 
E(q) De bp = D» D^ gau, (q), 
T): 
umgestellt 
o £n—1 


— 2 2 £n Un+v+1—2n(Q) 


und wegen (4) 


(7) = DS, (9); 
1 
dies zerfällt aber wegen (6): 


8n+1 o0 
= M S, + M S,. 
i Bn+1 
Entsprechend 2. 5’ ff. setze man 
2n—1 2n+1 o 
(8) es, MSqQ-H. SWR. 
1 8n+1 


Dies ist nach 1.1 zulässig nur, wenn die beiden endlichen Summen in (8) 
ganzwertig sind; es gilt aber wegen (3) und (8) sogar 


ae ern) 


2n —1 
. g*n—1—5 (— r)at?2 
(^, ) (—1 
(9) =0 (n +2). 
Die Zahl H untersuchen wir auf Teilbarkeit durch denselben Modul; in Aus- 


führung der in 5.3ff. angedeuteten Primzahlmethode verlangen wir aber von 
jetzt ab, daß primzahlig werde 


(10) n+2=p 
und bei vorgegebenem g sei 
(10) p> |o| zg. 
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Nach (1, 3, 4,8) wird 


2n—1 2n+1 


— 2 2 En Un+v+1—2n(q) 


. und, wenn 2M den Ausfall der Zeiger u +» — 3n + 1 fordert, 


2n—1 2n—1 ®n+1 
= De gu Un+e (GQ) + 2 2» Ba Untv+1-2n(Q) 
" 1 


2n—1 


= Uns2(q) Dr En 


ano} ant] {1,...,2n+ 1} ][( un) - (0 8 T n) (m py2n—1y ar. 
+P DF MC Mert aml le oa X , Jet 


n+2 2n—1 


Ania) DF En + unen (9) je & — (p) 


n+2 


. g^— 5 —1(— Dy 


P. 1, 9 4 2n—1 nu — 4) 4 u 
= ug) 27 En ue m ere Cie > 


. g3n— p 1( — Tati? 





p—1 
Eu ! 
== g,up(q) + p De = up(g) (p) und nach (!; 
p Up 2 p | 
an—" 
em u Sng? - n1: . 
= gp Up (9) + p DA ——— GET (p), schlieBlich für n 
| "T i ( )p!p 
EM CSS SE À | PO SP op_s ui 2p — 
= 5 — re —3! p— ( X? 2) (2p — 1)? (p). 
Und hier ist jeder Faktor 
(11) ==0 (p) 
nach (10°), wohl aber 
(11°) =0 (1) 
und 
(11) +0. 
Setzt man nach (7) und (8) entsprechend 2. 6’ 
(12) é(q)S—H=R 


und versucht, £ rational zu wählen, etwa 
(13) g £(g) 230 (1), 
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so folgt aus (9, 10, 10’, 11”, 11") 
(14) | 0<glRl=0 (1) 


als Auswirkung des Hilbertschen Verfahrens von $5; ob die Annahme (13) aber 
haltbar ist, entscheidet man durch Abschätzung von R = R(g) aus (1,3, 4, 8): 


o ?n—1 


IRIS P (q)] = e [Sul lUu+v+1-2n(g) | entsprechend 4. 4 


2n—1 | q |"73^ 


— l+n mm EEE 
Tt pur Fr TNT +> +1—2n) 


2n—1 


pe | 1-5 La HERE jT [gp Qu 4-1 n)! (p 9-1 4- n) 
' (un 3) (uno 1) e, (u 2-1 3- »— 2n) (u+1+ »—2n) 
8n—1 
_ degno ar 
< goatee ei o sar 
25 —1 
lel ueram 


= en De CEST yc NIC" urne, 


wegen Hilfss. 3 für n> ng 
$GnD 2n—1 
<a OEE lel OF un" yere und für n, > 7,(q) 


(n — 1)! 
< On) |? am (2") SF C 7 » und für 7,(g) > ng 
In 
< a | 27 0° |" und für n,- ng wegen Stirlings Formel 
«n 7 |27 ec? |" | und für ng > n, (ec, g) 


<— im Widerspruch zu (14); somit ist (13) unzulässig und für alle nicht 


verschwindenden rationalen g erhält man den 





§ 7. Zylinderfanktionen. 


Herr Stridsberg (St.) hat mit Hilfe Gordanscher Symbolik einen Irrationali- 
tätssatz hergeleitet für diejenigen Zylinderfunktionen I. Art, die nach 1.1.2 als 
Jm-ı(Y— q) zu bezeichnen sind; eine Verallgemeinerung davon wird in $ 9 ge- 
geben; hier aber soll vom Quadrat solcher Zylinderfunktionen gehandelt 
werden. Sei 

(1) k=0,1,2,..., 


Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 2. 15 


110 Maier, Potensreihen irrationalen Grenewertes. 
so gilt . 
2 a 
, —,, fo 7 _y__f (7t? 


Man setze 


q' 2»+24 _ _ 
(2) opr ( y ^ = u,(q) = u, 
und 
(2’) 2 u, = &(q) = &. 


Um den Beweisgang nicht unterbrechen zu miissen, sei der folgende Hilfssatz 
vorausgeschickt : 


Hilfss. 4. Vor.: k —0,1,2,... und »> »(k). 
2k+2 2k +4 2k +2 = 
Beh: [HN OPS), Ten 
22H2R QA 2x) Ste ZH] pir- [i] 
(3) Bew.: ( 4 ) = son” £ p! pt p ; 


die obere Summationsgrenze für i wird von Bedeutung erst für 
pi « 24 +2k + 1, und so ist 





[^s (21--2k4-1 ] 
oo Pp 
(4) > ‘= > $ , 


wenn durch a und f reelle, nicht negative Zahlen bezeichnet werden, 
so sei durch 


(5) a — [a] = (a) 
eine zahlentheoretische Funktion erklart, fiir welche 
0<(a) «1 
gilt. Insbesondere ist 
0 < (a) + (8) — (a+ B) =[(a) + (B) — (a + B] € 1 

und mit (5) 

0< [a + 8] — [a] — [8] <1 

24 + 2k A+ 2k A 
0S =] - [Aa — A =: 
Aus (3, 4) folgt 
log (214-281) 


S2A+2k 


Denken wir uns in (6) auch die linke Seite als Produkt von Primzahl- 
potenzen dargestellt, so wird kein Exponent rechts von dem ent- 
sprechenden links übertroffen. Jetzt halte man ein bestimmtes p fest und 
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lasse A= 1,...,» werden; dann bilden die Exponenten rechts in (6) 
eine mit A monoton wachsende Wertfolge, so daB mit der in Hilfss. 3 


erklärten Funktion x 
S2k A^ 


[e M 2), u ,Q* + uo) < es (Sk +-2y+1) ap 1 — Qk 2» 4 £j), 


Wie in Hilfss. 3 schätzen wir durch Siebung für »  »,(k) 
x (2k + 2») < »* und für », > »,(k) 


(Cr... Ct) « (2k 4-2» +4)8 < v5. 


Die am SchluB von § 5 erwühnte Vertauschbarkeit gewisser Hilfsmittel im 
Beweis wird hier praktisch. Es sei eine erste Beweisvariante für k — 0 durch- 
geführt, worin die formale Einfachheit der Operatoren betont ist. Für 


(7) lico] 


ist nach (2) 








8) wy) = eu? pop = Shy ol ir I] Ge — 0. 


0 
WO I. = 1 erklärt sei; wir zerlegen 
1 


v v 1 
u(y) = GIP Guy [ef (e — 5) 


und erklären 
(9) $.— 929,29, 
Ly = ay? 3, y! , . 
dann ist 


1 ——— -—— -—— 
und es gilt für » —0,1,. 


aal (ry) = Tru, (zy): 
allgemein für » = À, À +1,. 


(40) iae) = HS p 
Mit 
(11) v=[(). (.... MEI und & —0,1,...,3n +1 


bilde man die nach Hilfss. 5 ganzen Zahlen 
- V BIT one TE alloa 
DR bs dC ten 


Bn 





15* 
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und mit (7,8) und 3n <u+v 


85 +1 








(13) S,(g) = 2 Eu Up Ey —1—8n - 
Dann ist insbesondere für À —0,1,...,n 
_ Bn +1 . 
Sangi—a(Zy) = 2 E, Up+n—a (LY) nach (8, 12) 
‚Cr +2n — 24) 
a QD) oen De | wre | ‘wetn—aA? 
~ (nl? (u-+n—A)! (74 (Qetin 
prn 
qI ES (y) +1 
1 0 
Cn. + ty gin + (— v)à (u 4- n)! r 
~ (nly? UU lu n—2A 


| (n+ w—A+1)---(n+4p) 
(&n + Au —4A-+ 2)(4n + 4u — 42 + 6) --- (án + 4u — 2) 


(13°) "hy +49 —2 
LI EE (æy)n +" 
1 0 
ett 3n +1 nt 
=a"; ) mt ^ (— 9^ [(n + B) -- (n+ n — A1)? 
1 
. gntu—i An—à (Cu + 5) ee (1 + n — a—s)) yt tat 
8n+1 3n a 3 I: wel Lan 1 
" d. ET y" 
= 5 > ( Je — vy % y 
nach (9) und (10); 
= m 222, * z"(o — ray)" und wegen Hilfss. 2 
=() mod. (c — rxy)5n+1—84—{(n—1) 
= 0 mod. (c —tzy), insbesondere Sin+1—21(9) —0 für 1=0,...,n. 
(14) Sei n + 1 = p primzahlig, dann zeigen (8, 12, 13), daB 
Sn 95-1 85 
2? S,(g) = D > Zu Up 4y—3n—1 und nach Hilfss. 5 
y 1 3n+1—p 
iQ 8n.+ 2 | 
- x xcu (n + u)! I 17°" °° N4n+1 
l1 8n+1—p !(u+v—3n—1)! (44 + an) 
urn 

ue aui, S (28 +2» —6n —2 hu +4o —2 
( ps a ( u+v—3n—1 In 


8n+1 9n 


_ n + yu)! j 
— P° DF 3 cars o scan v 


8n+1—p 
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= 0 (p), und Hilfss. 5 mit (11,12), daß 





8n-+1 8n+1 854-1 
5 2 3 7 er: i 
2j E. = Bot RUE arm) En K ) 


urn 


lu Ay 2 — 1 gti _ x)" 
1 


der dem 





=V-o%+1 (p?) also fir p> |o| und wegen (3—6) für p > 7 
zEO (pf, | wohl aber nach (11, 12, 14) 


= 0 (p). 
Mit den üblichen Abkürzungen 


8n+1 


gy = 8 und Ns-n =H 


und Vorwegnahme von +0 aus 9.18 führt die Annahme g&=0 (1) für 


p> gé| > 0 falls 


(15) SS =R 
4n +2 
eingeführt wird, wie in $ 5 zu 
(16) 0<Z/R|=0 (1 


Nun greift Hilfss. 4 zu einer Majorantenbildung für den Rest R ein; 


er gibt mit (8, 12, 13, 15): 


8n+1 o 


R| = D} uM | ters 


4n+2 


[£a | atyv—3n—1 (u + n) | 
oem D eal (m 
ws ag gal 


“el 
<e | une 





V 3n+1 RES) one 
— etel inis aep M 4^" LLLLBÓÁS—— Fa Im ( ) und mit 
( " ) c = c(a) 
A tn 
< s [2a|™, weiter für n > n,(n„c) mit Hilfss. 4 
nro” 


Sm 


schließlich nach Stirlingscher Formel für n, > nz 
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_ inte und für n, > n,(8) 
< 1. um den Schluß auf Irrationalität von £ zu ziehen, bleibt somit nur 


noch nachzutragen der 


Hifss. 5. Vor.: r =1,2,...; u =0,1,... 
Beh.: He 0 (1). 
Bew.: Um eI = (— 4)" (7 P- "oo (1) nach- 


zuweisen. setze man u + A = m; dann gilt die Beh. für m = 1 und soll 
durch Induktion über m ergänzt werden. Weil sie auch für die ,, Randfalle‘ 


U d und | ini | gilt, genügt es, sie von den m Zahl. 


a -90 Hu net 
A — 1. ,m 
paaren | u=m _ 1. ^e] zu übertragen auf die m —1 Zahlpaare 
—2 
Lu _ m _ L. omy Das leistet aber das Additionstheorem der Bino- 
mialkoeffinenten 
—+—- (# —1)\ (— + u 


Also gilt die Beh. auch für m + 
Es gilt aber ein entsprechender Irrationalitätssatz für die allgemeinere, durch 
(2, 2’) erklärte Potenzreihe, den wir jetzt aussprechen und beweisen wollen. Wäh- 
rend bei der bisherigen Beweisvariante das Hilbertsche Primzahlverfahren erst 
* bei Teilung durch p* zum Schluß führte, wird dort schon Teilung durch p aus 
reichen; allerdings gestalten sich die Operatoren umfangreicher. 
Satz 2. Vor.: 7.1. 2. 2' und 9. 18. 18’. 


Beh.: £, ist irrational. 
Bew.: Der schon erledigte Fall k = 0 ordnet sich dem neuen Verfahren ein, so 


daB er zwiefach beweisbar ist; wir verzichten auf dessen Ausführung und setzen jetzt 


(17) k=1,2,... 
Vorweggenommen werde der folgende 
Milfss. 6. Vor.: 
n>k=1,2,... 
o [(05*2), QR 100 +2 lw O4. 
ani) (C. 0 C3 De Gs ria "y 
p == 0 (p) 
W TA) 


Beh.: (mr) 0 (p). 
n+u—k 
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Bew.: Nach (18, 19) ist W=0 (p); wegen (19) und n -- 1 « p «2n 
folgt Gi: (p); nach (18) ist W 2&0 (p?). Nun sind zwei 
Fälle zu unterscheiden: 
I.) & 291,2, ..., k (p); dann gilt Oz (n--u 4H me PPT SE (p) wo- 
raus (? n 2H) == 0 (p) und die Beh. folgt. 


II.) u =Æ 0,1,...,k(p); dann wird u(u —1)...(u —k)==0(p) und nach 
einem bekannten Satz (uw +n)...{(u<+1)= 0 (p); somit folgt 


w(^ T P) — 0 (pt) und die Beh. 
Es ist nun an (2) anzuknüpfen; für u =0,1,..., 4n + 1:sei 





W tm 2p tr in En + 1N 4n+1— a 
(20) (2^ +24) + >| CF, X p )e eg. 
n+p—k 
Statt (13) kommt mit 4n « u +7» 
4n+1 
(21) 2 Sp Un+v—4n—1 = S,(q), 


und mit (17,18) bilde man 
( 2n +2u 
4n+1 


Son+1—#(T y?) = ? ee (xy?) 


n+ p—k 








‘ntl 7 19/2 2 _ n 
re. 
Sei nun | 
| DD Dr ET, at = X, | 
y^ 3$ yt — Tu cs — —2k—23 >," y^? 
so gilt für 1—0,...,» 
u, (zy?) = ET u,(zy?). 
AS n +1 _ “+ 1 _ 
Sin +1—+(TY°) — mM, nt Jo uh "(— t)*z "En n)! MBER 4 
W k _ 4n+1 4 4 ati— ‘ 
= ar Gi oY " x( "a Jet ray?) 
Wet u 9\4n+1 
- Buy era) 


und mit (21) und A — 0,...,n 
Ssn4-1—z—a(2 y?) = 3137 Sr (x y?) 


= EDU iz" €» (ny?) (o — vzy*)"^' ^ und nach Hilfss. 2 


=0 mod. (c — try?) 
— 0 mod. (c — vzy?) und für die gleichen A: Ssq41—2—2(¢) = 


4n + 1—44—2(n—4) 
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Wie oben zeigt die Abschätzung des Restes nach Hilfss. 4 


= 1 

d S,(q) <—, 
À, 5 
falls n > n,(g,0o, k) gewählt wird. Sei 


4n—k an --1 


SS =, 2; $4) =H, 2 E — 5 


und bedeute 923 den Ausfall der Glieder u = 0 (p), so verfolgen wir die Teil- 
barkeit der Summanden in # und S: 





(22) 





4n+1 n>3k+1 
S = go + D Eu + Er + Esp + Es und, wenn in (20) 4m — 1,2,3 } eingeführt 
u=pm wird, 
" wer + m" 
mee [e tz] "P + 
a+ SF en + Da carre) plop at dC an 2 
n+ pm—k 
4n a i oid zym 
4n+1 
= go + Se Bu (p^ wegen Hilfss. 6 weiter 
1 
w(# + » 
“+? n (n + u)! au + an 4n+1 
carre m 
aD, (ae Tp (^h 6, ) 
n+u—k 
lee Qu 
=f (P) 
= gil au (p) und wegen W=:0(p?) für hinreichend großes n 
n—k 
(23) =O (p). 
Ebenso reduzieren wir den Hauptteil nach p: 
4n +1 4n—k 
H = » Uy ty -4n— 
at v rr 
A QU an 34 
n Pim Ce", ) na /2n +2u = 2 u 
n+p "k 


in—k +n)! ul 2u 4- 2» -- 2k —8n —2 Hp 
Presse 4n —1)! ( u+v—4n—1 )" 
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An+1 Wu ( + n) 


in dm an 
|o +24) rl 05 ) 
n+p—k 
S (u — 1)! - (u +n)! | 
a, H+ + k—4n —1)H Uil(u +v+k—4n—1)! 
_, (2 4 +2» + 2k —8n —2 
‘tien e( b dT »—4n—1 
(24) =0 (p) . nach Hilfss. 5. 


Die Näherungsform 
&S—H=R 


läßt mit Hilberts Verfahren, Hilfss. 4 und (22—24) die Irrationalität von £; er- 
kennen, wenn wir aus 9.18’ £j +0 vorwegnehmen. 


§ 8. Der Dilogarithmus. 

In den bisherigen Beispielen war £(x) eine ganze Transzendente; mit der Be- 
schränktheit des Konvergenzgebiets der Potenzreihe £(x), wie sie in $ 8 und § 10 
in Erscheinung tritt, verringert sich der Umfang der geleisteten Aussage auf einen 
Teilbereich der bisher betrachteten Argumente und zugehörigen Funktionswerte. 

Außerdem erfordert das veränderte Konvergenzverhalten von £(x) eine Ver- 
schärfung der bisher geübten Restschätzung nach oben: die fast trivialen Ab- 
schätzungen der Primzahlfunktion in den Hilfss. 3 und 4 sind dann zu ersetzen 
durch die Riemannsche Primzahlformel. 

Die von Euler eingeführte analytische Funktion des reellen Argumentes 
0x z* «1 

br 2” 
wurde funktionentheoretisch eingehend behandelt durch Herrn Mantel (M.); nach 
Herrn Lindemann sind die Funktionswerte dil(+ 1) transzendent. 
Einer brieflichen Mitteilung Herrn J. Schurs entnehmen wir 


Hilfss. 7. Vor.: 0 <e;2<n,<n. 
Beh.: {1,2,3,...,n} <erüte, 
Bew.: Weil nach Riemann 
<n+1 n 
nr. 


schätzt man 
<n+1 [555] «n4-1 log n | 7351 
{i, 2, 4 n) — LI p E < "Hi ps? — gan P ene). 1) 
Mit » —1,2,... sel 
(2) u (9 = 1, =; {1,2,...,2n}=V; u=1,2,...,2n; 


1 
1) Es gilt sogar schärfer: lim {1,2,..., n)" — e, was wir hier nicht benötigen. 
n—> o0 


Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 2. 16 
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ln, CCE i 


und für 2n « p 4- » 
an 

dr Ep Un+v—2n = Sy ; 

1 


‚n—i 


(4) 


dann gilt für À — 0,1,... 
Un—a (cy) = {Dyy D} TE 
= {Dyy D} (e's x" $a y un (19); 


RE —1 D.” z Y (n — 1)1? 2" 


und mit (4) 

95 

Sss—i(zy) = De 8p Unsn-ıl2Y) 
1 
25 
À En (9yy Dy (Dea Dea} uses (ry) 
— AN? n 

Tr) (+ Mp ) {Dyy $,r y^* 


an 
Ge 1) ont (— 
{Ds x —1 dx Mgr 


= V* 5» 


V m n—1— 2 =, 
- (m) | — 1) ($,y Dy} y ! (2 9,29, 14 iom n 
. p (— ne 
—12y)" x 2 yt" 


nm) (— t) {Dry D, (z* DD, 1 (c 
und nach Hilfss. 2 


=0 mod. (c — zy)" 1 9179—1—5 
=0 mod. (c —tzy), insbesondere also $5, ;(g) = 0. Mit 


(5) 
2n 2n o 
(6) £u — $, vS, = H, ,S,—R 
wird, falls | 
2n—1=p 


primzahlig gewahlt ist, nach (3) 
M 


0) =0 (p). 
Die Teilbarkeit des Hauptteils H durch p untersuchen wir, indem die Zeige 


kombination u + » — 2n + p herausgehoben wird, während die verbleiben 


Doppelsumme durch 22” angedeutet sei: 
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» In getv—an 
t= D eui 
g? p vmm p+ 25 p T vri p-- 2n EL 


RSS In + NM (4 » —2n)* 
-5 Sete X Go) re ET 





. ov ran v 
-5 (Sen—1 + Em) 
og 3n — 2? 
= 778 - | (3n — 1n (7 71) o TP 
_ {P8p+1 
= 
2 3n — IN? . 
-[7] 9m( err und für p> 3tjo| 
(8) == O (p), wohl aber 
= 0 (1). 
Aus 
(9) g dil q «0 (1) 
würde nach (1, 4, 6, 7, 8, 9) 
(40) |S dil q — H| - |RI 


für hinreichend groBes n folgen. 
Andrerseits geben (2, 4, 6, 9) direkt eine Abschätzung: 


g^ © 
|R| = | ga | x lu,:, | und mit der geometrischen Reihe als Majorante 


g“+n+1| 


GT Sen. nach (3) 
— — 2 
< cgi SORT) un 1) om, nach Hilfss. 7 
1 
elt)" an —1 | 
fell lol MCI. für n > no(e, c, t) 


< (28 e2+8e |c 7-1)"; 


für no > n,(g, r) ist, falls 28e2|o|? < + bleibt, ein Widerspruch zu (10) gefunden. 
Somit gilt für den Dilogarithmus 


Satz 3. Vor.: 28e*|og|* — c und 1.2. 
Beh.: P 5 ist irrational. 


16° 
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8 9. Hypergeometrische Grenzfälle. 
Verallgemeinert man die aus der Gaußschen Reihe durch Grenzübergang 
entstandene 
x 
lim lim F(, 8,7; 23) 
derart, daß an Stelle der ganzzahligen Fakultäten im Nenner jedes Reihengliedes 
gebrochene treten, so kann mit leichter Bezeichnungsänderung und den Kürzungen 


y q = u,, 0<cd=d=cz=y=6=0 (1) 
MG +2)(e +5) b | 


0) u,(g) = + — e, —2c,...5023- — d, —2d,... 
die Potenzreihe 


oo 


(2) f= j'u 


1 
betrachtet werden. 
Der Schwerpunkt der Untersuchung liegt dabei in der Restschätzung nach 
unten: Wie weit trägt das Hilbertsche Verfahren und welche Methoden scheinen 
geeignet, jenes in schwierigen Fällen zu ersetzen ? 


Es darf o. B. 
(3) 0cczd 
und für c = d speziell y = 6 gewühlt werden; zunächst sei zudem 
(4) 1<d, 
und o. B. (à, d) = 1 (Teilerfremdheit), also insbesondere 
0 « 6. 
Nach Dirichlet gibt es dann immer eine Primzahl p folgender Doppeleigenschaft 
(5) 2ó*d < p == ó(d). 
Damit ist eine positive ganze Zahl bestimmt: pe = n > 1, und es gilt 
(6) dy + ózs0 (p) für » —1,2,...,n—1 
(6’) = 0 (p) für » =n,n + p,... 


Für die Zeiger u = 0,1,...,2p bilde man 


4p+2n 2 LA n—1 
m pene nn Any fy (Deed) 


und erhált nach (6) und Hilfss. 8 die Kongruenzen 
s+ Co + yc d*o + dó 
(7' _ cata [ p] Serve te? =0 (1), 
) Bo ( ) M 0 0 ( ) 


dagegen für n > n(y, c) 
==0 (p); 
ebenso stellt man fest 
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= (ed)? *¥g "0D TT = Peter de Bene) 


-[n(n+1)...p...(p+n—1)]* 


=0 (p); 
Ux Ce + cy fo+d?) [n(n +1).. 


Sop = eem ff Te 


1 
= 0 (p). 
zen wir 
2p 


(8) at £a =S 
zzahlig, und bedeute 9% den Ausfall der Glieder mit 4 ==0 (p), so ist 
1 
S = go + Ep + so + DA En 80 + PO en 
wohl aber = 0 (1). 


... (2p +n —1)]? 





(8) =|= 0 (p), 
Nach (1, 6,7) sei 


(9) Pa; EnUn+y—2p = Sy (9) 


Jp <u+v und 
p+n—1 
(10) D Sq) =H 
i 

n gilt nach Hilfss. 8, wenn das dortige o hier als o + 2p — u — » eingeht, 
5 N (1) e» 77 "FT (cod cy) (do + a | [er +r- rain 

IM, (o 3- 2p — 5 — »* (n — 1)!p 

| p 3g» EP (cd) +? 


2p--1—» 
(41) =0 (p?). 
Mit 
(12) »S,—HR 
itzt man vermoge (1, 7, 9) 
2 o 
ux M fen! Y uel 
€ PAL 
Hn y—2p—^ 12 . 
dT À TT » T und für p > Poly; 9,9; q) 
IT (o Me 2) | 


- 32 (ene 


la P(ca)® DD” ( T) und für p,» p,(g, cd, y*-I- 63,0) 





(3py'*? ei! 


T (n he 


1 
| «——. 
6 
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Aus (4) folgt | 3 
+ POS VAT =1,2,.. 
(14) walt) (x *9.m dDré} uz) , —0,14,..., »—1 | 
also nach (9) 
$p4-n—1 an 8 Fo | 
D? S,(z) = # 2 En Un+v—2p (X) und nach (14) mit A — 1,..., p 
p^ prn 


—-X 1+ r _ 5 LÀ À—1 2p 
1 


— M TEE Dr = 1 Dex yt D: (2 GPA (— v) gni 
1 


| (cd Pt 

(n—1)!? 

(ER py ro39 9, 
i 
= 0 mod. (c — zz) +9 
(15) = 0 mod. (co — re), 
2p+n—1 
insbesondere also D? S,(g) = 0. 
. P^ 


Aus (2—13) folgt die Näherungsform 
0=|SE—FA| es 


Nach (8', 11) wird sie aber sogar zur eigentlichen Náherungsform und läßt 
nach § 5 auf irrationales £ schließen, falls 


(16) 0 <|é| 
gültig ist. 

Es bleibt der durch (4) ausgeschlossene Fall 

(4^) d —1 


nachzutragen, und wir werden ihn erledigen, ohne die Annahme (16) zu bedürfen, 
womit beiläufig die bei 7. 15. 16 und in Satz 2 vorweggenommene Aussage über 
die Nullstellen der Zylinderfunktionen 7.1' gewonnen ist. O. B. kann dann 
statt (1) die Reihe 


oo 


(17) & = &(g = > ae THI => k =0,1,2,... 
betrachtet werden; doch miissen zum Beweis unterschieden werden: 
1. Fall. k = 0. | 
n 1 
Mit on. 3a —2] sel 


En. o - [5-5 t ter] (^ — gH c oye 


(n — 1)! 
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dann ist entsprechend (15) 
2n—2 3n—8 





p 2 En, oUpiv+2—tn = 0; für n > no(g’, 0, x) ist 
IRL = » Een < identisch in g gilt 
$n—1 8 
b»: £u, o Uptv+2—2n — Ey (q) Se 0: und für n = p> c? t g' ist 
m daa 
H — PP Un+v+2—2n = 8n—1,0 Un eO (pi) 
u = 0 (f) zugleich mit 
S = Pa; £&,0 =0 (p?), 
woraus wie in § 5 
(18) 0 < 1éo(g) 5 — A1 <=, 


d. h. die Irrationalität von &(g) folgt, ohne wie in (16) die Nullstellen von £ 
auszunehmen. 


2. Fall k> 0. 
Mit u —0,...,2n —2 sei 


(n — k t i)! (n t a)! (2n —2N an- u 
6.7 m-Dm ( u )" en. 


2n—2 oo 2n—2 


2 Bn. k 2 Univie—en = PL £u, k 


und mit & +»>2n —2 
2n—2 Sn—8—k 


2: Bu, k >» Uy+y+2—On = 0. 
0 2n—k 


so ist 


Für n > n4ó(g'",o, v, k) wird 





2n—2 oo | 4 
2 Bu, k 2 U,-y42—2n | Sm 
95 —1—k | 6 
und mit dem Ansatz 
2n—2 8n—2 2n—1—k 
2 Bn,k = $, DA Bu, tk | 2 Uv-rvy-3—28n = H 
k $n—1—,4 


findet man für primzahliges n + k = p > g''o*r 
S=0 (p), 
aber 
H = gn-1+26,% Un+e 
(2n —1 +k)! [erm +281] 2n—2 Na m 
= lane +6 + KU Lin +251 — Er el) 
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und nach Hilbert 

(18) 0 «Ib $ —H| «s 
wieder unabhängig von (16). 

Weil die Reihen (17) für rationales g nicht den rationalen Wert Null an- 
nehmen, gilt nach 7. 1'. 2 das Gleiche auch für die Reihe 7. 2, so daB unser Satz 2 
sich auf die jetzigen Ergebnisse (18, 18’) stützt, dafür aber nur das Durchsichtigere 

$220, H=0 (p) 
in Ánspruch nahm, statt ) 

$ —0, H==s0 (p). 

Nachzutragen bleibt der seit (7') angewandte arithmetische 

Hilfss. 8. Vor.: zgqc (1). 

” 2 
Beh.: [4 5-0 (4). 
1 
Bew.: Trivial sind die Fälle aa — 0, sei also aa? — 0. Setzen wir 


n! = /;] pi‘ in Primfaktoren zerlegt, so ist 
19, 20 a= D3]< 3% -— <n, 
dat LUS Pa 7,15 
Denken wir ebenso den Zähler in Primzahlpotenzen gespalten: 
(21) [ef |o + aa = fi [ pi 
1 


so genügt es, (22) e; X e; zu zeigen. Für die p; bestehen 2 Möglichkeiten; 
für p, gelte etwa 





a=0 (pi). 
Nach (20) ist dann e, n und nach (21) e, — n, somit gilt (22). Für eine 
andere Primzahl p, sei (a, pa) = 1. 
Dann folgt aus (21, 19) 


£g > 3 BH = s oder (22). 


Bemerkung: Für die Zwecke des $ 9 hatte es genügt, durch Anwendung 
eines Satzes von Eisenstein [vgl. etwa Nielsen: ,,Funktionentheorie*] die 
Existenz einer ganzen Zahl b = b(a,a) festzustellen, so daß ganz wird: 


0 a 
"RAI 





==0 (1); 
1 
unser Ergebnis, daB b = a? genommen werden kann, ist fir § 10 von Belang. 
Das bisher Entwickelte gibt den 


Satz 4. Vor.: 0<cd=cHd=y=6=0 (1); Y, Ó 


- nicht negativ ganz; 


(23) 


= $: > ——9 ; 
| e or0( 5 
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0< & oder cd — 1. 
Beh.: & ist irrational. 

Von Interesse ıst noch, ob die mit (5) einsetzenden arithmetischen Hilfs- 
mittel von Dirichlet und Hilbert durch analytische Methoden ersetzbar sind; um 
diese anzubahnen braucht man 

Hilfss. 9. Vor.: (4,7,9); »=2p+n, 2p+n+1,... 


O<2<¢, p> n. 5). 
Beh.: 0 «|S,(x)|. 
Bew.: Nach (14) besteht für unsere Zeiger » zwischen den S,(x) der diffe- 


rentielle Zusammenhang: 
8 


oro aQQr. 39 5 
(24) S, a(r)-—í(r Dr * Dr} Se) 
Ihm entnehmen wir vermöge Hilfss. 1 und 2 die Nullstellenfreiheit aller 
$,(x) im links offenen Intervall 0 < 2? = g? auf indirektem Wege: Wäre 
nämlich 0 < 23 <g? und S,(z,) = 0, so gäbe es nach (24), Vor. und dem 
Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein z, so daB 0 < 23 < z? und 
Sy-1(Te) = 0, wodurch man schrittweise bis zu Sep4n-1(7) gelangt, das 


nach (1, 7, 9) nur in den Intervallrándern {° =} verschwindet; aus 


dem Widerspruch folgt Hilfss. 9. 


Verlangen wir jetzt insbesondere positive Argumente 0 <q, so wird für 
0<x<g nach Hilfss. 9 


0 «15,(x)|, 
aber wegen (1,7,9) sogar scharfer 

0 « S,(x) 
und speziell 

0 « $,(g), 


was über » summiert wegen (13) zu 
0<lES—H|< 1 

führt. ? 

Es kann also in der Vor. von Satz 4 statt der Forderungen (23) auch ein- 
gesetzt werden 

(23°) 0 «c. 
Um auch für negative Argumente die Restschützung nach unten durchführen zu 
kónnen, muD etwas weiter ausgeholt werden: 

Um den Rest (13) geschlossen darzustellen, benutzen wir Eulersche Integrale; 


für A=0,1,...; u =0,....2p; n» y? + 6? gilt 


n4- n 4- À 1 1 Lai? 1 1 | 1 A 
La—1+ I Lait — 
ds:s ” e1 — s) fa 4 (1 —t1ty. 
0 


(25) 3. 
WORD? 
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(cd)*? +?" 0"? 


Mit (n 1) — C wird nach (1, 7, 9) 


get? 


Saptn+a(g) = c 3 CI Py (—1)" DER VE und nach (25) 


[I (e +2)(e +5) 
faf "m (4 —5) A tt ft E: CP cay 
0 


0 


1 1 — NM au % aig J 
(26) =cg f as f a S8 NC), eT 4 4 — stir. 
; ; |! 
Bestimmen wir die reelle Zahl q eindeutig aus 


o pn 
(27) Mg 0 


und —2<q « —1, so gilt für g<q< o immer 


(23”) fs |o 


und a fortiori für O<Sss1, 0stsi 


do À 
jus-ie-wm.. 





nach (13, 26,27) wird so 


QÀ Sw) 

1 1 n—14 L nie 2 o __ sud 

=clarf ds f dt-s Tet aa — st)? Bol 2 1 
0 0 


und für (23") wegen g <qg< 


|R| = 











> 0. 

Zusammenfassend stellen wir fest: Der Verzicht auf Dirichlet- H ilbertsche 
Beweismittel erlaubt, den Satz 4 zu beweisen, wenn dessen Vor. (23) ff. ergänzt 
wird durch die Abgrenzung 


q<9< ©. 


§ 10. Hypergeometrische Reihen. 
Indem wir vom Grenzfall des § 9 zu allgemeinen hypergeometrischen Reihen 
weiterschreiten, benötigen wir neben Hilfss. 8 noch den folgenden 
Hilfss. 10. Vor.: n=n(e) «n; A=0,....n;3 O<e; 


<2n eV (2n+1) 


(1) V = = AI» EUR y » «n -4- A1. 


(2) Beh.: (5 0 (1), 


y 
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(3) Vo << e&aite) , 
nid) fais v <in P'<in+1 <2n [log (2n+1) 
| n + À <2n Xi N} E y 1 log (2n+1) 
ows (+) = REEL | 


yt t M - 1 
} p -L LT p < ll p og p 


und da die Primzahlpotenzen dieses Nenners von (2) nie größere Exponenten 
haben als die entsprechenden des Zählers V, so ist der Quotient (2) ganz; 
die Ungleichung (3) folgt mit Hilfe des Primzahlsatzes. 


Mit den Parametern 
0 ca*czacmcema-yzzO0 (1) 


rde erst die folgende spezialisierte hypergeometrische Reihe gebildet: 





y ete 
(4) = Yeh] 
TE 
d dabei sei 
(5) Pia—i—2... 
ir y —1,2.... sei kurz 


(6) FIG 2 = ^. KG - 2) =<. of uq) 


nn erklären wir für j — 0,1,..., n nach (1): 











| V(ac'^ Anyı (n\ ,_ 
(7) E. 7 DH U )e-— ye avt 
(8) 2e 8. 
(9) PIT Un+v-n(g) = S,(q) mitn<pt+y, 
(10) 2 S,(g) = H 
(11) » $,(q) — R 
n+1 
d finden nach (1,6,7) und Hilfss. 8: 
— np ( An+1 0?" | | Cain ct 
i up poer ce |g mi 
— V Sor“ - v) Vel au +1 + + ue Ri co + >| (^ TH) 
| ] . natu can — 2 
(8) =() (1); nach (9, 10): 


17° 
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n n 


N 
H — De gu 2" Unt von 


und nach (6) 


nit | 
Hen D? dates Guin und nach Hilfss. 8 
1 n+i—u HV 
C cin A „A q^ 
Ll. EE EN | ern | L- Br y—n5 fant — 
ET "3 Curren (2n — 1 LA (n — u)!(utr—n)! 


(2n —v)I(u+r-—n)! 
B Rr—Nul 


] n Cav : 2n—y ciu +v+o—n) +cy Aıtn Au+v—n 
i 1 À D 2 FR ee er (utr aT 


ni1—4 > 1 0 
(c tg) 
(n —1)! u! 
(2n — »)! (a + » — n) 


" b (— 4)" N |j T te — n) tu] 77 “| 


1 n+1—4u 1 


ry elu +1 +) - V a— +p—! 
[TW Cerin fe 0) "(q* T) (n 4- "IG , ) 
2n —. 


V o" 1"-* 











1 


(10°) =0 (1); 





[RI =| sg). nach (9): 
n+1 | 
= lg. D» [turn (qi: nach (6, 7): 
2 ele in q)| 


Aut | |g | 77. 











—_ Anal (a?e nV Ss 2 eroe im 2 


Cutv—n 
für n> n,(a,7): 


<(n+1+ a) lo act |" v BCC T a) nt 75 


(ut rn mter, far ng > may: 


. 2n+1 
<n Kita’+y7") (c a? c q)" V 2 C) OG) (v _\ 2n)* +" ]q dr 
‘ n+1 
für n, > n,(a,,9): 
4 9? q? 
E nur (AOE ot at “yy v X). nach Hilfss. 10 für ng > nj(6): 


So2a2cte2i+a y" 
T | 


< nor av 7) 5 für ns > n,(e, a, Y): 


ac n 
< - | | 


für n, > ng(g, €): 
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ar) <=. 
falls |q| so klein ist, daß die Beziehung gilt: 
(12) 8e? a ct où — x. 


Für » —n-r-1,...,2n —1 besteht zwischen den Polynomen S,(xy) der 
Zusammenhang 


” . ar Yin el 


"EE * $, (ry) = 2 Bu LI z (e T 2) Il 


y 


(e +?) 





FL. X 
=y *'S,y*' Syailry), 
somit fir pp ea 
A=0,..,n—1) 
. A I. À 1— © 1+ = —A U 
Son—a(zy) = (y *"Sy,y*J'ix Der “| Sa(rzy) und nach (9) 
n--L n—1 ZZ Y 8 + a NP ^ 
215-1129) = 2 {fy ° D,y° go ° Dex 'j Zen Un+„(2Y) 
und nach (7) 


nl X i 09 Le _ n Men 
= Ju Dey Ver De Sf] er Jen 


n\ __ V Angi(ac?)®™ 
| VL. Fe (n —1)in! 


231204 "— or Y 04 a 
_ VAniilac ) 3 {y c Dy hx a S. ayncà 
U 











—. (n —1)In! 
(o — Try)" y^x und nach Hilfss. 2 
= 0 mod. (c — rz y)^—^—(——» | 
— 0 mod. (c — rıy); insbesondere 
2n 
(13) »S,(g) = 0. 
n+ 


Nach (4, 8, 10, 11, 8’, 10’, 11”, 13) stellt jetzt 
ES—H|=|R| <= 


für die Argumente (12) eine uneigentliche Näherungsform dar, und der Irrationali- 
tätsschluß kann durch Restschätzung nach unten ähnlich wie zu Ende des § 9 
gezogen werden, vermöge einer Darstellung von (11) durch bestimmte Integrale. 

Zugleich leistet diese Integraldarstellung eine neue Abschätzung des Restes 
|R| nach oben, die feiner als (11’) arbeitet und damit den Bereich (12) brauchbarer 
Argumente ziemlich erweitert. Es sei von jetzt ab 


, 1 eac?v? 
(427) (a ro 2 
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Wegen (6) gilt far |7 |« n und » —Àn -- 1, 2n+2,. 


Cutn urn+ Z y—85—1., 
nn) d "d—2) 753 


C, +y—n 





mit den Kürzungen 


 [d$ico?| VA, _.a y 
(14) C =| | (n —1 al C = folgt nach (6, 7,9) 





S,(g) =C ct Eu Un CT 


-cx (— 13e ( te —n Au gr (Z =) 


Aizu C B d v—n 


"oan (— «(C wt dx - Cg 0 s — gy 
(14’) | Gand Con) 


= À 1)^ Me Leas dz dr 


. gintl—v—{ (4 EN gy)/-2^1-1 


Co? y—2n—1l  3n+1—v— y—n— 
= mf aco u Dr 


Ac —1y(" Ds. re und mit » —2n —1 —o 


gs 





= PA dz(1 — x)” z (9, x ate all — x)". 

Da der Integrand für 0 < x <A Vorzeichenwechsel erleiden kann, an den 
Integrationsgrenzen aber genügend stark verschwindet, suchen wir durch Teil- 
integrationen zu einem ,,definiten‘* Integral zu gelangen, d.h. zu einem solchen, 
dessen Integrand längs des Weges sein Vorzeichen festhält; wegen 


1 
{— DM Der recs (1 — x)" = 0 mod. (1 —z) und mod. zi*l 


für , +7 > —{ | 
A=i,...,.n+@o 
verschwinden die Zusatzgeder, und es wird für w = 0, 1,. 
C 1 





San+1+0 (9) = 24 dx : za (4 — x)" {— 2" Dy? (1 — 2x)" x —»—i 





E Ss dure | da N) te (7) foc? Dr mn 
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1 X w 
= Ca f dz.a* —zy (gy M (— zt" 
0 0 


(Â—w—E)-..(1+n—Et—1) 
A! (o — A)! 
(15) =nlCq fax" (l . — x)" 2 — qx)’ 
0 
(A ob)... (—1— 2) EE —1)- (dont) 
(v — À)! n! 


‚er LIS RÀ 


d5) =nlCq(°) [ ara "a —2y 21, 3) (— 9) ( 1") c a 
0 


Setzen wir das nicht negative 
w-A=x 


und summieren (15') über w, so wird 2 2 — 2 und 
R - nes (7) Sara "a y 3 XC t— D) C gy (1^) — ez 
0 Ü 
= ac) t » (— q) Sa 4 CT) qx) 


(16) Ic (})a gei dtt 1 — zx)" (1 — gx) 


(17) =0 für €=0, . uni, aber “+ 0 sonst. 


Aus (17) folgt Irrationalität von & für die Argumente (12); aus (3, 14, 16) 
erkennen wir, daB hiefür schon zureicht die Bedingung 


ERAHNEN A c | 
0 < E IG gm J dt — x) (1— 42) <> 








und für n,(a, » 0, €,g) = Mg « n zusammen mit (17) 


| fave ze” "4 —zy' — qz) " 
| 


34+8e 2 4 2 —1 


(19) <(e"acor }” 








Nach Riemann (R) erreicht [—2Y links sein Maximum für 2 = —————- 1 
| — 42 1-y1—4 


so daB (19) erfüllt wird für hinreichend groBes n durch 
4 4-4 —9)? « (dace) 
eatcig?t—-! <2 — 9g 4-2 y1—3 
q? + (2q —4)2 et act + Let diet < 0, 
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mit g* gekürzt: 
1 + (20 — 4r)e act + vefatc® < 0 
(4 +oe act}? < 4retatct 
1 eac*\? 
(att) 
d.h. genau die Forderung (12^); für |ac| = 1 und c > 10 vereinfacht diese sich zu 
20? < t. 


Zusammenfassend erhalten wir im bisherigen speziellen Fall 


Satz 5. Vor.: Oc a?c?zamczassy:0(1) Le—i—2..3 


ie + 2-acto? — x. 





Beh.: >” gr ld m 


ist rational für —À = 0,1,2,..., und ist irrational sonst. 
Hätte man die Vor. des Satzes 5 ergänzt durch die beiden Aussagen 
(20) O<q und —i<é 


so könnte die Definitheit aller Integrale (15) unmittelbar verwertet werden, denn 
alle A-Summanden haben dann gleiches, von « unabhängiges Vorzeichen; für 
wo —0,1,... ist so 


(— 1) wnat | 
(21) Son+1+0 (4) — AY (@ o 2)! dz. ne ei 7 - a)" 


EU +1) (C+ o — A CT E40) o (CC Ano 1) att 
0 


fà ^u. ay Sky oe! 
= f dz 7 zy SUK ot 
0 0 





mit ÂL®., 0: somit auch 
Ko,o 
/ Son+1+w(9) 
21 — — 
e) Sen+1() und 
0<| 3 59. 
we, 
Nun betrachten wir die allgemeine hypergeometrische Reihe. Mit 
(22) 0 < (abc)? =-a=-b=-c=a=ß=ey=0 (I) 


gei 
(23) 0 < 4c? (ab)*e5c9 — c, 
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woraus speziell 
0cq«1 
folgt. Abkürzend schreiben wir für » = 1,2,... 


FI o - 3) (o - 2) - 4. 
[ / 


, und pe = u,(q) = u; 
| Gee  =c | | 
1 


untersucht wird dann 


(25) = 2 Uy . 


Neben der durch (1) eingeführten Zahl V = V, ist noch zu bilden 


(24) 





«8n [log (8n4-1) 
pL e | = Vs ; 
und aus den Beweisgründen von Hilfss. 10 erkennt man, daß für { j 7 0 +4 - | 
Vs. _ 
es (am =0 (1) 
y 


gilt, und daß bei vorgegebenem e > 0 eine Schranke n(e) besteht, so daß für n <n 
simultan 





(27) V; < einü+e 
mit i = 2,3 gilt. Sei für u —0,1,..., 2n —1 
V4V3)* 2n —1 Cain 
(28) Eu = eae Agn+1(a? D? c3)2 ( u ) agent! (— 9)" Fr 


also für 
2n—1 


2f 8 - 5 


nach Hilfss. 8 





0x 2n — INT Curnc™ A an4.1(a b)** (n + 2u) (n — 5» V4]? 
° = 2 c» ( u ) fe vn [da — mid | (In) ! | 
Vico rt 
(29) =0 (1) 
und setzt man für 2n—-i<p+y 
2n—1 
(30) Dt £u Uu+v+1--2n(Q) = S,(q) 
° 2n—1 
(31) » S,(q) = H 
1 
(32) » S,(q) = FR, 
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so wird mit 2n —1 <u-+rr 


ao 2n—1 


& S = = > 2! £u Up py 4 1—38n 7 ESA S,(g spaltbar 
8n—1 
Nach (26, 27, 28, 30, 31) ist 
X En Qr — 1) Al Aurvrıan(ab)4* Arson | 
Qu d3- v» F1 —2n)!* Aj, (2n — u)!® 
| | "Cann e À CR HUIT INT 
Crsvi—en(3n — v — 1) (» +1)! 
. | Yale + dr] [?n— »— g»-1 
(34) c0 (1). 
Nach (24, 28, 30, 32) ist 
2n—1 
IRI » ra > | Uc 1—0n | 
2n—1 U+v+1—9n (e + 2 (e + P) 





—. D agit Te —3n hl — — — 
ME (0+ 2e 


und für n > n,(a, B, y) 
2n—1 


«gn "2 Igu| q^ > q—"(u + » +41—2n) terete 


E 3 prre rer , (2 yum 
«qr & | gu| gh ( n) 27 > q'- 9L — 
$2 " > an 
2n—1 x 
an DE bul ge SF cho an + rmm 
Ü n 


und nach (28) 
(3 Jiratiatır 


2n—1 


2n —1xN| AsngiCasu 
— 2 qn 2 52 „3\®n 
(Va Vz)? gr (o a? 9? c*) A DE TRRRENTE 





z g'*1-98 (y + 1 — 3n)! tt Pn 


2n —1 
< (V. V3)? (o? at b* cd r—)* 2 on = D) E pita Py? 
für ng > n;(a, B, y, q, n); nach (27) 
9n 
< er y^ SUY - y ni tats Artz. 


T 





für n, > ng(g, €, a, B, y) nach (23) 


1 
3 —. 
(35) <= 
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Sei nun n> a? + f? + y?; a 2n +1,...,3n —2 








_2 ££. A 
(36) | z a a 9. z n b Sm b — 24 | 
y ° $,y te Dy = %, 
so folgt aus (30) und (24) 
(36°) T,S,(2y) = %,S,+41(7y), also 
2n—1 
Ssa—i(zy) = a! En Un+u(TY) und nach (28) 
Aon A /2n —1 Qe nu An 
mit (V, Va) G en ; (a?b? c3) = A: 
2n—1 9 — 1 a— " 
-AXC M "C ote) “Fir der 
L2 


m ' " oe Bo n+u —1. l+¢ 
=A CUS DE 312 
= AQ le ren) mi zo. 

Nach (36’) erhält man 


2i Ssn—a(ZYy) =A N zr" 1 Sai (cy) A’ 
1 1 


= AN Ge — ray)” y'zo und nach Hilfss. 2 
1 


— 0 mod. (c __ roy) 179072-730—0 


(37) = 0 mod. (c — rıy); 


Sn—1 


insbesondere ist also Ê S,(g) — 0; (33—37) zeigen 


(38) RI=IES— HI <<. 


Um auf Irrationalität von £ schließen zu dürfen, muß das Nichtverschwinden 
von R gezeigt werden. Ausreichend dafür ist statt (21') jetzt mit 


(38°) w=1,2,... 
die Folge von Ungleichungen 
"n San—1+0(9) 
38 0 < —— , 
Ssn(q) 


zu deren Nachweis Integraldarstellungen für S,(q) herangezogen werden können. 


Es liegt nahe, die Quotienten a wie in 9.25.26 durch Doppelinte- 
k+v+1—En 


A _ e. 
er wie in 10.44 


18* 


grale darzustellen, und dann die Multiplikatoren 
pl 
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durch Differentialoperatoren zum Ausdruck zu bringen; versucht man dann 
weiter die Herstellung eines definiten Integrals für die $54, 1,4,(q) durch Aus- 
übung von Teilintegrationen, so entsteht eine neue Schwierigkeit: Die Zusatz- 
glieder verschwinden nicht an den Integrationsgrenzen und die bisher vorhandene 
formale Durchsichtigkeit geht verloren. 

Geringeren Widerstand finden wir, wenn die folgende Darstellung, in der 
Tid ' den Ausfall des Zeigers j = y andeutet, zugrundegelegt wird; nach (24) gilt für 


(39) O<y<e 
C u+v+1—93n { 
ae = f —, in Zähler und Nenner erweitert 
U+v+1—2n B+n+1 (o + 7) 0 


und mit » —2n — o: 
- len tn De "ERG 
Le Qu + n + o +1) —1]1 ie, HH IT (e+ 2) 


—-. E ,j09—1 (A4- n 4- 1l)e—1 
(40) = e dx (1 — x) x 


TT e—1 


IT (e+ 4). 


=C und (24, 28, 30, 38’) wird 


dd Id 

(3n) (za "a tb te?" 
Aen +1 (Va V3)? 

2n—1 


C S3n—140(q7) = = À on m N gd "(— rr)" Coin Anne q^ 


Cutn+o DTE 


Mit der Kürzung 





2n—1 


e Br) Es FF os et 


Cutn+u Id 
und nach (40) 
2n—1 


(q c^)" _ 4,8 ei —1 1 Cco—1  —cw 
7 Go cpi 1 Dy dei — a)" "x 
"" 


. emm (e 4 *) (e + " LT (o 4! =) (0 4 Dh G +4). 


Um die über o und j erstreckten Produkte “durch Differentiationen entstehen zu 
lassen, sind c Operatoren einzuführen: 


1 ae , #9 


me 1d —- 
c ^3. a — Wi | 
c — 8° Bc 
(41) “a Pr c : 
1, 14; 3 | 
PES 7D eit = W,, j—=1,2,...,y-—-1,y7+1,...,c—1 


nur 29$, verändert den Exponenten einer dahinterstehenden Potenz von x und 
zwar erhöht sich dieser genau um c Einheiten. Es wird 


2n— 


C S3n—1- w(g) = (qc x (— 1 (4^ - oS dr (1 - x)! x 


(cw — 1)! 





c1 


°{ MW Y IN, j NR e (3g W, yn yt r2)e—1 
I 
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(ge ew—l ,—ce 
= ein dnd cumst 7 7 y 


{WU » 1e D) 


(42)  =-U® = VA dz (A — a)?" x ^" (39,98, fi] 39,)" ( 99, 389, 





(cw — 


2c—1 (4— an-1. 


(c — 1°) 


denn die Operatoren (41) und deren Zusammensetzungen sind linear (vgl. 3. 2", 
so daß de 28 = 38 DE vertauschbar ist. Im Gegensatz zur oben berührten Dar- 
stellung durch Doppelintegrale gelingt die Umformung von (42) in einen definiten 
Ausdruck mittels Teilintegration unter Wegfall stórender Zusatzglieder, denn 
nach Hilfss. 2 wird die Nullstelle des Integranden im Punkt x — 1 von der Viel- 
fachheit cw + 2n — 2 um genau ebenso viele Einheiten gesenkt; bei jeder Teil- 
integration wird im Zusatzglied genau eine Differentiation rückgüngig gemacht, 
so daß die Existenz einer einfachen Nullstelle sicher steht; ähnlich schließt man 
für z = 0. 

Wie zwischen (14’) und (15) statt T = DM) der neue Operator T = { — x*D,} 
entstand, so erklären wir neben (41) die c weiteren Operatoren: 


Le _B __ 
jer ur > — 98, 


€ 
1 ote Dx a = $8, ’ 
C 

14.0 — $8. J=c—1,...,y+1,y—1,...,1 


nach cw + 2n — 2 partiellen Integrationen entsteht 


CS Sn—1+ o (q) — (qc) c^)" LL Ay" S dx(4 — gn re} (18,38)! 


(cw — (c —1)i | 
c—1 
| LT BE a — ay 
1 
c\w a— — cu-—1 —1 co 
E cel dnt __ gt ,2 C5 )-10 1 
(43) BRUST BB. By? x" 


_. Ur fa dx(1 — z5)?—1, a), C — D) A 
n—1 


[HG 2-6 i-o 
H6 -:-B65- DIT +). 


NN 
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Ob dieses Integral definit ist, hängt wesentlich ab von den Koeffizienten der 
A-Summe. Entsprechend der Bedingung (20) im Spezialfall muß zu (22, 23, 39) 


die weitere Einschränkung hinzutreten: 
(44) 0<P- 7-2 c. 
c a 
Zur Abkürzung setze man zudem mit 4 = 0,...,cw —1 und 7 =0,..., o 
rl À a A B 
- fT (e+ T- etii) 
" - a A 
- H G-- 4-1 Dif xd) 


(45) | M= fie +e DG DIG 


[2]: 


Vi = (— sp Te] (< = + u EDG u B + B 
TEE) 


so gilt nach (44) 


(46) 0<K, O<L, 0 « M. 
Für 24?sEyA(c) ist 
(46) N,=0 
wegen "HB = 0; weiter ist 
Ny = hl -L = a — .c! 
(46") > 0; 


und schlieBlich werden die noch übrigen 


vean Ge 1-90 E1- or G E17 
-cap E42) (8-4) fon SE men 
5-95 Bebo ai von 

(46) >0. 

Es ist aber nach (43, 44, 45) 


| 


w— 1 
C Sie) = nf dat en ST (°° 71) KL, 
U 


und nach (46) ff. 
> 0, d.h. (38, 38’) sind erfüllt. 
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Zusammenfassend sprechen wir aus 
Satz 6. Vor.: 0 < (abe zsazsbsscessaszsfzsyzz0(1) 
B _7 


o<f ett <i 
b C a 


0 «40? (ab)*e5c9 — +. 


a B 
Beh.: Xe [4 ales ist irrational. 
C 


Zusatz. Methodisch von Interesse scheint folgende Tatsache: Befreien kónnen 
wir uns leicht vom letzten Teil unserer Voraussetzung (44), die allgemeiner gestaltet 
werden kann, und von der Asymmetrie zwischen A, und C,, indem statt des letzteren 
mit geeigneten ganzen d, à ein Produkt 


B, = [I (e+) (o+-5) 
eingeführt wird. 


Nicht hebbar aber bleibt bei der zuletzt benutzten Beweisführung (39—46’’’) 
die wesentliche Einschränkung = == 0 (1) und im eben angedeuteten allge- 


meineren Fall Lg (1). 


Doch soll hierauf nicht näher eingegangen werden. 


§ 11. Höhere Irrationalität. 

In $ 9 wurden u.a. auch gewisse Zylinderfunktionen I. Art als irrational- 
wertig für geeignete Argumente erkannt; in $ 7 war schon eine Aussage enthalten 
über das Quadrat derselben Funktionen. 

Indem wir uns auf den einfachsten Fall (Ordnung 0) beschränken, lautet eine 
naturgemäße Verallgemeinerung jener Fragestellungen: Kann J,(2V — g) irgend- 
welche Werte aus einem quadratischen Zahlkörper annehmen ? 

Die Antwort wird verneinend lauten, wodurch ein Nachweis „höherer Irra- 
tionalität‘‘ geleistet ist. 

Ehe wir die strenge Beweisführung beginnen, die sich lediglich in Verifi- 
kationen erschöpfen wird, sei einiges heuristische Beiwerk vorausgeschickt, ge- 
wissermaßen als Leitmotiv zur Ergänzung des I. Kapitels. 

Zu betrachten sind gegenwärtig 


(1) AG —a) = SF B= F(a) 


und das Quadrat von £(g,) 
2 
© ( y )% 


(2) F3 (ga) = À y {2 


140 Maier. Potenzreihen -irrationalen Grenzwertes. 
Für die ganze Transzendente £(x) besteht dann folgende Integralgleichung: 
2 
, du 16 
(3) 2 xi £2(7) = — ———— |, 
or) " y1—4uz 


wobei der Integrationsweg den Punkt u = 0 hinreichend eng in positivem Sinne 
umführt; sie läßt sich herleiten aus der Differentialgleichung für £: 








, 1 1 
(3') :(—) = (6222) £2. 
Erklärt man eine abzählbare Folge von Polynomen S,, durch 
5m+1 
ob 
Sy, sm—1(%) = 2™—1 — z)j— Ahr, wo — =0 
(4) | À Ox | 
$3, y (x) = nh {Dx De} S1,v+1 (x), $1, 84, (0) = 0, | 
1 
so ist 
— os 
(5) a Si,» (x) = SE(q, 2) mit àr ^ 0, 
und wegen (4) besteht die Aussparung aus (5): 
(5’) | ° a S'1,8m—x(1) = (0. 
Bildet man mit (2) und der Konstante S = S(b,) aus (5) wie in 7 
(6) S £ (qax) = = 33S, » (x), 
80 gilt nach (3. 4, 5) 
1 
Si (=) 
22tSey(x) = du —— hl und für x —1,....m 
u ga 
(0+) 1 —4ux 
di 


1 
. S aux — 
Zimt) (TE un G) 


ou 
(0%) V: — but 
gi 


= JG 4a BY pda D su (D) 


(0+) 


und nach (4) 


_ Ge u i x-—1 1 1 
= f du(1 — 4885) "(ugutuy^ — S s A). 
(+) nach 2x — 2 Teilintegrationen: 


= f I2 Sis (i) umumuy7 (a — 40) *, 


(0+) 
. oc 
mit —*€ — 0: 
Ou | 
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PELO GUT ELE 


(0+) 
2x —1 


= M y du w73 S esi (S) (1 — 48 2 , mach (4): 
(0+) 
2x—1 Sm+1 


= À oe 2 bj f du um (4 DT (A 4u ey ° 
(0-+) 
2x—1 2m—1 


QUA oe 2 (—1)" eT nf au ini 
(01) 
—e 
(1488) . 


Zureichend für eine Aussparung aus (6) von der Form 


(6") > Se, am—x(1) = 0 


ist also ein System 


bm+1 f q $—e MR 
7) WM b fduewo-i-9(4~4u2) 20 95 —54,2,...,2m—4 
| e eb B E lo — 0.42. 2,. p 4 


Wie dieses scheinbar überbestimmte lineare Gleichungssystem sich zurückführen 
läßt auf ein diophantisches System von nur 5m — 2 Gleichungen für 5m + 1 (nor- 
mierte) Unbekannte, soll in der gegenwärtigen andeutenden Skizze nicht verfolgt 
werden; es mag der Hinweis geniigen, da8 der AnschluB an § 3 erreicht ist, indem aus 
(4,7) simultan die Aussparungen (5’, 6’) flieBen. 

Wenden wir uns zur Durchführung der in (1—7) angedeuteten Skizze in 
deduktiver Form, so sind einige Hilfssitze vorwegzunehmen. Um nur ein Minimum 
von Grundlagen in Anspruch zu nehmen, soll ferner die komplexe Funktionen- 
theorie ausgeschaltet werden; etwas formaler Ballast ist dafiir in Kauf zu 
nehmen: | 


Hilfss. 11. Vor.: 


(8) 4 (55 24 37^ 
mit 4=0,...,5m-+1; Primzahl m > m)(q, 9» t); 
, 1 m 
(8 ) (m —1)8 (2*99 08115) {Ro ou. Rem+1} = V mit 0 < gi qi; 
$—4A 
" à ,8m 5m + 1 5m — 2 _ . _ . 
(8") Nr) = m for p=0,..., 7m: 
Hn? P 2 —1 — 
(87) Dem —1 + u) M grim va ) (492) "a2 = gy. 
(m —1- Uu), 
(9) Beh.: | ga | < (m — 1)! ’ 
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go =0 (m) 
(10) == 0 (m?); für u =1,...,7m aber 
gu =0 (m?) 


Bew.: Nach Hilfss. 5 ist A; 2:0 (1), so daß die on Seiten von 
(8 — 8’) einen Sinn haben. Nach (8) ist hy md 2)- 0 (m); 
aber (hy... Asmıı) = O (m!) und =E0 (m?); ebenso ist in (8") 
8m i = 0 (m!) | 
4 Gm°_2){ == 0 (m?) J' 
und so folgt (10) aus der Darstellung 


g, = Enr T » (— gre. + yer 1 La Lens 2] 


Tec tee 


denn für uw = ist nur der zweitletzte Faktor durch m! teilbar, sonst der erste 
durch m°. 





Nach (8) gilt 
| = Rm aem 
AT (3m — 2 + A)! 
_ pismen—a (4m — 3) -- (10m + 24 — 9) 
Om —2 4 A 


= a SnIJ-ZU ; geordnet nach Primfaktoren: 


<10m+22—8 


"Fi p'*. Setzt man am = jp und bezeichnet durch (m) 
die Primzahlmenge < m +1, so ist 


c= Nm +2] - [032-7 








i P p' p* 
— [=] [mr u (vgl. 7. 3—6) 
| p* p* 
< 3], gleichmäßig in m und À; 
mit der rohen Schätzung x(20m) « km wird für m «m 


«20m ^ 
Uto; - s Pom i) < fof p®ip < e9log (20m) Fri < (20m)?. 
Die Stirlingsche Formel mit (8'—8'") gibt die Beh. (9). 
Hilfss. 12. Vor.: 
m m. 
me) (an 


T u+m—x (a tm x) 959 x=1,...,m; 








1 TE 0c, Oc, 
(11°) { Gq, (Der) Dea? 972 Wau . “ee _. cxe 0: 
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(11’’) für » —0,..., 8m —1: i Delo = 8". 
Beh.: 
(42) Sa,8m—x(1) = U” Se ami (2) 


EP PER "3 22 1 _1 

12) UT WU i) 1) (qgazv) + (1 — 4q,vz) ?}=0 
0 

»—8 1 

(12”) us" (— (7) (ev)! + (1 — 4qazv) 3} 


2x—1 1 
— € 


ST MP cel — 4990)? 
1 
Bew.: Um (12) zu finden, zerlegen wir (11) gliedweise und finden 
wo (^ T 2m — 2 (gor) t7! 
u+rm—1)/(u+m—1)! 
(4g, t1 LI | 4 
(u +m —ty fel V 2 
(hg, tm "TAS 3 Y #+m-3, 
Gm aye lel (e +) 
(x — 2)-mal wiederholt: 
_ [24 +2m— 2x (qo y * "—* 
= utm—x ha 3x) und (12). 
Um (12 zu zeigen, betrachte man für |5g,v| < x x 1 die Potenzreihe 
in (z v): 


tute 


— 1? 1 {D yo igi — 
= Ir zc z% 2 x 


— ne? 


(1 — Agro) 3 = 2(%) (ga v)^. | 


die dann absolut und gleichmäßig mit allen ihren partiellen Ableitungen kon- 
vergiert; somit wird vertauschbar die Reihenfolge 


u v - (qax v) " (i — Ago) 3) 
_ go» 3 e di(zvy = (2) Bots 
= ut 2i = 4 
= quu ct 1] (qox v)! + (4 —4g,zv) ?). 


O dp 
Ox 





Mit = 0 wird endlich 


2x-—2 


(2,270 — 2) 8 = Mina) ie 


= Faust ya 


19° 
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22—2 u a 
= dat Na ot 
S ec rl) 6 
und mti+u—A=o 


912—939 


= Xd, a SH ru Va | ur) (4 —z)t-e 


EJ (1 at ul den (, ^) "ett 


2x—1 
e Cre(l — z)- e und 


2x—1 


{Dex} A — &q,oz) ? u 2 Cre(l — aqua. 
Aus (11’) folgt jetzt (12") durch Rechnung 


u {— AC (Q9) + (1 — 49220) 3) 


= 17 (9,2)! 200 (Q9) z X ton, hy 


= "9 {D, 2} "(1 ent (x — 2)-mal wiederholt: 
=v (Suzy Aq, 0% 
| 2e—1 }—e 

— of C9" (1 — 4qgv)* , w. z. b. w. 

Hilfss. 13. Vor.: (8, 8’, 8"); 

(43) = —2m+1, —2m+2,...0,...,3m—2. 

551 
, 3 — 2m _ 
(43’) 206-9 
Bew.: Erklürt man durch 
Smt) 3 LL 2m à 
(44) 2 a, ( 214 ) ur? = P,Q) 


eine Polynomfolge, so gilt die Funktionalgleichung 


0 = $,P,.i(uv) + i Du" EP (uv) 
oder 


(14) P,(uv) = Bm Det, (ut). 


Sei 
Sm+1 


wey Ha" ust pesa 


— wi" d vy 4 — uv) öm+1 a? y 


= (1,7? (5m — 2) UN ce -4» Qn yt? NID ea , 
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woraus 
5m M 1 
(bm—2) ida , 
an — 2 +4 


und dies ist nach (8) 
(15) = ). 

Nach (14’, 14’) und Hilfss. 2 ist (uv?"—! P, (uv) = 0 mod. (1 — uv) 
oder wegen (14) | 


5m+1 EN 
220, 17)-9 
und mit (15) endlich (13). 
Nach diesen Vorbereitungen bilde man mit (8'"') und » = 0,1,... 


7m 





u—v— im 
(16) S1,,(T) = Neg me , 
so wird für x —1,...,m 
— | Der Dr x—1 __ oe T (quz) 
$1,85m—4 (2) =| d S1,8m—1(2) = er ‘I iG tm (a + m — Te 


5m--1 


= Iz Det Dz 1 an Sica ant), a2 \ a e Be) 
-H rd F mt (1 — m9 ST a (= UE) 
EI mes OT » is? 

und ausdifferenziert nach Hilfss. 2 


z (0 mod. (1 — x); es gilt für (16) also (5’). 
Für die in (5, 6) eingehende Konstante S wird jetzt mit (8—8'") 








7m 

(17) $ = Jug, und nach 10 
Ü 

; ex 0 (m), aber 
17) mom} 
Zur Abkürzung werde bezeichnet 
im—l o0 
(18) p» S3, ,(1) = Hi, g 5 = R,, 


so wird 


7m—1 7m _ LL 
H, =m X3 xL | 3c 1)" ( 2m 1 Gm +1) 


[ QU 14m ge] [aon a -iy [Yo ze) 


(18) — 0 (m?), 
und mit (1) wird 
(19) SE (ga) = H, + H,. 
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Aus (8—8'",16) vermerke man noch 
gim—t 


d€) nl) Sc sc 


5m+1 


= _ Mn _ gy tet VW; sn ta 
qi ( Q1, a (— 4q,) 


In Ausführung von (6, 6’) bilde man mit (11, 11’, 12, 16) 


al B d _ ft iy x1 f/24+2m—2 
S3,8m—x(1) = | S3,8m—1 (X) = 2 Eu (n d m-—1)E N ( B T m —1 


* (ax 
C m— — 1 x— m— — 
= 2 gg gm Si, 8m—1 (1 get (1 — 4g,zv) à) , 
nach (12') und Satz von Leibniz: 
1 qBm—1 _ 8m—1 1 x—1 _ 2 DAN 1 
= Veo Suas (=) Yo {(4 —4gszv) *— X( 4 Gaz) h 
nach (12", 16’): 





yet w—i 


5m+1 
$—3m 8m—1 2m—1 di 
= — $8 1 — vU N gomt1—A+x—1 
^ ( qv) > ag) 
3x—1] 
2 Cxe (1 — ARLES geordnet: 


2x—1 5m+1 


_ —3m 8m—1 EN 9m—1, 5m --x—4 
= — gr3 of o C 17 ao BT — ger)” v 


+ (1 — 4g,v)3—*, mit binomischem Satz: 
m— 2m—1 " 2m _ 4 
= — gm 33... 32...%° ‘> (— q) ( )seeÀÁ 
- (4 Pol ; umgestellt: 


2m—1 2x—1 5m+1 


NETT SF M cu 


Bom] yea (C gg miri ( D a NE „) 
E > (—1) yr gm ("7 m — DE Cue (4 g,) is 


5m 4-1 


À ac datu 


nach dem Additionstheorem der Binomialkoeffizienten: 


9m—1 2x—1 b. 1 8m—1—x—w 


uer — 2 


2m —1-— 
rie 
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2m—1—o 
—1—x—w—y 


aber, weil (. )=0 für n<—2m+1: 


2mn—1 2x—1 5m+1 3m-1—x—o 


.9 2m —1 — 
D PES Pa À) Cr Gn tone 
umgestellt : 
2m—1 2x—1 3m—1—x—ov LL __ 
m >: P Cxe qm ort 2. (om at — : — o — „) 
» QV a). nach (13, 13’) 
= (. 


Auf Grund von (8) ff. ist jetzt die Gültigkeit von (6') gezeigt, und zugleich 
ist Aufstellung und Lösung von (7) gelungen lediglich durch Mittel der reellen 
Analysis. Zur Kürzung setze man 


7m—1 o 
(20) px $5, , (1) = H,, 27 $,(1) = Re, 
ám 
wo allgemein 
7m 
"m 2u +2» —1ám gi ty—im 
(11 ) 2 e( pBc-»—"7m lav ime = S_,(1) 
erklärt sei (im Einvernehmen mit (11)); aus (2, 6, 8 — 8’”, 17, 20) folgt 
(19") S (qo) = Ho + Ro, 
wobei für den ersten Ausdruck in (20) wegen (8—8'", 11'") die Teilbarkeit 
7m Im—1 2 5m+1 
(m —1+ u)! | 2u +2» — 14m uxaf2m—i 
me X res mnt ( a +» — 7m aa — 1) (ru) 


Qu. + *) [gi tm lem get mA] [amt _9 | ES ° eu 
(20°) =0 (mi) bemerkt wird. 


Damit sind alle Elemente bereitgestellt, um den gewünschten Irrationalitats- 
schlu8 zu Ende zu führen. Setzt man mit 


(21) 0 <|A,|=A,=A,=0 (1) 
hypothetisch die Beziehung an 
(21’) Ag + A1Ë(g1) + Aa (ge) = 0, 


so folgte aus (19, 19’) 
A,S + AL,H, + A,H, = — (A, R, + A, Fg) 
und für |A,| « m nach (17’, 18’, 20’) 
(21°) 0<|A,R, + AF | =0 (m). 


Die Möglichkeit von (21") prüfen wir durch Majorisierung von À, und A, vermöge 
(9, 16, 18, 20, 14’). Für m,(0,02, A,, As) < m erhält man 
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|A,R, + Ag FH] <>: [Ay 91,9 (1) + AgSe,,(1)| 


am 


im | aD Lu {2 
21 42 LL. Wei __. M (nct m — 1) 
SAY + 45) 2 Cu -L m — TE 2’ (u + » — 7m)!? 
- (5 122 4-523299)" " 
(44 - A3) 1459.8 C 2 - $iunan 
^M e50,'+ 5a, 2 (boi + 50$) 


< (Ai + À 3) 


= m! 


< 


. 050 ,°+50,* (7 mn + 1) (50? + 5 g2)8m zuletzt 
<m 


im Widerspruch zu (21"). Somit ist (21’) unzulässig und muß ersetzt wer 
durch den kontradiktorischen 


Satz 7. Vor: 0 <|Ag|= A, = A, 70 (1) und 1.1.2; 


2 y = &(z). 
Beh. : 0 < [Ao + Ay é (gq) + Ag $?(Qa) | - 


Zusatz. Für q, = 9: folgt wegen Satz 4, daß £(g,) alle quadratischen Z 
körper meidet. 
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Flächen isotroper Drehungen und Schraubungen!'). 


Von Julius Wellstein in Karlsruhe. 


Literatur. . 


1. Beck, H. Die Gruppe der Minimalgeraden. Leipz. Ber. (Math.-Phys. Kl.) Bd. 64 (1912) S. 36—56. 

2. Lie, 8. Bestimmung aller Flächen, die eine kontinuierliche Schar von projektiven Transformationen 
gestatten. Leipz. Ber. (Math.-Phys. Kl.) Bd. 47 (1891) S. 209—260. 

3. Study, E. Über einige imaginäre Minimalflächen. Leipz. Ber. (Math.-Phys. Kl.) Bd. 63 (1911) 
S. 14—26. 

4. Study, Æ. Minimalkurven und Serretsche Flächen. Amer. Journ. of Math. Bd. 32 (1910) 
S. 264—278. 

5. Wellstein, J. Isotrope Drehungen und Schraubungen. Festschrift anläßlich des 100 jährigen 
Bestehens der Technischen Hochschule Karlsruhe (1925) S. 142—160. 


Die vorliegende Untersuchung schlieBt sich formal wie inhaltlich unmittelbar 
an des Verfassers Arbeit (Literatur Nr. 5) an, deren wesentliche Ergebnisse hier, 
der Raumersparnis halber, als bekannt vorausgesetzt werden sollen. 


Eine eingliedrige Gruppe isotroper Drehungen {D,} oder isotroper Schrau- 
bungen ($;) erzeugt aus einer analytischen Kurve (Kurvenstück), die nicht Bahn- 
kurve der Gruppe ist, eine Drehfläche [D;] oder Schraubenfläche [S,]. Diese Flächen 
treten im komplexen Gebiet den gewöhnlichen Dreh- und Schraubenflächen völlig 
gleichberechtigt zur Seite und teilen mit ihnen zahlreiche wichtige Eigenschaften. 
Die Existenz dieser Flächen ist bisher vielfach übersehen worden, eine systematische 
Behandlung findet sich in der Literatur nirgends. 

Im folgenden soll nun kurz der zur differentialgeometrischen Untersuchung 
dieser Flächen nötige Formelapparat aufgestellt werden; namentlich aufgeführt 
werden bei beiden-Flächengattungen die geradlinigen, die Flächen fester Krümmung 
sowie die Minimalflächen, ausführlicher besprochen die Minimalschraubenfläche 
6. Ordnung und Klasse. 

Die Frage nach gemeinsamen Kennzeichen der hier behandelten und der 
gewöhnlichen Dreh- und Schraubenflächen sowie das Problem der Isometrie dieser 
Flächen sei einer besonderen Untersuchung vorbehalten. 


1) Im Auszug vorgetragen auf der Versammlung der Deutschen Math.-Vereinigung in Mar- 
burg, 1923. 
Journal für Mathematik, Bd. 156. Heft 8. 20 
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1. Darstellung in kanonischen Koordinaten. Führt man an Stelle der gewöhn- 
lichen Euklidischen Koordinaten die kanonischen Koordinaten der Drehungsgruppe 
{ Di} ein: j 

. (X/X) _ (Xp) 

DO exo > Rey 

(X/c) 2-7, (X/6) = ot, (X/a) =—e— ier, 


so sendet die Gruppe durch den Punkt!) Q(0 oy, To) die Bahnkurve: 
(2) 


einen parabolischen Kreis, dessen Gleichung in gewöhnlichen Koordinaten die 
Formel: 


(3) (X/w) = e(c/w) — v (— pe + pb + a/vj |, 


darstellt. Von dieser Darstellung sind nur die Punkte der Normalebene [»,] (t = 0) 
ausgeschlossen, deren Bahnkurven isotrope, zur Drehachse (g) parallele Geraden 
sind. 

Ist nun Q irgend ein Punkt einer nicht in [v9] gelegenen analytischen Kurve 
(Q), Qn = Qa(q), h — 1, 2,3, so sind: 


(4) RQ or T= t= (Q)m0 





t=(X/c), oder aufgelöst: 








0-095, 0(=p)=00+t, T = To: 





analytische Funktionen von q; sieht man ein für allemal von dem Fall ab, daB gleich- 
zeitig o und r konstant sind, also die Kurve (Q) selbst Bahnkurve der Gruppe ist, 
so stellt die Gleichung (2) (oder (3)) die von (Q) erzeugte Drehfläche [D;] dar. 

Die Profilebenen p — const. schneiden die Fläche [D;] in Kurven, welche 
zueinander und der Profilkurve (P): 


(5) (P/w) = e(c/w) — T(a/w) 


kongruent sind, und es kann die Flache auch durch Drehung dieser Kurve erhalten 
werden?) Es dürfen somit o = o(q), t = t(g)==0 als beliebige (nicht gleich- 
zeitig konstante) analytische Funktionen mit gemeinsamem Existenzbereich an- 
genommen werden, und die Gleichung (2) (oder (3)) stellt in Parametern p,q alle 
Drehflächen (die Ebene [»,] ausgeschlossen) dar ?). 

Die algebraischen Drehflächen sind durch eine algebraische Abhängigkeit zwischen 
p und t charakterisiert. 

2. Die Fundamentalformen. Zu der Parameterdarstellung (3) gehört die 
erste Fundamentalform (der Akzent deute die Ableitung nach g an): 


1) Unter „Punkt“, „Gerade“, „Ebene“ ohne Zusatz seien nur eigentliche Elemente verstanden. 

3) Mit Ausnahme der isotropen Geraden, welche die Schnittpunkte von (Q) mit [v,] be- 
schreiben. 

3) Zu derselben Darstellung gelangt, von anderem Ausgangspunkte aus, H. Beck [L. 1] S. 60 
bis 51; die weiteren Ausführungen dieses §, bei denen sich Wiederholungen (mehr oder weniger) 
bekannter Dinge nicht vermeiden lassen, sind daher ganz kurz gehalten. 
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(6) (I) = ds? = — dp? + 2o'v'dq?, 
mit der Diskriminante: 
(7) D = — 2 r9't’. 


Von der weiteren differentialgeometrischen Behandlung sind somit die isotropen 
Ebenen 7 = const. sowie die isotropen Kegel o — const. auszuschließen. Die 
zweite Fundamentalform der Fläche ist vus 


(8) ID = Ldp® + 2Mdpdg + N dg! = — t {— TT dp® + t(g't"’ — @''t')dq*}. 


Die Parameterlinien p = const. (die Profilkurven oder Meridiane) und q = const. 
(die parabolischen Kreise oder Parallelkreise) sind somit die Krümmungslinien 
der Fläche. Die Flüchennormalen längs eines Parallelkreises bilden einen parabolischen 
Drehkegel, dessen Spitze auf (g) liegt; gleichzeitig ist dieser Punkt Hauptkrümmungs- 
mittelpunkt der Flüche für alle Punkte des Parallelkreises, wührend der zweite Haupt- 
krümmungsmittelpunkt eines Flächenpunktes mit dem zu ihm gehörigen Krümmungs- 
mittelpunkt der Profilkurve zusammenfällt. 

Gaußsche und mittlere Krümmung K, u der Fläche sind durch die Formeln: 


Lp (r(o'v iU — 9"t') + 20'13) 


) LII HP 


(9) K -.—8* et, 


4to®T — 


bestimmt. 

3. Geradlinige Drehflächen. Unterwirft man eine Gerade (a), die nicht isotrope 
Gerade der Ebene [»,] ist, der Drehungsgruppe {D;}, so entstehen folgende Typen 
von geradlinigen Drehflächen: 

A. Liegt (a) in einer der Normalebenen [y] (r = const.), so ist diese Ebene 
Drehfläche. 

B. Liegt (a) in keiner dieser Normalebenen und: 

a) schneidet die Drehachse in einem eigentlichen Punkte S, so entsteht 
ein parabolischer oder isotroper Kegel mit S als Spitze, je nachdem 
(a) anisotrop oder isotrop ist; 

b) ist zur Achse (g) windschief, so entsteht eine Fläche 2. Ordnung, 
deren Gleichung sich, bei passender Wahl der Vektoren a, b, c, auf 
die Form | 
(10) (X/X) + x(X/c} =P 


bringen läßt; sie ist eine Kugel, falls x verschwindet, / bedeutet den 

von Null verschiedenen senkrechten Abstand der Geraden (g), (a). 

4. Drehflüchen fester Krümmung K, Zu dem Werte K, —0 gehören die 

parabolischen Drehkegel, deren Spitzen auf (g) liegen. Einem Werte K, +0 ent- 

sprechen, außer den Kugeln (mit den Mittelpunkten auf (g)), die Flächen einer 
ool-fachen Schar, die einander und der Fläche: 


41) (X/w) = (u(c/w) + $tg u{— &v*c + vb + a/w}) 





VE. 0 


kongruent sind, deren Gleichung auch in der Form geschrieben werden kann: 
20* 
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(12) 2 (X/c) VK, + tg (GATE) = 0 


Die zu verschiedenen Werten von K, gehôrenden Flächen sind somit zueinander 
ähnlich. 

5. Minimalflachen. Als Lösung der Differentialgleichung (9) kommt das 
Integral o + at? + B =0, a+0, B Konstante, in Betracht, das sich durch passende 
Wahl der Koordinaten auf die Form 2 o — t? = 0 bringen läßt. Demnach sind 
alle Rotationsminimalflächen zueinander und der Fläche 


(13) (X/X) — (X/c)* = 0 
kongruent, die durch Drehung der Profilkurve 
(P/w) = &u*(c/w) — u(a/w) 
entsteht ‘). 


§ 2. Die Schraubenflächen [5,]. 


6. Kanonische Koordinaten der Gruppe {S;}. Führt man an Stelle gewöhn- 
licher Euklidischer Koordinaten die Parameter ein: 


(1) o=—(X/c), * — —(X/c —2(X/5), 3o —(X/c)* + 3(X/b)(X/c) — 3(X/a), 
80 folgt durch Auflósung: 

(2) (Xe) —- —e, (X/6) 2 —& (0 417), (Xa) = 4o* + or — e; 
diese Parameter seien als kanonische Koordinaten der Schraubungsgruppe (Si) 


verwendet. Sind og, 09, ty die Koordinaten eines Punktes Q, so sendet die Gruppe 
durch Q eine Bahnkurve (X), deren Punkte X die Koordinaten: 


(3) 0 — 0» O0 —9g9 Tp, T1, 


haben, und (3) ist die Darstellung der Gruppe in diesen Koordinaten. 

Zu der Gruppe (5;) gehören die Profilebenen [x] (o = const.), die Schrauben- 
zylinder [C] (v = const.) (unter denen der Hauptzylinder (t — 0) ausgezeichnet 
ist), die Schraubenflüchen [L] (p = const.); ferner die w?-fache Schar der Bahn- 
schraubenlinien (x = const., o = const.), die lineare Kongruenz {St} der Normalen 
der Schraubenzylinder *) (p = const., o = const.) sowie der Parallelstrahlenbündel 
c = const, t — const. Die Tangenten aller Bahnschraubenlinien der Gruppe 
bilden einen quadratischen Komplex; ist (t) die Tangente einer Schraubenlinie 
im Punkte Q(o, 6» To) und X*(o*, o*, c*) ein Punkt von (t), so bestehen die 
Beziehungen: 

(4) of =o Eq, 1* — 19 — 4d, OF = o, — $9, 
die Gleichungen der Tangente (t) (bei variablem g). 


*) Diese Fläche ist von E. Geiser gefunden und von E. Study als Drehfläche erkannt und 
eingehend besprochen worden (vgl. [L. 3] S. 19 f.). 

5) Mit der Gruppe (S;) sind ein Nullsystem sowie ein linearer Komplex verknüpft; die Kon- 
gruenz (90) besteht aus den Komplexstrahlen, welche die Schraubungsachse (f,), die uneigentliche 
Gerade der Profilebenen o = const., treffen; (f,) ist doppelte Leitgerade der Kongruens. Die Kon- 
gruenzstrahlen durch die Punkte einer Bahnschraubenlinie erfüllen eine Schraubenfläche e = const. 
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7. Darstellung der Schraubenflächen [Si]. Ist Q(os oo to) ein Punkt einer 
analytischen Kurve (Q), die etwa durch einen Parameter u analytisch dargestellt 
sei, so sind nach (1) og, 09, To analytische Funktionen von u, und falls nicht o, 
und 7, konstant sind, also (Q) selbst eine Bahnschraubenlinie ist, stellen nach (3) 
die Gleichungen 

| (5) o(=0) =oo +p, T=Tto(u), 6 = lu) 
die Schraubenlinien simtlicher Punkte von (Q), also die von der Kurve (Q) erzeugte 
Schraubenfläche dar; es ist daher nach (2), wenn X ein Punkt dieser Fläche: 
6) (X/c) 2— v, (X/b) = —+(v +r(u)), (Aa)=+v?+4v-r(u) — o(u) 


oder: 


(7) | (X/w) = —(kv* + vv — 0j (c/w) + (v? + 1) (b/w) + v(a/w) 


die Darstellung der Fläche in Parametern u, v. 

Die Profilebenen v = const. schneiden die Fläche in den zueinander kon- 
gruenten Profilkurven, als deren Repräsentant etwa die Kurve (v = 0): 

(8) | (P/w) = o(c/s) + 4 (b/w) 
dienen kann, und die Fläche entsteht auch durch Verschraubung einer dieser 
Kurven. Daher können in (7) o(u) und r(u) als beliebige, nicht gleichzeitig kon- 
stante analytische Funktionen mit gemeinsamem Existenzbereich angenommen 
werden, und nach (1) ist: ° 

(9) + = — (X/c)? — 2(X/b), 3e = (X/c)* + 3(X/b)(X/c) — 3(X/a) . 
Insbesondere besteht bei algebraischen Schraubenflächen zwischen o und t eine alge- 
braische Abhängigkeit. 

Die einfachsten algebraischen Schraubenflächen sind die in Nr.6 einge- 
führten Schraubenzylinder [C] und Schraubenflächen [LZ]. 

8. Die Fundamentalformen der Flächen [S;]. Zu der Parameterdarstellung (7) 
gehört die erste Fundamentalform [die Striche bedeuten die Ableitung nach u]: 


(10) (I) = ds? = — } r'idu? — 20’dudv + rdv? 
mit der Diskriminante | 
(11) D? = — } tr’? — 9. 


Von der weiteren differentialgeometrischen Behandlung seien, wie üblich, die 
Flächen D=0 ausgeschlossen, also die durch die Gleichung 

(12) T° -- 9(o — 00)? = 0 
bestimmten Flächen; es sind dies nach (4) die Tangentenflächen der (isotropen) 
Schraubenlinien des Hauptzylinders, also der Kurven o = os, t = 0. 

Die zweite Fundamentalform ist alsdann: 


(13) (II) = Ldu? + 2 Mdudv + Ndv? 
- 5 (4 (p — o"v)du3 + 1 v'3dudo + g'dv). 
Ferner sind 
1. p von L2 1 Pf UP ft PP! / 
(14) H = xps Ure —0"T)+o'r?}, K = 16D: (8o (o'v" — o") — rt} 
die mittlere und Gaußsche Krümmung der Fläche [Si]. 
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§ 3. Die geradlinigen Schraubenflächen. 


9. Die geschlossenen Regelschraubenflachen. Durch Verschraubung einer Ge- 
raden (a) entsteht eine Regelschraubenfläche; von den Schraubenzylindern [C], die 
durch eine Gerade des Parallelstrahlenbündels c = const., t = const. erzeugt 
werden, sei im folgenden nicht mehr die Rede. Je nachdem nun die Gerade (a) 
in einer der Profilebenen o = const. liegt oder nicht, entstehen die geschlossenen bzw. 
die offenen Regelschraubenflächen. 

Liegt die Gerade (a) in einer der Profilebenen, so trifft sie den Hauptzylinder 
t =0 in einem Punkte O, in den das Tetraeder O(a, b, c) der kanonischen Ko- 
ordinaten (vgl. Nr. 6) verlegt sei. Gibt der Vektor a die Richtung der Geraden (a) 
an, so ist alsdann: 


(1) (a/c) =0, (a/b) +0, 
so daB, bei variablem u, 
(2) (Q/w) = u(a/w) 


der Ortsvektor eines beliebigen Punktes Q von (a) ist. Der Punkt Q hat, nach 
Nr.6 (1), die kanonischen Koordinaten: 


(3) Oo =0, % = — 2u(a/b), Q — — u(a/a), 
und nach Nr. 7 (5) stellen die Gleichungen: 
(4) v —9, t=— 2u(a/b), o = — u(aja) 


die von der Geraden (a) erzeugte Regelschraubenfläche in Parametern u,v dar; durch 
Elimination folgt die Flächengleichung: 

(5) t(a/a) — 2o(a/b) =0. 
Ist nun (a/a) = 0, also (a) zum Vektor b parallel, so ist die Gerade (a) der durch 
O gehende Strahl der Kongruenz (91), und erzeugt die gerade, geschlossene Regel- 
schraubenfläche [L] (Liesche Minimaldoppelfläche): 


(6) e = $(X/c)® + (X/b)(X/c) — (X/a) = 0. 


Im Falle (a/a) +0, wenn also (a) der Kongruenz (9t) nicht angehört, stellt (5) die 
schiefe, geschlossene Regelschraubenflüche: 


(7) — kt (aa) + e(a/b) = (&(X/c)* + (X/5)) (aja) 
+ (Xe) + (X/5)(X/c) — (X/a)) (a/b) = 0 
dar (die keine Minimalfläche ist, wie sich in § 5 ergeben wird). 
Beide Flächentypen sind von der dritten Ordnung und Klasse und gehören 


zu den Cayleyschen Regelflächen, ihre Erzeugenden treffen die Schraubungsachse. 
Der Ort der singulären Flächenpunkte (d. h. der Punkte mit isotroper Tangential- 


. ; >. _ fa/fa) ss, F(afa)7? 
ebene) ist nach Nr. 8 (11) die Schraubenlinie 7 = [ (ml , 0 = | Fk 


also bei den geraden Regelflächen deren (isotrope) Hauptschraubenlinie o = + = 0, . 
bei den schiefen eine anisotrope Bahnschraubenlinie. Bestimmt man zu den 
oo! Lagen, die (a) noch annehmen kann, diese singulären Örter, so erfüllen sie die 
Fläche: 
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(8) 4p? TU- 0 , 
eine Minimalschraubenfläche sechster Ordnung und Klasse (vgl. $ 6). 

10. Die offenen Regelschraubenflüchen. Liegt die Gerade (a) in keiner der 
Profilebenen, so gibt es stets einen Schraubenzylinder, der (a) berührt; der Be- 
rührungspunkt Q* heiße der Kehlpunkt der Geraden (a) Der durch Q* gehende 
Strahl der Kongruenz {Jt} trifft den Hauptzylinder in einem Punkte O, in den 
das Tetraeder O(a, b, c) der kanonischen Koordinaten verlegt sei. Alsdann hat 
der Punkt Q* die Koordinaten: 

(9) g —0, =", o =0, 
und der Vektor a, der die Richtung der Geraden (a) angibt, läßt sich in der Form: 
(a/w) = — (a/a)(c/w) — (a/c)(a/w), (a/c) +0 schreiben, so daß, bei variablem u: 

(10) (Qiu) = (Q*jo) + u {ET (cf) + (uw) 
den Ortsvektor der Punkte Q von (a) darstellt; die kanonischen Koordinaten 
von Q sind: 





(a/a) 
(a/c) 
Daher folgt denn nach Nr. 6 (3) für die Punkte X(o, o, r) der durch (a) erzeugten 
Schraubenfläche: 


(12) o=u+v, r—:* — u po — ku(r* — t — u*), 


(11) oe, =u, to = * —u?, gg = du(v*—t—u?), wo —T—4:* +3 





und hieraus durch Elimination von u die Gleichung der offenen Regelschrauben- 
fläche, einer Fläche vierter Ordnung [R,]: 

(13) 9 + (T— t*) (xc —T)? =0. 

Da nach (10) (a/a) = — 2(a/a)(a/c)*, so folgt, daß je nach dem Verschwinden oder 
Nichtverschwinden von t + $ v*. die Gerade (a) isotrop oder anisotrop ist. Der 
Schraubenzylinder v — * schneidet [R,] in der Schraubenlinie 9 — 0, v — t, der 
Doppelkurve der Flüche, die daher auch durch Verschraubung einer Bisekante dieser 
Schraubenlinie erzeugt werden kann. 

Dieses Resultat soll nun direkt abgeleitet werden. Sind P™ (0,, Op T1) und 
p? (Og Og, Ta) zwei Punkte, so stellt (P/w) = x(P)/w) + (4 — x)(P™/w) bei ver- 
änderlichem x die Punkte P der Geraden P! P® dar, und die Koordinaten e, o, t 
von P ergeben sich nach einfacher Rechnung: 

(14) o = xo, + (1 — x)og, T = xt, + (1 — x)t + x(1 — x)(o, — o9, 
e= x0, + (1 — x)og —$ x(1 — x)(1 —2x)(o, — 03)? —4 x(1 — x) (o, — 02) (T1 — Ta). 
Hieraus folgt in unserem Falle: Sind (o,, o, T), (de, 0, 1) zwei Punkte der Schrauben- 
linie (p, t), so hat jeder Punkt Q der Bisekante die Koordinaten: 

(15) Cp — x0, + (1 — x, To = T + xl — x)(o, — o4), 

0, = 0 —+xll — x)(1 — 2x)(o, — o,)*, 
insbesondere der Mittelpunkt Q* die Koordinaten: 
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(16) o* = 4(0, +0, t*=T +4(o,—<o,)*, o*—0, 
woraus denn: 

(17) To — t* = — +(1 — 2x)?(o, — 03)? 
folgt. Die Bahnschraubenlinien der Punkte Q sind nun durch die Gleichungen 
0= 0), 0=0,+%, t= tQ gegeben, aus denen, nach (15) und (17) durch Eh- 
mination von x, die Gleichung der Regelfläche: 

(18) 9(o eo” + (v — Tr — 1) = 0 
sich ergibt, die durch eine Koordinatentransformation in die Form (13) über- 
geführt werden kann. Hiermit ist das zuvor ausgesprochene Resultat bestätigt. 
Die Doppelkuree der [R,] wird zur Rückkehrkante, wenn 7 = t* ist; dann folgt 
aber aus (16) o, = o,, d.h. die Bisekante wird zur Tangente der Schraubenlinie 
(0,7), und [R,] ist alsdann die Tangentenfläche einer Bahnschraubenlinie, deren 
Gleichung (nach (18)): 

(19) 9(o — e)? + (Tr —7T)} = 0 
nun aus (15) nur durch einen Grenzübergang gewonnen werden kann; dieser ist 
aber in den Formeln Nr. 6 (4) bereits geleistet, durch Elimination von q folgt aus 
ihnen genau die oben angegebene Gleichungsform (19), welche also die Torse einer 
anisotropen (t +0) oder isotropen (T=0) Schraubenlinie darstellt. 

Bei den Regelflächen, die nicht Torsen sind, ist die Bahnschraubenlinie 
des Kehlpunktes P*, die Kehlschraubenlinie, zugleich Striktionslinie der Fläche, 
falls deren Erzeugende anisotrop sind (r + 37*+0). 


8 4. Schraubenflächen fester Krümmung. 
11. Zur Bestimmung der Flächen fester Gaußscher Krümmung X, dient 
nach Nr. 8 (14) die Differentialgleichung: 
(1) So(e'T’ — ot’) — Tr! —16K,D'=0, 4D! — — t1? — 40". 
Sieht man von den Flächen r = konst. ab, die als Zylinder zu den Flächen ver- 
schwindender Krümmung gehören, so kann man, wenigstens in einem gewissen 
Bereiche, t statt u als Variable einführen, und hat alsdann die Gleichungen: 


ce) d 
2 — __ — — — 2) — 
(2) 4 D 7—4(2), 4K,+2(D-)=0. 
Für die Flächen vom Krümmungsmaße Null ist daher D? = const. = — 41, +0, 
und es folgt: 
(3) 9(o — eo? + (v — v9)? = 0 


als Gleichung der Flüchen; es sind dies also, wie zu erwarten war, die Torsen der 
anisotropen Bahnschraubenlinien. 


Im Falle K,4- 0 folgt aus (2): D" = —4(K,r + a), a = const., und: 


ce) — 1 — ar — Kot? 
(4) 1 GE u Kyt+a ° 


so daß im allgemeinen + eine elliptische Funktion von o sein wird. Es gibt demnach 
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transzendente Flächen festen Krümmungsmaßes, die durch elliptische Funktionen 
dargestellt werden können. 
12. Die Schraubenröhrenfläche. Das elliptische Differential (4) wird rational, 
wenn a? +4 Kj — 0, (K, +0) gewählt ist. Setzt man alsdann: 
6) a=, also (7 
so folgt als Integral von (4): 
(6) 9(9 — g*)* + (r— z*)(z--à:*) — 0, — g* = const. 
Die Fläche besteht aus zwei Mänteln, den beiden Werten von t* entsprechend; jeder 
dieser Mintel ist aber nach Nr.3 (13) eine offene Regelschraubenflache [R,] mit isotropen 
Erzeugenden. Daher bilden die beiden Mantel die Hüllfläche einer Schar von Kugeln 
mit dem festen Radiusquadrat — 4 1**, deren Mittelpunkte auf der Hauptschrauben- 
linie (v — 0) liegen, und die man als Schraubenröhrenfläche bezeichnen kann *). 
Dieses Resultat läßt sich leicht direkt bestätigen. Ist X(o,o, v) ein Punkt 
der um den Mittelpunkt M(o*, o*, rt — 0) beschriebenen Kugel: 


(X — MIX — M) + 1318 — 0 = — (X — M/b)* — 2(X— Mja)(X— Mic) +4", 
so folgt nach Nr.6 (2) die Kugelgleichung in kanonischen Koordinaten: 
(7) —4(e* — 0) — 2«(o* — o) + 8(o* — o)(o* — o) + à — 1 — 0, 

die bei veründerlichem o* zugleich die Kugelschar darstellt. Leitet man daher (7) 
nach o* ab: — 4(0* — 0)? — t(o* — o) + 2(o* — o) — 0, und eliminiert aus 
beiden Gleichungen den Parameter o* — o, so erhält man die Gleichung der Hüll- 
fläche in der Form: 9(o — o*)* + (t + t*)(t + à:*)* — 0, die mit (6) über- 
einstimmt. 


S 5. Minimalschraubenflächen. 

13. Zu den Minimalschraubenflächen gehören nach Nr.8 (14) zunächst die 
Schraubenzylinder + — const. sowie die Lieschen Schraubenflächen o = const.’). 
Nach Ausschluß dieser Fälle bleibt als weitere Lösung der Differentialgleichung 
die folgende: 

(1) 9(e — 00)? + (4 —a)t®? =0, 09, a +1 const. 

Hierbei ist der Wert a = 0 auszuschließen, der nach Nr. 8 (11) auf die Torsen 
isotroper Schraubenlinien führt (vgl. auch Nr. 10); die Gleichung der Fläche in 
gewöhnlichen Koordinaten lautet, wenn man noch durch eine Koordinatentrans- 
formation o, zum Verschwinden bringt: 


(2) {(X/c)® + 3(X/b)(X/e) — 3(X/a)}* — (1 — a) (X/c)* + 2(X/6)j* = 0. 


Diese Fläche 6. Ordnung soll nun eingehender untersucht werden. 


*) Diese Serretsche Fläche ist von Æ. Study [L. 4] S. 278 untersucht und als Schrauben- 
fläche bezeichnet worden. 
7) Vgl. [L. 5] S. 147. 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 8. 21 


158 Wellstein, Flächen isotroper Drehungen und Schraubungen. 


8 6. Die Minimalschraubenflächen 6. Ordnung und 6. Klasse. 


44. Die isotropen Kurven der Fläche. Führt man in die Flächengleichung 
Nr. 13 (1), in der o, = 0 angenommen werden kann, statt a die neue Konstante 


(1) Ax(1 — x) = E ein, so folgt x(1 — x)(1 — 2x) +0, 


und die Gleichung geht über in: 

(2) 36 x(1 — x) o? — (1 —2x)?*:1* = 0 
Erklärt man o in der Umgebung einer Stelle x, + 0 als eindeutige Funktion von 7, 
so ist nach Nr. 8 (10): 


2 x 2 (1 — x) 1 
3 {a — —— ^dv| dc AM LE, th dv = 0 
e Vxü-—»x | PTE" 
die Differentialgleichung der isotropen Flachenkurven; es gehen somit durch den 
Punkt X{(v,, v, 2- 0) die beiden, voneinander verschiedenen Kurven: 


(4) ra — d — c (v — vg) =0, c — ris + (0 — v9) = 


Vx — x) Vx — 


Diese Kurven berühren den Hauptzylinder v = 0 je in einem Punkte: 
po | v = Vy — Vet Zn — x) cis, 01 = T = 0 | , 
pn] v, =% + VE, Og = T2 =o}, 


die Punkte liegen auf der Schraubenlinie o = * — 0, die als Schnittkurve von 
Hauptzylinder und Flüche selbst isotrope Flüchenkurve ist; sie sei die Haupt- 
schraubenlinie (Lg) der Fläche genannt. 

Dem durch den Vektor x P + (4 — x) P? bestimmten Punkte kommen 
nach Nr. 10 (14) die Koordinaten v = ty, 9 = 09, t = To zu, d.h. er ist mit X? 
identisch. Sonach ergibt sich folgendes erste Resultat: 

Sind Plo=p, o=r=0) und Q(o=q, o=t=0) zwei voneinander 
verschiedene (p +q) Punkte der Hauptschraubenlinie (Lg), so hat der Punkt X, 


der die Sehne PQ im Verhältnis Sr — x teilt, die kanonischen Koordinaten (vgl. 


Nr. 10 (14)): 
(5) v—xpct(i—x)q, t*-—x-—x)(p—ay, 
e= —i4x( — x) (1 —2x)(p — 9)", 
liegt also auf der Fläche (2). Hieraus folgt die neue Flächendarstellung: 
(6) — (X/w) = x{—4fp ce + ip*b + pa/w} + (1 — x) {—4qre + $9*b + ga/w}. 
Da nun die Punkte P, Q voreinander nicht ausgezeichnet sind, so erhält man auch 


‘ 


einen Flächenpunkt X’, wenn man die Sehne QP im Verhältnis = = x, oder 





die Sehne PQ im Verhältnis QX _ 1 —- x teilt, wie man aus (5) sofort bestätigt. 


a) 
= 
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Die Fläche entsteht daher als Ort der Punkte, welche die Sehnen der Haupt- 
schraubenlinie (Lg), wie man sagen könnte, „von beiden Seiten her“, im Ver- 
hältnis x teilen; sie sei daher als Sehnenteilungsfläche [T,] bezeichnet §). 

Nach (6) gehen durch den Punkt X(t +0) die beiden isotropen Flächenkurven 
p = const., g = const., also selbst Lyonsche Schraubenlinien, die aber nicht gegen- 
über der die Fläche erzeugenden Gruppe {S;} invariant sind. Diese Gleichung 
stellt daher zugleich eine Translationserzeugung der Fläche dar. Die Kurven p = const., 
q = const. berühren den Hauptzylinder v — 0 in den Punkten P,Q der durch X 
gehenden Bisekante von (Lg). 

Durch einen Punkt Q von (Lx) geht zunächst die isotrope Flächenkurve 
(Lu) selbst. Nun liegen aber auf jeder Bisekante von (Lx) durch Q zwei Flächen- 


punkte X, X’, und wegen des festen Wertes der Teilverhältnisse $5 = x, 
QX' 
QP 
gelegene Kurven, also selbst zwei isotrope Schraubenlinien. Demnach ist (Lg) 
der Ort der singulären Flüchenpunkte (D — 0); durch jeden Punkt Q gehen außer 
(Lg) noch zwei isotrope Flächenkurven mit gemeinsamer Tangente in Q. 

Der Ort der Bisekanten von (Lg) durch den festen Punkt Q ist der Dreh- 
kegel (man verlege für den Augenblick den Vektorenursprung O nach Q): 
(X/X) —4(X/b)? = 1 x(1 — x)pq(p — q)* = 0, der also die Fläche [7,]in den iso- 
tropen Kurven p = 0, g = 0, p — q = 0 schneidet, welche sämtlich durch Q gehen. 
Demnach ist das zuvor ausgesprochene Resultat bestütigt; die durch einen Punkt Q 
von (Lg) gehenden isotropen Flächenkurven liegen auf dem Bisekantenkegel mit Q 
als Spitze. 

Die Fläche [T,] ist der Tangentenfläche von (La) einbeschrieben, (Lu) also 
Rückkehrkante der Fläche. 

15. Algebraische Untersuchung der Fläche. In homogenen Koordinaten ist 
nach (6): 

(7) X,:X,: X45: X, — (X/c): (X/b): (X/a): 1 

= —{xp + (1 —x)q}: — 4 xp + (1 — %)g*}: Exp + (1 — x) gq}: 1 
eine Parameterdarstellung der eigentlichen Punkte der Fläche [7,], aus der, in 
Übereinstimmung mit (2), die Flächengleichung sich ergibt: 


(8) An (1 — x) {Hf + 8% Le Xe IH + (1 — 22 (1 22,8 = 


Ist X,r, + X,r, + X3f3 + Xr, = 0 die Ebenengleichung, so folgen nach einfacher 
Rechnung die Parameterdarstellung: 


(9) 2: 2g: 15: La = —6pg:6(p+g):12: (xp*(p —3q) + (1 — *) g2(g—3p)} 
sowie die Gleichung: 
(10) {+ Stilets — Stat} — (1 — 2x)? {x3 + 255 = 0 


#) Zu dem nach (1) ausgeschlossenen Werte x = 4 gehört bekanntlich die Liesche Minimal- 
doppelfläche, wie auch aus (5) sofort erhellt. 


— 1 — x sind die Örter dieser Punkte zwei zu (Lg) in bezug auf Q ähnlich 





21° 
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in Ebenenkoordinaten. Die Fläche [T,] ist somit von der sechsten Ordnung und 
Klasse?). Der Schnitt der beiden Flächen X? --3X,X,X, —3X,X1 — 0, X1 + 2X,X, = 0, 
der Lieschen Schraubenfläche [L] und des Hauptzylinders, ist der Ort der singuláren 
Punkte von [7,] Es sind dies die Gerade (f,)(X, = X4, — 0), die Schraubungs- 
achse der Gruppe, sowie die Hauptschraubenlinie (Lg) (in (7) die Kurve p — q); 
beide Orter haben den Punkt F,, den Fundamentalpunkt der Gruppe, gemeinsam, 
(f,,) ist Tangente von (Lx) in Fy, X, — die zugehörige Schmiegebene (die un- 
eigentliche Ebene [e,]). Das Koordinatentetraeder ist also ein Schmiegtetraeder 
der Kurve (Lx). Die Fläche [7,] hat, wie bereits gesagt, die Schraubenlinie (Lx) 
zur Rückkehrkurve. Der Punkt F, ist vierfacher, die übrigen Punkte von (fy) sind 
dreifache Flächenpunkte; alle Punkte von (fy) sind uniplanar, mit [e,] als Tangential- 
ebene. Die Geraden der Ebene [e,] schneiden (berühren) die Fläche in, sechsfach 
zu zühlenden, Punkten von (f,). 

Diese Singularitäten der Fläche prügen ihren ebenen Schnitten besondere 
Eigenschaften auf; es seien nur behandelt die Schnitte mit den Profilebenen (den 
Ebenen durch (f,)), den Tangentialebenen des Hauptzylinders sowie den Schmieg- 
ebenen von (Lu), wofür unbeschadet der Allgemeinheit die Ebenen X, = 0, X, = 0, 
X; = 0 genommen werden können; diese Ebenen sind die Flächen des von 
0(0:0:0:1) ausgehenden Dreikants der Vektoren a, b, c, und zwar ist (a) die 
Tangente von (Lg), (b) der durch O gehende Strahl der Kongruenz (9t) (vgl. 
Nr. 6), (c) verbindet O mit F4. 

Die Ebene X, = 0 schneidet [7,] auBer in der dreifach zühlenden Geraden 
(fs) in der Kurve dritter Ordnung und Klasse: 

(41) 9x(1 — x)X3X, + 2(1 — 2x)? X3 = 
diese Kurve hat in O eine Spitze mit der Geraden (b) als Spitzentangente, in F, 
einen Wendepunkt mit (f,) als Wendetangente, und ist durch diese Eigenschaften 
im wesentlichen bestimmt. Die Fläche [7,] entsteht durch Verschraubung dieser 
Profilkurve. 

Die Ebene X, = 0 berührt den Hauptzylinder in O, trifft [e,] in einer Geraden 
(h,), welche den a. K. in G, und F, schneidet, und trifft die Flache in dem Paar 
(zueinander kongruenter) Kurven dritter Ordnung und Klasse: 

(12) X?— AX,X1 = 0, 45 — XX? = 0, wo 

A+u=24x(1 — x), Au =36 x (1 — x) und 
(A — u)? = — 144 x (1 — x) (1 — 2x)? +0. 
Jede dieser Kurven hat in O einen Wendepunkt mit (a) als Wendetangente, in 
F, eine Spitze mit (h,) als Spitzentangente. 

Die Ebene X, — 0, die Schmiegebene von (Lg) in O, schneidet [es] in der 
Geraden (g,), der Tangente des a. K. in G,, welche den Pol H, von (hy) bezüglich 
des a. K. enthált. Die Schnittkurve mit der Flüche besteht aus dem Tripel von- 
einander verschiedener Parabeln: 


*) Die isotropen Flächenkurven haben den Rang vier, der absolute Kegelschnitt (a. K.) hat auf ihren 
Tangentenflächen die Multiplizität eins; daher ist nach S. Lie, Beiträge zur Theorie der Minimal- 
flächen I, Math. Annalen Bd. 14 (1879) S. 351 die Klasse der Fläche gleich sechs. 
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(13) (31 -- aX3,X,) HEHE HE + y X4 X4) — 0, wo 
a+ß+y=6, aB+Bytya=12(1—x+ x), aBy —8(1 — 2x), 
(a — BY (B — y)*(y — af = — 2.3 (1 — xj (4 — 22 +0. 
Diese Parabeln gehóren dem Kegelschnittbüschel an, das in O die Gerade (a), 
in H, die Gerade (g,) berührt. 

16. Zweite Parameterdarstellung der Fläche. Vermöge der Darstellung (6) 
werden: 
dà A-6706 F-ix —9p—9. DI=—M, 
D,L,—4x0 —x)(p—4*, M,—0, DIN; = —4x(1 —x) (p —9) 
die Fundamentalgrößen der Fläche für die Parameter p, q. Hieraus ergeben sich 
das Gaußsche Krümmungsmaß: 

4 1 

(15) RE TE zer), 
sowie die Differentialgleichungen : 

(16) xdp?+(1—x)dg? 20, xdp? — (1 — x)dq? =0 
der Krümmungs- bzw. Asymptotenlinien, deren erste in den ursprünglichen Para- 
metern die Form: 

(16 a) 4 rdv? + di* =0 
besitzt. Nun hat die Ebene, welche den Hauptzylinder längs einer Erzeugenden 
9 =v, t — 0 berührt, in kanonischen Koordinaten die Gleichung (v — ©)? + 7=0; 
fordert man nun, daB sie den Punkt X? (v = 4, t = ty + 0) enthalte, so folgt 

(17) v—v = + (VW—t—V— x) 
als Gleichung der durch X9 an den Hauptzylinder gehenden beiden Tangentialebenen. 
Diese Gleichung ist zugleich das Integral der Differentialgleichung (16 a), und hieraus 
folgt das wichtige Resultat: 

Durch einen nichtsingulären Punkt X? gehen zwei (reguläre) ebene Krümmungs- 
linien, die in den Tangentialebenen des Hauptzylinders liegen und die Kurve (Lu) 
berühren; durch einen singulären Punkt geht eine ebene reguläre sowie die Kurve (Lz) 
als singuläre Krümmungslinie. Die Fläche [T,] gehört somit zu den Enneperschen 
Minimalflächen. Die Krümmungslinien sind die in (12) dargestellten Kurven. 

Die Asymptotenlinien der Fläche sind von der dritten Ordnung. Aus (14) und 
(15) leitet man weiterhin den Satz ab: 

Sind [T,], [Tz] irgend zwei der betrachteten Schraubenflächen, bezogen auf 
ihre Parameter p,q, p, q, so werden durch die Abbildungen (bei konstantem a, b): 


(18) p=a(p+b), q —a(q-- b); oder p —— a(g+b), q — —a(p t 5) 
die Flächen isometrisch aufeinander bezogen, wenn: 
5*0 — x) 
(19) * — X6 —X) 
gesetzt wird, und dies, sind die einzigen Isometrien zwischen beiden Flächen; die will- 


kürliche Konstante 5 entspricht einer Verschraubung einer Fläche in sich, welche 
also die Isometrie nicht aufhebt. Es gibt somit vier wesentlich verschiedene Iso- 
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metrien, da bei gleichzeitiger Vertauschung von p und g, x und 1 — x die Fläche 
[7,] ungeändert bleibt (vgl. Nr. 14 (6)). 

17. Die zweigliedrige projektive Gruppe der Flächen [T,] Die Flächen [T,] 
bilden einen metrischen Spezialfall einer allgemeineren, von Lie ) aufgestellten 
Flächenklasse, nämlich der Flächen 6. Ordnung und Klasse [€], welche eine zwei- 
gliedrige Gruppe automorpher Kollineationen gestatten. Jede dieser Flächen [2] 
enthält eine irreduzible Rückkehrkurve 3. Ordnung (Lu), die Tangente eines 
Punktes F, von (Lg) als dreifache Gerade (f,) sowie eine ausgezeichnete Ebene 
[eu], die Schmiegebene von (Lx) in F, und Tangentialebene der Fläche längs 
ihrer dreifachen Geraden (f,); die Tangentenflüche von (Lg) schneidet [e,] (außer 
in (f,)) in einem irreduziblen Kegelschnitt (Ka). Jede Kollineation, welche die 
Kurve (Ka) in den absoluten Kegelschnitt überführt, verwandelt die Fläche [X] in 
eine Minimalschraubenfläche [T,], und umgekehrt. Daher übertragen sich alle zuvor 
gewonnenen Resultate ohne weiteres auf die Flächen [27], falls man nur alle metrischen 
Aussagen projektiv faßt; hierauf näher einzugehen ist indes hier nicht der Ort. 
Dagegen sei die zweigliedrige Kollineationsgruppe behandelt, die sich in kanonischen 
Koordinaten besonders einfach darstellt. 

Die automorphe Kollineation einer Fläche [2] muB jedenfalls die Rückkehr- 
kurve (Lg) 3. Ordnung invariant lassen, zugleich aber die Ebene [.e,], die Gerade 
(fs) sowie den Punkt F,; sie führt daher auch den Ort der Schmiegstrahlen von 
(La), welche (f,) treffen, in sich über, also eine Cayleysche Regelfläche 3. Ordnung 
[2] (die zu der Lieschen Schraubenflüche kollinear ist). Diese gestatten aber 
nun nach Lie 1) eine dreigliedrige projektive Gruppe (85), und in ihr muB die ge- 
suchte zweigliedrige Gruppe {@,} der Flächen [©] enthalten sein. 

Um nun zunächst die Gruppe {@,} aufzustellen, wähle man das Koordinaten- 
tetraeder als Schmiegtetraeder der Kurve (Lg) so, daB die Gleichungen X, — 0 
die Ebene [c,] X, = X, — 0 die Gerade (fu), X, — X, = X, — 0 den Punkt F, 
darstellen; alsdann hat die Fläche [2] die Gleichung: 

(20) X3--3X,X,X, —53X,X1 —0, 


und für die gesuchten automorphen Kollineationen X-.X dieser Fläche findet 
man nach einfacher Rechnung die Gleichungen (mit x =+0): 

Q1) Kid: Ks: u = (ek, — AR}: {x AX, + PE, + n X4) 

(xu X, — x?2X4 + x* X5 — (4 A3 + Ap) X4): X4. 

Sie lassen sich durchsichtiger schreiben bei Benutzung von Koordinaten, die nur 
für die nicht in [s,] gelegenen Punkte erklärt werden sollen: 

Als kanonische Koordinaten o, c, x eines Punktes X sollen bezeichnet werden 
die Parameter: 


$i le He _ __ yo 4 2), Xs po? + 3ot — e, oder: 
(22) X, X, X, 
oh, pa — 1 et 4.28, 8,}, 30 = ae (EE HILL EEE. 
X, X1 x ® 





10) Vgl. (L. 2] S. 213, 218. 
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Bei Verwendung dieser Koordinaten gehen die Gleichungen (21) über in: 





(23) oe = x50, o=xot+ A, T=ÄtT— MR —2u 
und stellen die gesuchte dreigliedrige Gruppe {®,} dar, mit der Parameterkomposition: 
(24) X —xX, A=KALA, d —Xg- pg —kAÀ. 


Bei den Flächen (Z) bleibt nun außerdem die Kurve (Lmg)(o = v — O0) 
invariant, und daher wird A? + 24 — 0 sein müssen; in der Tat stellen alsdann 
die Gleichungen: 


(25) Q—x'o go=xo+A, t = xt 





eine zweigliedrige kontinuierliche Gruppe {@,} dar 11). Diese läßt nun, wie aus (25) 
unmittelbar ersichtlich, die durch den Punkt (09,09, To) gehende Bahnfläche: 

(26) en — To = 
invariant, also im Falle 90$ + 73 = 0 die Tangentenfläche 4. Ordnung von (La), 
im Falle 992 + r5+0 dagegen die in Rede stehende Fläche [T] 6. Ordnung und 
Klasse; diese Flächen sind somit W-Flächen der Gruppe {@,}. 

Die Gruppe {®,} läßt, wie aus (22), (25) ersichtlich, den Kegelschnitt 
(Ka): %, =0, £2 +2%,%, — 0 invariant, und daher lassen sich die Transforma- 
tionen der Gruppe als Ähnlichkeiten (mit (K,) als absoluten Kegelschnitt) auf- 
fassen, und die in {®,} enthaltene eingliedrige Untergruppe (x — 1) entspricht dann 
der Schraubungsgruppe, welche die Flächen [T,] erzeugt. 

18. Schraubenflächen und Nullsystem der Schraubungsgruppe. Ordnet man durch das mit der 
Gruppe (S;) verbundene Nullsystem dem Punkte X(e, o,r) einer Schraubenfláche [S;]: 0 = e(r) (von 
den Schraubenzylindern r = const. abgesehen) den Nullpunkt X seiner Tangentialebene zu, so ist der 


Fläche (Sj) eine Schraubenfläche [3;] sugeordnet, der Ort der Punkte X, die in Parametern folgender- 
maßen dargestellt wird (der Akzent bezeichne die Ableitung nach 1): 

(27) V—9—9p, r=—1—40%, O=e+t fe". 
Hieraus folgt, daß durch diese Transformation der Fläche [S;] wieder die Fläche [S;] zugeordnet 
wird. Jede Liesche Schraubenfläche o = const. wird somit auf sich selbst bezogen. Dagegen geht eine 
Fläche [Tz] mit der Gleichung 9(e — e,)* + (1 — a) * — 0, a(1 — a) +0 (vgl. Nr. 13 (1)) über in eine 
Fläche derselben Art mit der Gleichung 9(6 — 00)? + (1 — a)1? = 0, wo aa — 1 ist; insbesondere sind 
daher die Flächen [Tx] mit dem Parameter «= — 1 oder 2x = 1+ V2 gegenüber der Transformation 
invariant. 

Es gehen somit Minimalflächen wieder in Minimalflächen über, und zwar so, daß Asymptoten- 
linien wieder Asymptotenlinien entsprechen, während den isotropen Kurven der einen Fläche die 
Kriimmungslinien der homologen Fläche zugeordnet sind. 


1) Vgl. [L. 5] S. 149 
Karlsruhe, den 16. April 1925. 
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Uber die linearen Differentialgleichungen, die in bezug 
auf die lineare gebrochene Transformationsgruppe 
invariant sind. 


Von D. Grawe in Kiew. 


1. Betrachten wir die Differentialgleichung 


a” 
(1) an + Pat te + Pay =0, 
wo die Koeffizienten P, gegebene Funktionen der vier Punkte z, a, b, c der kom- 
plexen Ebene sind 
P, = P, (2, a, b, c). 
Nach der Transformation 








(2) 1-55. A=AD—BC+0 
entsteht die Gleichung 
dy, » ad" ty TEN 
dz'n +Pı dz + soot Pay = 0. 


Wir nennen die Gleichung (1) invariant in bezug auf die Transformation (2), 


/ 


wenn die neuen Koeffizienten P, ebenso durch die neuen Werte 2’, a’, b', c': 
Aa +B Ab’ +B Ac +B 
"Ca + D’ Co +D’ ‘Ce +D 
sich ausdrücken, wie die alten Koeffizienten P, durch 2, a, b, c, d.h. 
Pi = Pı(z’, a’, b’, c’). 


Wir werden auch sagen, daß die Gleichung zur Gruppe G gehört, falls sie invariant 
in bezug auf G ist. 

2. Wir stellen uns die Aufgabe, alle Gleichungen (1) zu finden, welche zu 
der allgemeinen Gruppe (2) gehören, d. h. wenn alle Koeffizienten A, B, C, D will- 
kürliche reelle oder komplexe Zahlen sind. 

Zunüchst führen wir einige Bezeichnungen und Grundformeln ein: 

dz (Cz + D} — C(Cz --D) _ m 
dz A A j 


a b= 


0, 
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Wir haben 





und allgemein 





wobei N$ — 1. Eine abermalige Differentiation der letzten Formel gibt für N” 


die rekurrenten Beziehungen 
NEU = (2k —1+4) NP, + NP, NE = (k +1) NPY. 
Die wiederholten Summationen geben den allgemeinen Ausdruck 


k (k —1)*(k — 2)? --- (kK —1+1)*®(k — 1) 


(+1) _ 
NT = 4-2-3---] , 


wo die mittleren Faktoren den Exponenten 2 und die extremen den Exponenten 1 


haben. Bemerken wir nebenbei noch 
ND, =1-2-3---k 
NS” NS? = m Ne(n>k>1>m), 
wo [i] die Binomialkoeffizienten der Entwicklung (1 + 2)* sind. 


3. Bemerken wir noch folgende Formeln: 








db D Ov» C Ow D Ow C 
OA ^ A" Bar Ha a" 9B 4° 
60 | D Cr+D, O0» C Cz -D 
oc at. 4 ^ àp^ ata 
Ob Ov Ob Ob 
9» — D 2AD-CB, Ow C A, 
9C | A. AC ' OD A A 
Om Ot Om ow 
1 _C’+D C(Cz + D) (Cz + D)? A _ 
(4) zweigt 4 =a A7 +B 
1 (Cz +D)(Ca +D) , C(CzZ --D) 0 
9) za" A(z’ — a’) + A | Z--a 
b —a ".b'—a' 
° e-sae-5 Wen 
4. Nach (3) bekommen wir für k —1,2,3,..., n —1 
k 
(7) pt Pi = V NET” Pinot, 
=0 
wo P, = 1. 
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Wenn wir beachten, daB 
| Az +B Aa +B Ab+B Ac +B 
— — p a I 10 eT in 
Pr = Pia, a, b, c) P( p Ca --D' Cb —--D' Cc +D 
ist, so müssen wir (7) als eine Identitàt in bezug auf die Veründerlichen z', a', b, C, 
A, B,C, D betrachten. Für k =n haben wir 


(8) o* P^ — P, . 


5. Unsere Methode zur Lósung der Aufgabe besteht darin, daB wir die 
Identitäten (7), (8) nach A, B, C, D differenzieren und dann aus Kombination 
der Resultate partielle Differentialgleichungen für die Funktionen P, erhalten. 
Diese Differentialgleichungen geben die allgemeinsten Ausdrücke, die die Identi- 
täten (7), (8) befriedigen kónnen. Im allgemeinen Falle, da diese Differential- 
gleichungen nur notwendige, aber nicht hinreichende Bedingungen sind, braucht 
man noch eine Ergünzungsuntersuchung, um die erhaltenen Formeln an die Identi- 
täten (7), (8) anzupassen. 

6. Wir wollen zunächst die einfachere Identität (8) untersuchen. Die Diffe- 
rentiation nach A und 2 gibt 





aa prov va pr 90 
(9) Ss Cz Cz. p Barry I Cz' D =" Pa OB: 


e alg wir zur Abkürzung 
z' OP, 2 OP, a OP, V OP, c 


ER EN 


az cz FD Or Cr 4D* aca t Dt ace FD 8c ce 4 D 
Multiplizieren wir (9) mit A und B und addieren: 
OP, 
(10) 2 3; 2 = —AP,. 


Die Funktion P, muß homogen vom Grade — n sein: 








(11) P, — - n(U, v, w) , 
wo 9, eine willkürliche Funktion der drei Argumenten 
z z Z . 
u=—, v=—, w=— I&. 
a b c 
Differenzieren wir (8) nach C und D: 
OP, z' Ov o P. 1 Ob 
___* n—ı D’ — "2 = n— — 
à; ^Cz 4D "Pe: 61 ‘Cr+D 7 P 3p 
Multiplikation mit A und B und Addition gibt 
(12) dt gt = —2nzP,. 


Substituiert man (11) in die partielle Differentialgleichung (12), so entsteht die 
Gleichung 


02, 04, In, 
Qu (u — 1) + Qv (9 —1) + 
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Ihr allgemeines Integral ist 





1 
2, = (a — 1p Aria, B), 
wo 11, eine willkürliche Funktion der zwei Argumente 
a-ı-1_2cab pleat linet 
v—1 z—b a’ w—1 z—c a 
ist. 
(14) P, = [zp] Hata BD. 
7. Man muB jetzt den Ausdruck (14) in die Identität (8) substituieren: 
| SPA = b z'-—ac 
'(z' — a’) z—ba'z-—c 7) 
——— [m (: —a " z—ac 
- zo 2 "z—ba'z—ca 
aber 
a p Aa +B 


z(z—a) (Az + B) (z' — a') | 
z—a b z —a Ab’ +B z-ac z —a Ac +B 


— 17 7 17 —— (m en 


Bezeichnen wir B. o und lassen wir die Striche der Buchstaben weg, so er- 











A 
halten wir die Identitat | 
nette itio nei it 
+o) "\z—ba+o’ z—ca+o/ LzI "\z—ba’ z—c 


Differenzieren wir diese Identität nach o und setzen nachher e= 0, so erhalten wir 

Ol], (a —b)z , OIL ems _ | | 
Oa z—b)ja Of (z—c)ja ^ "^ I, 
oder 


OIT, OIT, 
Aa (—1 + S; 0—1 = ally. 





Die Integration gibt 
(15) Il, = (a — AY F,(y), 
wo P, (y) eine willkürliche Funktion eines Argumentes 


a——— en eee eee 
—M 


ist. 7, enthält die Veründerlichen z, a, b, c nur in der Verbindung y; sonst aber 
nicht. 
Die GróBe y als Doppelverhältnis von vier Punkten ist invariant, d.h. 


—— 
—— en — HÁ—€—áa 
— 


Aus (14) und (15) erhalten wir endgültig 
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b—a ^ 
(16) p, = Sa P,(y) - 


Die Formel (6) zeigt, daB der Ausdruck (16) wirklich der Identität (8) genügt 
und die damit erhaltene Funktion P, zur gesuchten Lösung der Aufgabe gehört. 


7. Viel schwieriger ist die Untersuchung der Identitäten (7) für die anderen 
Koeffizienten P,. Wir wollen in analoger Weise verfahren. Schreiben wir die 
Identität (7) folgendermaßen: 


k—1 
(17) P, = dt % — 20 Pitt. 
0 


Differenzieren wir nach A: 


9Pi zZ _ oa a (n—l) | 
278: Cz +B A kb Py SNS (k — D) Pıw 


_ OP z' 
_ QD pet ST 
SN 2, 3i Cz + D' 
Durch Differenzieren nach B und Kombination erhalten wir 
k—1 


(18) 2 à Lg -— [kot P; — Y (k — 1) NEP Pro} 
zm 


_ PL New 55 OP, 
Es ist möglich nachzuweisen, daß für alle Werte von / 


ist. Zu diesem Ende genügt es vorauszusetzen, daß die Gleichung (19) für alle / 
kleiner als k richtig sei, dann gibt die Gleichung (18) 


Ó “+ = (n—I) 
>» > Z - —k [wp — > Ni Part] = — kPa, 
0 
Die Richtigkeit von (19) für den Fall k =1 erhellt unmittelbar aus (18). Auf 


diese Weise ist die Gleichung (19) für alle Werte | = 1, 2,3,...,n — 1 bewiesen. 


8. Wir wollen jetzt die Gleichungen für P; herstellen, die der Gleichung (12) 
analog sind. Differenzieren wir die Identität (17) nach C und D: 








OP, zz lg, Ob © (Dp py, OW 
2 8: "Cz 4 D 7 Peace ZU DNE Pat oe 


zz 


" k—1 Ne wr 0 Pr, z' 
e on "Cz + D 
àP A _ 

d: 207 TD IB 


Multiplizieren wir diese Gleichungen mit A und B und addieren: 
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OP, , pen ar k— 
(20) — 2; az 23 =2kzutP, — (k — D) Ni— P; —1(4 + 2 zw) 


=0 





Y yoo - OP, : 


Der Fall k —1 gibt 





ors = 2zv P, — NU 4 + 22) 
= 2z(o Pi — NY m) — NP =2zP, — NT 
oder 
oP n 
3; ^ = Ni” — 2zP,. 


Der Fall k =2 gibt nach allen Rechnungen 
2, Orr — PNY? — 4zP,. 





Os 
Daraus kann man eine Hypothese fir den allgemeinen Fall machen 
(24) xe 2 = NOY p_, —2lzP. 


Und wirklich führt nach (20) diese Hypothese, falls sie für /=1,2,...,k—1 
richtig ist, zur Richtigkeit der Formel oo für | =k. Wir haben nämlich 
ED = 2kztt Pi — Y (k —D NSS? Pin (1 +2zm) 


=0 


k—1 
+ 2 NS ww’ "(NYY p, | — 212 Py) 
» 0 | 


k—1 k—1 
= 2kzPı + 2kz Y NEC Pw — 22 V" (k — D) NE Pu wot 


(220 (zz U 


Ses 
— 27 [Ni P,twt- 
k—1 k—1 | 
— S(k—I NEP Pw 4 OS NEP NP D Pitt, 
=0 =0 
NE No» _ (k —|+ DNE. 
Wir erhalten die Gleichung (21) für / =k. 
9. Wir haben also ein System partieller Differentialgleichungen 


um sam hen XO s NEU B, 2A 
(k =1,2,...,n—1). 


aber 








Die Integration der linken Gleichungen gibt 
1 
P, =F Qu, 9, w), $$, = 1. 
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Die rechten Gleichungen kénnen in folgender Gestalt geschrieben werden: 


(28) 22 y —1) + SE (s —1)4 95 (20 —1) = NI "YQ, , — kQ, 


du dv dw d Q, 


ui v—1 w—1 «ONCOL  — 


Nun bekommen wir solche Gleichungen: 











dQ, k (—k) Qe _ 
(24) du 'u—im y= 


zur rekurrenten Auswertung der Funktionen 9: 
Wir haben im Falle k — 1 
1 


d 9, 92, (n) — 
du Fos M u—179 








Die Integration gibt 
1 (n 
2, ———31 (I, + NT (u — 1)] 
wo II, eine willkürliche Funktion der zwei Argumenten a, f (s. $5) ist. 
Im Falle k — " 


9, = 


Man kann die allgemeine Hypothese machen 


ET [2 +1, NT? (u — 1) + NT (u — 1]. 


Ai 
(25) 2: fr my 


Die Integration der Gleichung (24) gibt bei der Hypothese, daß die Formel (25) 
für k — 1 richtig ist, 


Q, = 1 [7 eamm f wv Ne» (u —1) 77 I du] 
Jk e k 1 e k—i—1 i 


aot [m vA (k — l1) (u — 1)73 NES? IT du} 


_ ENS, 
oui 





w. z. b. w. 


10. Wir müssen jetzt die Ergänzungsuntersuchung unternehmen, damit 
die erhaltene Formel 


l 
— BL 


der Identität (7) genügt: 


(n—l 
BONNT 


lm 
ot P; — tot k—i 
m —1» w -NIN zi (u— 1)" w 


=0 
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m 
HN lim 


IT, NE A km 
re Cm e +m , 


k—m—(lI—m) — —_ ee 
unn X —1r 
ferner 
31 __a 1g. de — 
z(u—1) 2(z—a) (z + @)(2' — a) 
Nach (4) bekommen wir 


pt p, — w yr + 0)" _ NE 77, 
i (o! (zz —a)" 


und endlich 
- jte ter at nl (site z—a+p 
—a f "V — bare’ z—ca+e/ 
Die Differentiation dices destitit nach o und die Substitution o = 0 gibt, indem 
man die Striche der Buchstaben wegläßt, 


k al 
(26) 0 — yam |] Nez IT, 


Mm=0 a 
[a I —m) [ol Om 
+ SET ee Soa + un]. 
Man muB jetzt die letzte Identität allgemein befriedigen. 
Wir haben für k = 1 
(27) PL (a —1) + Ss 
für k =2 

















[5 (8 —1) =, — NC, 
On (B —1) = 
Ó IT. a— 
(28) F(a —1)+ e (B—1) 221, — NT "I, 
Wir machen " allgemeine Hypothese 
0 Il, 0 II, n—m 
(29) Ga (@—1) tag (B—1) = mn —Ni In, 


welche wirklich richtig ist, weil sie die Gleichung (26) in die Identität 


mh m (n—m) 
0= 2 a “| Nm Tn 


m=0 


n PES Jw NED [Nf — m Hn] 


m= 1 








verwandelt. 


11. Wir müssen jetzt die Gleichungen (27), (28), (29) der Reihe nach inte- 
grieren. 
Die Gleichung (27) gibt 


I, = NY + (a—1)"(»), 
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wo ¥, eine willkürliche Funktion ist. Substituieren wir diesen Ausdruck in (28) 
und integrieren: 
H, = Ny” + NY (a — 1) (y) + (a — 41)? (y). 


Nun machen wir die allgemeine Hypothese 
(30) Hn = D'Ner(a—1) W(y), My =4 
r=0 


und bemerken, daß diese Hypothese wirklich die richtige ist, weil sie die Gleichung 
(29) befriedigt. In der Tat, substituieren wir (30) in (29), so bekommen wir 
(y konstant) die Identität 


PL r (a —1)y %, 
8—1 
= x NEST m(a — 1) uU, — NT + > NS? (a — 1) Y,. 
r=0 


Es ist jetzt nos den allgemeinen Ausdruck für P, zu erhalten: 
(7) 


en D NES — thi) 
idee 

a me ne ear 
[tol mE EC. 


und die Aufgabe ist vollstándig gelóst. 
12. Unsere Methode bestand darin, das wir die Identitüten 


Wie) = W(0) + eW'(0) + 72 W"(0) + - 


befriedigt haben, indem wir zwei erste Entwicklungskoeffizienten W(0), W’(0) 
gleich Null machten. Dann waren alle anderen Koeffizienten auch Null, darum 
brauchte man nur zu probieren, ob wirklich die erhaltenen Formeln die initialen 
Identitäten befriedigen. Am Schluß des $ 5 haben wir diese Probe für P, gemacht. 
Wir müssen jetzt dasselbe für die anderen P, durchführen. 

Wir müssen auf der rechten Seite von " haben 


b — 

NEA 

Ni-1 mag = 
No, a 


— Penta +) NASCE (z — ay m! 


k — | pb—7—0—7) 


= SH o —s sl wee > (z — a) 








7) Nis” we? 





"d 
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- Sen [Je 
a) (Z 

mL Un) Men. 





w. z. b. w. 


13. Wir haben die Aufgabe für die volle kontinuierliche lineare Gruppe (2) 
gelést. Es liegt nahe, speziellere Untergruppen zu untersuchen. Augenblicklich 
kann ich nur die Lösung der Aufgabe für die Untergruppe B = 0, die den Null- 
punkt invariant läßt, geben. Die Lösung dieser letzten Aufgabe geben schon die 
Formeln 

E NET IT (a, B) a! 


1 
P= ^ 4—a — (A —1,2,3,..., n —1) 


a ” 
| ma 9. 
In diesem Falle läßt die Transformation 








die Argumente a, B invariant. 
Man muß jetzt sich überzeugen, daß die letzten Formeln wirklich die Identi- 
täten (7) befriedigen. In der Tat, gibt die rechte Seite von (7) 


E b—l l mn 
No TU NT Im 
> b—1 ^7.- Tom 


m0 z! 9 (u — 1) 
S NET NES ) 
- > [z(u — Eu m 


Il, Ne» k—m P mim 
"ZU rm n] zm nu 
5 I, Ne» (t + 0)”. 





25a —1DP 
Aber wenn B — © ist, 80 
A = AD 
1 b 1 a' 
(91) 279—734» z (u — 1) DG —a) 


und wir bekommen 


Ww. Z. b. w. 


Nach (31) sieht man sofort, daß P, die Identität (8) befriedigt. 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 3. 28 
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14. Satz I. Die allgemeinste Form der Gleichung 


ay d''y 


(1) 1 dr 


+ P +---+Pay =0, 


welche zur Gruppe 
| Az +B 
Cr!’ 4-D 
gehört, ist folgende 


1 : b — ay | nr 
P, rer PA) NE (k —1,2,...,n—1) 


P, = al P, (y). 


(z — a)(z 
wo ,-—1, 
NO = n! (n —1)1 
kl (n —k)l(n —k —1)! 

und die #, willkürliche Funktionen von 

_Z—bc—a 

z—cb—a 

sind, welche die unabhängigen Veränderlichen z, a,b,c nur in der Verbindung y ent- 
halten. 


Satz II. Die Gleichungen (1), welche zur Gruppe B =0 gehören, die den 
Nullpunkt invarıant läßt, haben folgende Form 


NET «Il, (a, B) _ 
eh (k =1,2,...,n—1) 


(z — a) 


idu No" T» (a, À) 
wo II, = 1 und die II, willkürliche Funktionen von 




















_2—ab p = 2—ac 
z—ba’ |^Zz—ca 
sind. | 
15. Machen wir Anwendung auf den Fall der Gleichung zweiter Ordnung 
= 2): 
2 — 7) ve 
2 b —a z—bc—a 
 2—4 + (z — a)(z — 5) (=; —) 


Nehmen wir drei Koeffizienten ©, M, 9t, die der Bedingung 
L+M+N-2 
genügen, und geben der Funktion #, die Form 
Vy) =M +Ry, 
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so bekommen wir 








Machen wir fiir den Koeffizient P, in der Formel 


b—a 2 
Pa = EE (z =| Pa(y) 


P(y)=Ly+M(i-y)—Ny(i—-y), 


die Annahme 


so bekommen wir 
P, = 

1 E — b) (a — c) 
(z — a) (z — b) (z — ce) 


Wir erhalten die Riemann-Paperizsche Gleichung. 


n Mazda, Ne—20—. 


2—a z—b z—c 


Kiew, 16. März 1926. 
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Kurvenklassen f(x, =0 mit vorgegebenen Eigenschaften. 
Von Hans Bühmel in Genthin. 


Einleitung. 


Jede Raumkurve kann als bestimmt gedacht werden bis auf ihre Lage im 
Raum, wenn Krümmung x und Torsion + als Funktionen der Bogenlünge gegeben 
sind. Es besteht also auch für jede Raumkurve eine Beziehung f(x, t) =(, 
die durch Elimination der Bogenlänge gefunden werden kann (vorausgesetzt, daß 
diese ausführbar ist). Im allgemeinen werden alle einer solchen Kurvenklasse 
f(x, *) = 0 angehörenden Raumkurven durch irgendeine gemeinsame Eigenschaft 
(oder auch mehrere) verbunden sein; und diese gemeinsame Eigenschaft ist 
es zumeist, die umgekehrt zur Aufstellung gerade dieser Kurvenklasse als Be- 
dingungsgleichung geführt hat. 

Allgemein wird eine vorgegebene Eigenschaft einer Klasse von Raumkurven 
sich nicht gerade durch eine Beziehung f(x, *) = 0 ausdrücken lassen, sondern 
es werden noch Bogenelement und Ableitungen der Krümmungen nach dem Bogen- 
element auftreten. 

Was die geschlossene Betrachtung der Kurvenklassen in der Form f(x, v) —0 
rechtfertigt, ist weniger die formale Übereinstimmung, vielmehr eine gemeinsame, 
von der Gleichung f(x, 7) = 0 abhüngende Eigenschaft; das ist das Verhalten 
der Hauptnormalenfläche, das weiterhin genauer aufgezeigt werden soll. 

Dieses Verhalten der Hauptnormalenflüche wird noch dadurch besonders 
anschaulich, daß die charakteristischen Eigenschaften aus einer die Regelfläche 
der Hauptnormalen reprüsentierenden ebenen ,,Bildkurve'* hervorgehen, die sich, 
wie auch immer die Beziehung f(x, t) — 0 lauten mag, herstellen läßt. 

Diese Darstellung gestattet es nun umgekehrt, zu vorgegebenen Eigenschaften 
allgemeinere Beziehungen f(x, t) — 0 aufzustellen, die algebraisch vom beliebigen 
Grade oder auch transzendent sind, wührend bisher algebraische Beziehungen 
über den zweiten Grad hinaus selten bekannt geworden sind (vgl. Klaucke: Über 
Raumkurven, zwischen deren beiden Krümmungen eine Beziehung besteht. Diss. 
Halle 1916). Damit sind solche Beziehungen in starkem MaBe der bisherigen Iso- 
lierung und auch der Zufälligkeit enthoben. Außerdem bietet diese Methode ein 
heuristisches Mittel, um zu einer beliebig vorgegebenen Klasse f(x, 7) — 0 gemein- 
same, verbindende Eigenschaften aufzusuchen. 
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Hierzu soll ein von Mannheim angegebenes Verfahren ausgestaltet werden. 
In einer größeren Abhandlung: Mémoire sur les pinceaux de droites et les normalies, 
contenant une novelle exposition de la théorie de la courbure des surfaces!) stellt 
Mannheim die Theorie der Strahlensysteme geometrisch dar, indem er von sog. 
Elementarflächen, die aus einem Strahl und einem jeden der unendlich benach- 
barten Strahlen bestehen, ausgeht. Speziell betrachtet er dann die von den Nor- 
malen einer Fläche längs einer Leitkurve gebildete Regelfläche(normalie), und 
unter diesen wieder besonders die Hauptnormalenflächen von Raumkurven. In 
einigen Noten in den Comptes rendus?) wendet er die gewonnenen Beziehungen 
auf die Bertrandschen Kurven und die Kurven der Klasse A(x* + 7?) = x an 
(wo x und r wie gewöhnlich die beiden Krümmungen einer Raumkurve bezeichnen 
sollen). Der Anwendungsbereich der Mannheimschen Methode ist auf allgemeine 
quadratische Beziehungen zwischen den beiden Krümmungen erweitert worden ?). 
Hier soll nun die Anwendung der Mannheimschen Methode auf eine noch weitere 
Basis gestellt werden. Doch zuvor soll kurz die Hilfsgerade (droite auxiliaire) 
Mannheims eingeführt werden. 

Auf der Erzeugenden G einer Regelflüche wird ein beliebiger Punkt o als 
Ausgangspunkt gewählt, die Tangentialebene in diesem Punkte an die Regelfläche 
als Ausgangsebene. Da jedem Punkt der Erzeugenden eindeutig eine Tangential- 
ebene zugeordnet ist (und umgekehrt), so kann jede Tangentialebene durch den 
Winkel, den sie mit der Ausgangsebene bildet, als bestimmt gedacht werden. Da 
dem Ausgangspunkt o der Winkel Null entspricht, so läßt sich diese Beziehung 
ausdrücken durch: 

0) ytg Y + Ay +utg Y —0, 
wo y die Entfernung des Berührungs- 
punktes von o, Y der Winkel der beiden ¢ 
Tangentialebenen, À und x Konstante „ 
sind. Für Ty =a geht die Gleichung c4 (^ 
über in: 

Q) y+Ar+u=0, ii 
d. h. in die Gleichung einer Geraden, 5[ |^ 
wenn man die Erzeugende G als die Y- 

Achse, den Punkt o als Koordinaten- 
anfang eines rechtwinkligen Systems 
wühlt. Diese Gerade A ist die Mann- 
heimsche Hilfsgerade. Ist oa die Ordinate eines Punktes a’ auf A, so ist 
oa = aa' tg (z, o, a'), d.h. der Winkel (zoa') ist der Winkel Y. Die Tangential- 
ebene in n steht senkrecht zu der in o und die Tangentialebene in c senkrecht 





Figur 1. 


1) Liouville, Journal de Mathématique, 2° serie, t. XVII (1872), p. 109ff. 

*) Comptes Rendus hebdomaires, t. 85 (1877); t. 86 (1878). 

®) Böhmel, Untersuchungen zu den Kurven der Klassen Axt + Cr = x und Ax*+ Cs! — s 
Diss. Jena 1920 (nicht im Druck erschienen). 
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zu der des unendlich fernen Punktes von G, wenn oc die Ordinate des Lotfuß- 
punktes c’ von o auf A ist. Der Punkt c ist der Zentralpunkt; cc’ der Ver- 
teilungsparameter. Wählt man einen Punkt o’ als neuen Ausgangspunkt auf G, 
so werden c und c’ entsprechend ihrer Bedeutung fest bleiben, die entsprechende 
Hilfsgerade A’ wird also die Senkrechte auf o'c' im Punkte c’ sein. 

Beschreibt o auf der Regelfläche (G) eine Kurve (o), so erhält man, wenn 
stets die Y-Achse mit der entsprechenden Erzeugenden zusammenfällt, wenn 
also das Koordinatensystem festgehalten wird, eine Schar von Hilfsgeraden, die 
eine Kurve — die courbe représentative — umhiillen. Der Punkt c beschreibt 
dabei die Striktionslinie. 

Ist die Kurve (o) orthogonale Trajektorie der Erzeugenden, so geben die 
Achsenabschnitte op und on den geodätischen Torsionsradius und den geodätischen 
Krümmungsradius. 

Ist (o) Asymptotenlinie von (G), dann wird (G) zur Hauptnormalenfläche 
von (0); on wird zum Krümmungsradius und op zum Torsionsradius von (o). Der 
Schnittpunkt zweier unendlich benachbarter Hilfsgeraden stellt dann einen Punkt 
auf (G) dar, für den die Hauptkrümmungsradien der Fläche entgegengesetzt 
gleich werden !). 


S 1. Kurvenklasse und Hilfskurve. 


Die Bildkurve ist gegeben als Umhüllungsgebilde von Geraden mit den Achsen- 
abschnitten r, und o,, dem geodätischen Torsionsradius und dem geodätischen 
Krümmungsradius der Kurve (o), die Orthogonaltrajektorie der Regelflüche (G) 
ist, bzw. mit den Achsenabschnitten r und o, dem Torsionsradius und dem Krüm- 
mungsradius der Kurve (o), die Asymptotenlinie der Fläche (G) ist. Die Hilfs- 


geraden haben also die Linienkoordinaten u — — E = — Ty; v= —— = — My 
g g 
bzw. u= — li = —T; v= -—— — — x.  Besteht also zwischen den beiden 


geodätischen Krümmungen der Orthogonaltrajektorie einer Regelfläche eine Be- 
ziehung n-ter Ordnung, so wird die Bildkurve eine Kurve n-ter Klasse sein. 

Und besteht zwischen den beiden Krümmungen einer Raumkurve eine Be- 
ziehung n-ter Ordnung, so wird die Bildkurve ihrer Hauptnormalenflüche eine 
Kurve n-ter Klasse sein. 

Ebenso wird man für transzendente Beziehungen zwischen den beiden (bzw. 
geodätischen) Krümmungen eine transzendente Beziehung zwischen den Linien- 
koordinaten der Bildkurve bekommen. 

Speziell wird eine Beziehung 2. Ordnung zwischen den beiden (bzw. geo- 
dätischen) Krümmungen einen Kegelschnitt als Bildkurve haben ?). 


1) Mannheim, Nouveau mode de représentation plane de classes de surfaces réglées. Comptes 
rendus, t. 85 (1877), p. 790. 
*) Vgl. Diss. Bohmel, wo der Beweis anders geführt ist. 
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Die Cesaroschen Kurven, die auch dadurch definiert sind, daß eine mit ihrem 
Dreikant festverbundene Gerade eine abwickelbare Fläche beschreibt, und die 
durch die Beziehung: 

Ax? -- Bur+Cr =Px+Qt 

dargestellt werden, haben als Bildkurve ihrer Hauptnormalenfliche stets eine 
Parabel !). Spezielle Lagen der Parabel, die speziellen Klassen von Cesaroschen 
Kurven entsprechen, gestatten dann leicht, Beziehungen zwischen Kurvenpunkt, 
Krümmungsmittelpunkt, Striktionslinie der Hauptnormalenfläche und den Punkten , 
aufzustellen, für die die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrüm- 
mungsradien hat. Doch soll später der umgekehrte und allgemeinere Weg ein- 
geschlagen werden, nach vorgegebenen Eigenschaften 
die zugehörigen Kurvenklassen zu bestimmen.  Vor- 
her sollen einige allgemeine Zusammenhänge zwischen 
den Orthogonaltrajektorien einer Regelflüche hergeleitet 
werden. 

Es sei A eine Hilfsgerade, bezogen auf einen Punkt 
o einer Erzeugenden G einer Regelfläche (G). Soll die 
dem Ausgangspunkt o' entsprechende Hilfsgerade A' 
ermittelt werden, so ist, wie gesagt, die Senkrechte zu 
o'c in c' zu ziehen, wenn c der Zentralpunkt von G Figur 2. 
und cc’ der Verteilungsparameter ist. Es ist dann die 
neue Hilfsgerade A’ auf das Koordinatensystem z'y'(o') zu beziehen. Rechnerisch 
gestaltet sich dies folgendermaßen. Es sei die Gleichung von A: 


A: ur +vy +1 =0 
oc: vx—uy =0 





c: n-—ura Ws —— ap A 
ac: y == [m (u? + v2) + v]z +m 
A’: y[m(u? + v?) + v] +uz +1 + mv =0, 
oder da y =y +m; x =, 
A’: y' [m (u? + v*) +0] +z'u + [mi(u? + v?) + 2mv +1] =0. 
Die Gerade A’ hat also die Linienkoordinaten: 
4) U--—L 4% pa mee 
m? (u? + v?) + 2mv +1’ m? (u? + v2) + 2mv +1 
Umgekehrt drücken sich die Größen u,v durch U, V folgendermaßen aus: 
-_ Ue, y Vü—mV) mU: | 
(1 — mV)? + m?U?’ (1 — mV)? + mU3° 
Ist nun m für die gesamte Bildkurve konstant gewühlt und ist auBerdem 
die Ausgangskurve (o) Orthogonaltrajektorie der Regelflüche, so wird auch die 


(2) u 


1) Siehe S. 178, Anm. 2. 
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in konstantem Abstand m von ihr entfernt liegende Kurve (o') es sein. In diesem 
Falle bedeuten aber die Größen U und V die negativ genommenen geodätischen 
Krümmungen (Torsion und Krümmung) der Kurve (o') auf der Regelfläche. Auf 
Grund der Formeln (2) wird aber jede Beziehung n-ter Ordnung zwischen u und v 
in eine solche 2n-ter Ordnung in U und V übergehen. Das heißt also: 

Besteht zwischen den geodätischen Krümmungen der Orthogonaltrajektorien 
der Erzeugenden einer Regelfläche eine Beziehung n-ter Ordnung, so besteht 
zwischen den geodätischen Krümmungen sämtlicher Orthogonaltrajektorien dieser 
 Regelflüche eine Beziehung von (höchstens) 2n-ter Ordnung. 

Und besteht zwischen den Krümmungen einer Raumkurve eine Beziehung 
n-ter Ordnung, so besteht zwischen den geodätischen Krümmungen der Ortho- 
gonaltrajektorien ihrer Hauptnormalenfläche eine Beziehung von (höchstens) 
2n-ter Ordnung. | 

Diese Sätze lassen sich auch leicht analytisch nachweisen. 

Es mögen anschließend an die Formeln (1) und (2) einige spezielle, Neues 
bringende Fälle behandelt werden. 


Soll U = konst. = — ^ sein, so gilt für die Ausgangskurve: 


m*(u* + 9?) + 2mv+1 = —Cu, d.h.: 


Besteht zwischen den geoditischen Krümmungen einer Orthogonaltrajektorie 
einer Regelfläche die Beziehung: 


4 4 2m . C 
2{ —__ — = —_. — 
mr)! op on? 


so liegt auf der Regelfläche im konstanten Abstand m eine Orthogonaltrajektorie 


mit konstanter geodütischer Torsion 1 . 


C 
Und besteht zwischen den Krümmungen einer Raumkurve eine Beziehung: 
1 1 2m , C 
23í( 7. L = _ t... 
m. atta + 


so liegt auf ihrer Hauptnormalenfliche im konstanten Abstand m eine Kurve 


konstanter geodätischer Torsion = . 


Wird V = konst. = + gewählt, so wird: 


m?(u® +v2) +2mv+1 =—C[m(u? +?) +], d.h.: 
Besteht zwischen den beiden geodätischen Krümmungen einer Orthogonal- 
trajektorie einer Regelfläche die Beziehung: 
1 1 1 
m(m+C)(—+ — 1=(2m+C)—, 
m Ou) Qn 0 
so liegt auf der Regelfläche in konstantem Abstand m eine Kurve konstanter geo- 


dätischer Krümmung E . 


Böhmel, Kurvenklassen mit vorgegebenen Eigenschaften. 181 


= = konst. m ergibt: Cu = mu? +v?)+v, d.h.: 


Besteht zwischen den beiden geodätischen Krümmungen einer Orthogonal- 
trajektorie einer Regelfläche die Beziehung: 
C 1 
To © 
so liegt auf der Regelfläche in konstantem Abstand m eine Kurve, für die 


Go _ = +; 
7, konst. C ist. 
Und besteht zwischen .den beiden Krümmungen einer Raumkurve eine 


Beziehung: 


1 1 
ta) 


1 1 C 1 
nt) rte 
so liegt im konstanten Abstand m auf der Hauptnormalenfläche eine Kurve, für 
die das Verhältnis der geodätischen Kriimmungen konstant (gleich C) ist. 


Es sei bemerkt, daß auch eine Reihe bekannter Beziehungen sich aus den 
Formeln (1) und (2) leicht herleiten lassen. 


& 2. Kurvenklassen mit vorgegebenen Eigenschaften !). 


Für die folgenden Betrachtungen mag stets die Regelfläche als Haupt- 
normalenfliche der Ausgangskurve vorausgesetzt werden, da nur in diesem Falle 
dem Schnittpunkt zweier unendlich benachbarter Hilfsgeraden ein Punkt auf der 
Erzeugenden der Hauptnormalenflüche entspricht, für den diese entgegengesetzt 
gleiche Hauptkrümmungsradien hat. Alle anderen Beziehungen, die von dieser 
letztgenannten frei sind, lassen sich unmittelbar auf den Fall, daß die Ausgangs- 
kurve nur Orthogonaltrajektorie der Regelfläche ist, 
übertragen. An die Stelle der Krümmungen treten 
dann die geodätischen Krümmungen. 

Denkt man sich die Bildkurve f(u,v) — O in 
Linienkoordinaten gegeben, so sind die Achsenab- 


Schnitte op — — + 





; 0n = -i es ist der Abstand 


der Striktionslinie oc — Es bleibt noch zu Figur 8. 


v 
yk yt 
berechnen die Ordinate os des Punktes s’, des Schnittpunktes zweier benach- 
barter Tangenten der Bildkurve. Der Schnittpunkt zweier konsekutiver Tangenten 


ist (U,, 013 Ua, Ve): 


1) Vgl. Takasu, Characteristic properties of Space Curves, whose Curvatures and Torsions 
are connected by a general Relation. The science Reports of the Téhoka Imperial University, 
1. Series, Vol. XII, p. 181 ff, wo umgekehrt zu vorgegebenen Kurvenklassen gewisse Größen be- 
rechnet werden, und zwar in einer formalen Einteilung der Kurvenklassen mit linearen und qua- 
dratischen Beziehungen. 
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a» t, 
‚41: =0, oder (u—u,) Yı — Ya —v+v,=0. 
| U) — Us 
Uy U 1 
Läßt man nun u,,v, gegen u,,v, gehen, so lautet die Schnittpunktsgleichung: 
d dv . . 
2) — vd-v,—u, du) — 0, d. h. die gesuchte Strecke os ist: 
s=— 1 
(0 s—u Be 
du 
wenn die Indizes wieder weggelassen werden. e 


Drücken wir die gewonnenen Ausdrücke durch die beiden Krümmungen 
x und r aus, so wird also: 


Irgendwelche Beziehungen zwischen den Punkten der Leitkurve, dem Krüm- 
mungsmittelpunkt, den Punkten der Striktionslinie und den Punkten, für die die 
Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrümmungsradien hat, werden 


also eine Funktion / (x, T, 22) = 0 ergeben, der integriert eine Funktion 


g(x, t,C) =0 entspricht, wo C die Integrationskonstante bedeutet. Jeder vor- 
gegebenen Beziehung entspricht also eine Kurvenklasse bzw. eine Schar von Kurven- 
klassen. 
Im folgenden sollen einige besonders einfache Fälle behandelt werden. 
1. Der Krümmungsmittelpunkt sei m-mal soweit vom Kurvenpunkt ent- 
fornt, wie der Punkt, für den die Hauptnormalfläche entgegengesetzt gleiche Haupt- 


krQmmungsradien hat, d.h. 
on =m-os (s. Fig. 3, S. 181) 
1 1 dt dx 
x -m—— dx" oder (m —1)— tu = (0. 
x — T — 
dt 
Das gibt integriert 7™—! x — C als Beziehung zwischen den beiden Krüm- 


mungen der Leitkurve, wo C die Integrationskonstante ist. 

llicr wie in den meisten der folgenden Beispiele ergeben spezielle Werte 
von m spoziollere Klassen, unter denen die Sonderklassen der Cesaroschen Kurven 
4. l', schon bekannt sind !), während die Fälle höherer Ordnung wohl durchweg 
tt mind. Der Raumersparnis halber wird auf die Darbietung dieser Sonderfälle 
versiehtet, zumal der Leser sie sich ohne Mühe selbst ableiten kann. 


Intimmmt man diejenigen Kurven dieser Klassen 7-1 x = C, die zugleich 


') Vgl. Dinn. Böhmel. 
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Geodätische auf einer Kegelfläche sind, für die also — = E: ist, 80 wird 
m1 
S 1" 
em 
Cal m 
Für N 1 =n sind dadurch die Kurven e — ks" (Cesaro: Vorlesungen 





über natürliche Geometrie, Leipzig, S. 15, 16) dargestellt. Verbiegt man diese 
Kurven so, daß die Krümmung nicht geändert wird und daß sie in Raumkurven 
der Klassen 7*-1x — C übergehen, so sind sie zugleich Kegelgeodätische. 

Für m — E wird n = — 1, man erhält die Klothoide, die also zu einer Kurve 
der Klasse x? = C?r verbogen werden muß, damit sie Kegelgeodätische wird; 
für m —2, n + erhält man die Kreisevolvente und xt — C als die zugehörige 


Kurvenklasse. 


2. Der Abstand der Striktionslinie der Hauptnormalenfläche vom Kurven- 
punkt sei das m-fache des Abstandes desjenigen Punktes, fiir den die Haupt- 
normalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkriimmungsradien hat. 





. x m 
oc=m-os (s. Fig. 3, S. 181), oder ran dz 
X — T — 
at 
d (x?) x? _ 
dt +2(m —1) 7 +2mt=0, 


eine lineare Differentialgleichung in x?, t. Diese ergibt integriert: 
vem—? (x? + 72) — C. 
3. Der Abstand des Krümmungsmittelpunktes sei das m-fache des Ab- 


x 


standes der Striktionslinie der Hauptnormalenfläche, d.h. 1 = m-——3 
x x^ +T 





on=m-oc, d.h. (m —1)x? =r?, oder 2-5 


m —1" 
d. h. Schraubenlinien. 


4. Die Striktionslinie teile die Strecke zwischen Krümmungsmittelpunkt 
und dem Punkt, für den die Hauptnormalenflüche entgegengesetzt gleiche Haupt- 
krümmungsradien hat, im Verhältnis m :1; also 


cn =m-sc (s. Fig. 3, S. 181) l3 "(etw Ian) 
| _ dx 
dc 
das gibt: 
d x x t 
mt I tn4i-0, 


2 (ot 
oder für YU x: 


24* 
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maz? —1 dt 


mi(m+1)7 7 - 0. 


dx 


Dies ergibt integriert: 
TG HA) = Cas dh (x + rt = Ca. 

5. Ein Punkt mit dem konstanten Abstand a von der Grundkurve liege 
so auf der Hauptnormalen, daß er die Strecke zwischen Krümmungsmittelpunkt 
und Striktionslinie der Hauptnormalenfläche im Verhältnis m : 1 teilt; also 
an =Èm "ca oder: 


1 a-m a— d.h. a(m-4-1) x(x* 4- 1?) = (m-4- 1) x? + 13. 


% 
x ar) 
6. Der um' die konstante Strecke a von der Grundkurve auf der Haupt- 
normalen liegende Punkt a teile die Strecke zwischen Krümmungsmittelpunkt 
und dem Punkt im Verhältnis m : 1, für den die Hauptnormalenflüche entgegen- 
gesetzt gleiche Hauptkrümmungsradien hat. Also: 





an —m:sa, oder xcttr(^- a) oder: 
mr 


ax(m+1)—1 dt 
(m + Diane *+ P = 0. 
Dies ergibt integriert: 
Crmt+1 = x(1—ax)". 
7. Ein Punkt mit dem konstanten Abstand a von der Grundkurve teile 
den Abschnitt Striktionslinie der Hauptnormalenfläche-Grundkurve im Ver- 
hältnis m:1; also 


ca=m-ao, oder —a=ma, d.h. (m 4- 1)a(x* - 3?) — x, 


X 
x: + Ti 
eine spezielle Cesarosche Kurvenklasse. 

8. Es sollen der Krümmungsmittelpunkt und der Punkt, für den die Haupt- 
normalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrümmungsradien hat, einerseits, 
der Punkt mit dem konstanten Abstand a von Grundkurve und der Kurvenpunkt 
selbst vier Punkte gleichen Doppelverhültnisses m bilden; also (nsao) = m oder: 





na no 
sa so 

(m—1)-os-on—am-on+a-+os =0 

. 1 1 am a 

me ee 

d dt 
dt dx 
(m — 1) — — ax 179 
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Das Doppelverhältnis wird ein harmonische für CT? — a x — 1. 

9. Krümmungsmittelpunkt und Striktionslinie der Hauptnormalenfläche ; 
derjenige Punkt, für den die Hauptnormalenflüche entgegengesetzt gleiche Haupt- 
krümmungsradien hat und Kurvenpunkt sollen vier Punkte gleichen Doppel- 
verhültnisses m bilden, d.h. (nsco) =m oder: 

os -[(m —Ai) on --oc] — m -on -oc.. 


Das ergibt die Differentialgleichung: 
mx(x— ro*) = mx*+ (m— 1)t?, 


oder fir — = y: 


Die Integration ergibt: 
z[my)--m—1]-—C€, d.h. mx+ (m—1):? =C, 
das heißt eine Beziehung, der als Bildkurve ein Mittelpunktskegelschnitt entspricht. 


Für die Kurven der Klassen x? + 27? + C =0 ist dies Verhältnis ein 
harmonisches. 


10. Es sollen Krümmungsmittelpunkt, Punkt mit konstantem Abstand a 
auf der Hauptnormalen, Striktionslinie der Hauptnormalenflüche und Kurven- 
punkt vier Punkte gleichen Doppelverhältnisses m bilden, das heißt: (ncao) = m, 

on:-oc-(m—1)—a-m-on+a-:oc=0 
m — 1 am ax | 
Wu x tape 0. 
Dies ergibt amt? + (m — 1) (ax —1)x =O, eine spezielle Cesarosche Klasse. 
Das Doppelverhältnis wird ein harmonisches für die Klasse: 
at? + 2x(ax +1) = 0. 


11. Zwei Punkte mit dem festen Abstand a und b von der Grundkurve 
auf der Hauptnormalen, der Krümmungsmittelpunkt und der Punkt, für den 
die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkriimmungsradien hat, 
sollen ein konstantes Doppelverhältnis m bilden; d. h. (nasb) = m oder eingesetzt: 

os -[(1 — m) -on + mb — a] =on-(b— ma) + ab(m —1). 

Dies ergibt die Differentialgleichung: 


[ab (m — 1)x + b— ma]r 5% = (m —1)(ax —1) (bx — 1) 
dt 1 am b 
7 m-1 lax bet} dx. 
Dies ergibt integriert: 
t™—1 (bx —1) —C(ax —1)". 
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12. Zwei feste Punkte mit konstantem Abstand a und b von der Grund- 
kurve sollen mit Krümmungsmittelpunkt und Striktionslinie der Hauptnormalen- 
fläche ein konstantes Doppelverhältnis m bilden, d.h. (ncab) = m. 

on -oc(m —1) -- oc: (am — b) -- on - (b —ma) +ab(m —1) =0. 
Das gibt die Beziehung dritter Ordnung: 
ab (m —1)x(x* + 1?) + (b — ma) (xà + 3?) + (a — mb) x? + (m —1)x — 0. 

13. Es sei das Produkt der Abstände des Krümmungsmittelpunktes und 
der Striktionslinie der Hauptnormalenfläche von der Grundkurve konstant. 
x À 
x?-- 1? x 
Es ist dieselbe Kurvenklasse, die unter 2. als Spezialfall abgeleitet werden kann. 

14. Es sei das Produkt des Abstandes Krümmungsmittelpunkt von Strik- 


tionslinie der Hauptnormalenfläche in den Abstand Striktionslinie von Grund- 
kurve konstant; d.h. cn-oc =m 


on-oc=m; =m; m (x3 + 1?) — 1. 


Gaga Fendt 
Vm (x? + 72) = v, eine spezielle Cesarosche Kurvenklasse. 
15. Es sei das Produkt der Abstände des Kriimmungsmittelpunktes und 
des .Punktes, für den die Fläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrümmungsradien 
hat, von der Grundkurve konstant, d.h. on-os = m. 


1 1 ki dr 1 
* dx s mr o tac 


Das ergibt integriert: 





mxi— Cr? —1. 
16. Es sei das Produkt der Abstände der Striktionslinie und desjenigen 


Punktes, für den die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Haupt- 
krümmungsradien hat, von der Grundkurve konstant; also: 


0c-0os — m; -.~— m(x—1 5% = 
’ 44 + 72 dr/ — 
x LAE Lo. 
1 t dt 
Sox: T i =0 


Das ergibt integriert: 
x 2 
1? [n (=) +mx4+ Cr? — 14, 
T 


also eine transzendente Beziehung. 
Auch für solche transzendenten Beziehungen zwischen den beiden Krüm- 
mungen einer Raumkurve (bzw. zwischen den beiden geodätischen Krümmungen 
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der Orthogonaltrajektorie einer Regelfläche) läßt sich sofort die Beziehung zwischen 
den beiden geodätischen Krümmungen aller Orthogonaltrajektorien der Haupt- 
normalenfläche (bzw. der vorliegenden Regelfläche) angeben, auf Grund der 
Formeln (2), S. 179. 

17. Das Produkt des Abstandes des Krümmungsmittelpunktes von dem 
Punkte, für den die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrüm- 
mungsradien hat, in den Abstand des letzteren Punktes von der Grundkurve sei 
konstant; also sn -os — m. 


1 2 1| 1 1 1 TZ EE 


xd x VI — 4m +1 dc 


xt + WT Ame A T 





Das ergibt integriert: 





—_ 1 
Int — In ( 41 — 4m x° 1 oo C=0. 
V x? + + cit 
18. Es sei nc-os = m. 
1 
x — = m(x—1 5*) 
x 
4 1 om ee 
"* x dt — 
t 7? 


Dies ergibt integriert: 
m x* — Cr +2mAR — 273 =0. 


19. Es sei on? = oc? + os*. 








x x x? 
4 3 A Y XU. 
xi Pr (y—.dny any’ dr 1/. xà ne 
Das ergibt integriert: 
1 Vr? + 2 x? — 
Int — In vr mer UT arc t t | 2 2x3 = 
ry y*? 4- 2x3 4c + Bryn tan 
oder: 
2 2 
ln tr D + ore tg e TI +2 x = 
EE í 
20. Es sei oc -0s — on 
x 
12+ | 1 we), T dt 
X0. 00. Qd (euo co 
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Dies ergibt integriert: 
_1# 2) — 73 
In (C x) j 3? oder »x*in(Cx*) = vi. 


Hiermit soll die Aufstellung von Kurvenklassen mit vorgegebenen Eigen- 
schaften, die natürlich beliebig fortgesetzt werden kann, beendet werden. Es soll 
noch bemerkt werden, daß aus der Mannheimschen Bildkurve sofort die Zahl der 


Singularitäten, für die gleichzeitig - — o und : = o sind, abgelesen werden 


kann; es ist die Anzahl der reellen Tangenten, die vom Koordinatenanfang aus an 
die Mannheimsche Bildkurve gezogen werden können. Diese Singularitäten können 
Spitzen oder asymptotische Punkte (wie bei der Schraubenlinie des Rotations- 
kegels) sein. Es werden also die Bertrandschen Kurven stets eine reelle Singularität 
aufweisen, die Cesaroschen Kurven zwei Singularitäten, die auch imaginär sein 
können. Bei der Bestimmung der Anzahl ist zu beachten, daß die Kurve selbst 
periodisch sein kann in dem Sinne, daß die beiden Krümmungen periodisch wieder- 
kehren. Die verschiedenen Zweige der Kurve selbst können noch verschoben und 
gespiegelt sein. 

Da Beispiele für Raumkurven, zwischen deren beiden Krümmungen eine 
algebraische Beziehung besteht, noch sehr vereinzelt sind, sei zum Schluß noch 
ein geometrisch einfaches Beispiel für eine Raumkurve gegeben, zwischen deren 
beiden Krümmungen eine Beziehung 6. Grades besteht. Es sei ein gerader Kreis- 
kegel gegeben durch . 

z =ucos 9 cost 

y = u cos Osin I 

z —usin 6, 
wo u die Linge auf der Mantellinie gemessen von der Spitze aus bedeutet, @ der 
Winkel der Mantellinien gegen die XY-Ebene, t der Winkel, der an einem be- 
liebigen Schnittkreis gemessen werden mag. Es sollen dann die Kurven auf dem 
Kegel bestimmt werden, deren Bogenlünge proportional zu t ist (d. h. proportional 
zur Bogenlänge eines beliebigen Kreises oder gleich der Bogenlünge eines bestimmten 
Kreises, wobei die Zuordnung punktweise durch die Mantellinien des Kegels erfolgt). 


Es soll also as =a sein. Nun ergibt sich 


(2) = u* cos? © + (25. 





Dies gibt eine Differentialgleichung für u: du _ — + dt, deren Lösung 
a? — u cos? @ 
lautet: 
a . 

u= s sat cos Ot + konst.). 

Wegen der Periodizität des Sinus kann man also schreiben: 
a . 
u = (cos © t). 


rin" 
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Die Gleichungen der gesuchten Kurven sind also: 
x = a cos tsin (cos Ot) 
y = asin {sin (cos Ot) 
z =atg Osin (cos Ot). 


Die Kurven sind algebraisch, wenn cos © = i ist, wo g, und g, ganze Zahlen 


selen. Setzt man = = T, so wird: 
2 


x = acos (gg T) sin (g, T) 
y = asin (ga T) sin (g; T) 
z = atg O sin (g,7). 

Es ist nun: 


COS n = cos" e —(5 cort gsin? op + -:: 


sif ng = (7) cos gy sin g — (3 Jos gsinio+-:-::. 


Sind g, und g, ungerade, so ist y ein Ausdruck (g, + g,)-ten Grades in sin 7, z ein 
Ausdruck g,-ten Grades in sin T. Sind g, ungerade und g, gerade, so ist x ein Aus- 
druck (g, + g,)-ten Grades in sin 7, z ein Ausdruck g,-ten Grades in sin T. Ist 
g, gerade und g, ungerade, so setzt man sin (g,7) — cos (g,7 + c) Es kommt 
dann nur auf eine Drehung der ganzen Figur hinaus, wenn dafür cos (g, 7) gesetzt 
wird. Es ist dann y ein Ausdruck (g, + g,)-ten Grades in sin 7, z ein Ausdruck 
g,-ten Grades in sin 7. 

In allen Fällen läßt sich also die vorliegende Kurve darstellen als Schnitt 
des Rotationskegels mit einem Zylinder vom g, (g, + g2)-ten Grade; sie ist also 


selbst vom Grade 2g, (g, + g,), also für cos O = L3 3 t e 
6,8, 10... 


Die Kurven gestatten eine sehr einfache geometrische Erzeugung. Wird 
der Kegelmantel in die Ebene abgewickelt, so stellt die Gleichung 


vom Grade 


a. 
u — cos © sin (cos Ot) 
die Gleichung der abgewickelten Kurve in Polarkoordinaten dar. Denkt man 


sich den Kegel durch einen Kreis mit dem Radius a abgeschnitten, so ist 2az die 








Länge des Sektorbogens, ! = — ö sein Radius; der Winkel des Sektors ist also 
2x cos 6. Durchläuft die Raumkurve die Werte 0...t...2x, so durchläuft 


die entsprechende abgewickelte Kurve 0...1tcos @...2n cos O. Es ist also 
u —lsin g die Gleichung der abgewickelten Kurve in Polarkoordinaten. Das 
ist aber die Gleichung eines Kreises mit dem Radius J Entsprechend der Be- 


grenzung des Sektors wird die abgewickelte Kurve in verschiedene Kreisbogen- 
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stücke zerfallen. Wird sing negativ. so geht die Raumkurve auf den Scheitel- 
kegel über. 


Ist ce - 1, wo n eine ganze Zahl sei, so ist 2ax —2l cos 6a _ la 


n 


das heißt 5 mal wird der abgewickelte Sektor durchschritten, bis die Stacke des 


cos 0-] 


to | oo 


Kreises mit dem Radius 2 einen Vollkreis zusammen ergeben. Ist cos © = & 


so wird g,lz —2az - =, das heißt es sind g, solcher Kreise mit dem Radius > 


die sich auf A Umlaufe verteilen (bzw. 2g, solcher Kreise mit g, Umläufen, 





1:1-0-- 1-21 709-411 
2:1-20-t-4N I - T- 9-7 
3:t-4T-t-67t p-Hp3ynu 


Fig. 4. 


wenn der Scheitelkegel hinzugenommen wird). 
Die XY-Projektion dieser Raumkurven hat in Polarkoordinaten die be- 
sonders einfache Gestalt: 


r —asin (cos Ot) bzw. r = asin E. 
2 
Wird der Wert von cos © irrational, so schließt sich die Kurve erst nach un- 


endlich vielen Umläufen um den Kegel, die Raumkurve selbst ist dann keine 
algebraische Kurve mehr. 


Die beiden Kriimmungen dieser Raumkurven sind: 
a? x* = sin? © sin? (cos Mt) + 4 cos? 6 
a*vx* = sin © cos (cos Of) (sin? © sin? (cos Ot) + 6 cos? ©}, 
so daß zwischen den beiden Kriimmungen die Beziehung besteht: 


a* 1? «* + a x6 — a‘ sin? © x! — a? (1 + 2 cos? 9) x* — 4 cos* O (1 -- 3 cos? O) = 0. 


——— — — |. m 
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Uber zweidimensionale allgemeine metrische Räume. 
Von L. Berwald in Prag !). 


L Teil. 


In der vorliegenden Abhandlung werden auf Grund einer Parallelübertragung, 
die zuerst — in rein analytischer Form — von Fraulein E. Noether?) angegeben 
worden ist, die zweidimensionalen allgemeinen (metrischen)*) Räume (,R,") 
untersucht, d.h. jene zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten, denen durch das 
Grundintegral eines regulären Variationsproblemes einfachster Art eine Maß- 
bestimmung aufgeprügt ist. Die nächstliegenden Eigenschaften dieser und der 
n-dimensionalen allgemeinen Räume habe ich bereits in einer früheren Arbeit *) 
auseinandergesetzt. Bei dem Versuche, in die dortigen Betrachtungen die Unter- 
suchungen von G. Landsberg ®) einzuordnen, ergaben sich eine Reihe neuer Re- 
sultate, die im folgenden im Zusammenhange dargestellt werden. 

Um dabei die Kenntnis der angeführten Abhandlung nicht voraussetzen 
zu müssen, werden in den beiden ersten Paragraphen die dort verwendeten Grund- 
begriffe und Methoden sogleich für den zweidimensionalen Fall entwickelt. Es 
sind das: der Begriff der Parallelübertragung und die aus ihm ableitbaren des 
Krümmungstensors und des Grundtensors der Krümmung; ferner die Begriffe der 
Lange eines Vektors und des Winkels zweier Vektoren in bezug auf ein Linienelement 
(§ 1); endlich die Methoden des absoluten Differentialkalküls für allgemeine Ráume, 
die das Werkzeug für die weitere Untersuchung bilden (8 2). 

Im § 3 werden die für das Folgende wichtigsten Invarianten eines R, gegen- 
über Punkt- und Parametertransformationen eingeführt, vor allem der schon von 


1) Einen Teil der Ergebnisse dieser Abhandlung findet man ohne Beweis zusammengestellt in 
der Note: L. Berwald, Zur Geometrie ebener Variationsprobleme. Lotos, Prag 74 (1926), S. 43—5b1. 

*) E. Noether, Invarianten beliebiger Differentialausdrücke. Gött. Nachr. 1918, S. 37—44. 
Vgl. auch den Bericht derselben Autorin: Algebraische und Differentialinvarianten. Jahresbericht 
Deutsche Math.-Ver. 32 (1923), S. 177—184, bes. 182 ff. 

*) Nicht metrische allgemeine Räume treten auf bei L. Berwald, Über Parallelübertragung 
in Räumen mit allgemeiner Maßbestimmung. Jahresber. Deutsche Math.-Ver. 84 (1925), S. 218—220. 

*) L. Berwald, Untersuchung der Krümmung allgemeiner metrischer Räume auf Grund des 
in ihnen herrschenden Parallelismus. Math. Zeitschr. 26 (1926), S. 40—73. 

5) G. Landsberg, a) Über die Totalkrümmung. Jahresber. Deutsche Math.-Ver. 16 (1907), 
S. 36—46; b) Krümmungstheorie und Variationsrechnung. Ebenda, S. 547—bb1; c) Über die 
Krümmung in der Variationsrechnung. Math. Ann. 66 (1908), S. 818—849. 

25* 
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A. L. Underhill!) angegebene Kriimmungsskalar, der sich auf das Gaufsche 
Krümmungsmaß reduziert, wenn die Funktion unter dem Grundintegral des R, 
(die ,,Grundfunktion" F) die Wurzel aus einer quadratischen Differentialform 
ist. AuBer dem Krümmungsskalar erweist sich als besonders wichtig für die Kenn- 
zeichnung spezieller Klassen von A, der Hauptskalar des R,, der durch 


x = 1 OF OF, _ OF OF, 1) 

erklärt ist, wobei F, die bekannte Weierstraßsche Funktion bedeutet. Wenn man 
die Figur, die aus einem Vektor und einem Linienelemente im gleichen Punkte 
besteht, in bezug auf dieses Linienelement als ausgezeichnetes Linienelement 


parallel zu sich selbst längs eines willkürlichen Linienelementes verschiebt, so hängt 
die Änderung der Länge des Vektors bei diesem Prozeß im wesentlichen nur von 


(a s) ‚ab; die Änderung jener Länge beim Umfahren eines infinitesimalen 





Parallelogrammes — also die Streckenkrümmung — nur von (<3) . Dabei 
extremal 


bezeichnen (3). (3 a3) die erste und zweite Ableitung des Haupt- 


skalars nach dem Bogen (s = f FA jener Extremalen des Variationsproblemes 
te 


t 
Ô f Fdt =0, deren Anfangselement das gegebene Linienelement ist. 
te 


Durch das identische Verschwinden der soeben angeschriebenen ,,extremalen“ 
Ableitungen werden demnach invariante Klassen von zweidimensionalen all- 
gemeinen Räumen mit besonders einfachen Eigenschaften definiert. Unter diesen 
Räumen werden in $ 4 vor allem jene betrachtet, die im Sinne von H. Weyl affin- 
zusammenhängend sind, d.h. für welche die sonst erst nach Auszeichnung eines 
Vektorfeldes erklärten Komponenten der Parallelübertragung nur vom Orte ab- 
hängen. Für sie (und nur für sie) verschwinden die kovarianten Ableitungen des 
Hauptskalars identisch. Ein affinzusammenhängender R,, dessen Krümmungs- 
skalar beständig Null ist, ist ein zweidimensionaler Minkowskischer Raum. Jeder 
andere affinzusammenhängende A, hat notwendigerweise einen konstanten Haupt- 
skalar. 

Zu den angeführten besonderen Klassen von A, in engster Beziehung stehen 
die Untersuchungen von Landsberg?) (8 5). Die von ihm betrachteten Räume, 
in denen es ein Gegenstück zum Gauß-Bonnetschen Integralsatz gibt, lassen sich 


nämlich auch durch ($3) - o. = 9 kennzeichnen. Andererseits existiert eine (von 
der Richtung unabhängige) 7: Totalkrümmung in seinem Sinne in allen R, mit 


1) A. L Underhill, Invariants of the function f(z, y, 2,’ y^) in the calculus of variations. Trans. 
Amer. Math. Soc. 9 (1908), S. 316—338. Vgl. auch O. Bolsa, Vorlesungen über Variationsrechnung, 
Leipzig und Berlin, bes. S. 227 f. 


*) Siehe Anmerkung °) S. 191. 
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(3 = 0. Endlich führt eine konsequente Verfolgung des von Landsberg 
ds? / extremal 


eingeschlagenen Weges auch bei beliebigen AR, in besonders einfacher Weise zum 
Underhillschen Krümmungsskalar. 


Die von Landsberg als Winkel bezeichnete Invariante zweier Richtungen, 
deren Bestimmung im allgemeinen eine Quadratur erfordert, bildet den Ausgangs- 
punkt für die Entwicklungen des letzten Paragraphen, der sich mit einer um- 
fassenden Klasse von R, beschäftigt, in denen dieser Winkel ohne Quadratur an- 
gegeben werden kann. Die betrachtete Klasse von AR, läßt sich mittels der zweiten 
Ableitungen des Hauptskalars nach à, y leicht in invarianter Weise kennzeichnen. 
Es werden alle zugehörigen Räume (d. h. die entsprechenden Gestalten der Grund- 
funktion) bestimmt, insbesondere auch alle H,, deren Hauptskalar eine blofe 
Ortsfunktion ist. Damit sind auch alle affinzusammenhüngenden zweidimensionalen 
Räume bestimmt: es sind die Minkowskischen R4 und außerdem die Nicht- Minkowski- 
schen R, mit konstantem Hauptskalar, von denen es im reellen Gebiet drei verschiedene 
Typen gibt. Die Stellung der affinzusammenhängenden R, mit konstantem Haupt- 
skalar innerhalb der betrachteten Klasse wird durch den Satz charakterisiert, 
daB sie die einzigen R, ohne Streckenkrümmung sind, deren Hauptskalar nur vom 
Orte abhüngt. 


$ 1. Parallelübertragung und Metrik in zweidimensionalen allgemeinen Räumen. 


1. Als zweidimensionalen allgemeinen (metrischen) Raum R, bezeichnen 
wir eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit M, in der durch das Grundintegral 
eines Variationsproblemes einfachster Art 


(4) s = [Fey à ÿdt, (s- 25. j =) 
te 


auf jeder Kurve eine Bogenlänge definiert ist. 


Von der Funktion F(z, y, x, y) setzen wir etwa voraus, daB sie fir alle Werte- 
systeme (x, y) aus M und für alle möglichen Wertesysteme (x, y) — mit Ausnahme 
des Wertesystemes (0, 0), das wir von der Betrachtung ausschlieBen — analytisch- 
regulär und positiv!), ferner in z,j positiv-homogen ?) von erster Dimension 
ist. x —zr(t) y — y(t) ist die als regulär vorausgesetzte Parameterdarstellung 
eines mit Richtungssinn (dem Sinn der wachsenden t) versehenen, also orientierten, 
reellen, analytisch-regulüren Kurvenstückes (‚Kurve‘) in M. 


Außerdem nehmen wir an, daß das Variationsproblem ós = 0 in dem be- 
trachteten Bereich der Argumente x, y, #, y regulär, d.h. die Funktion 


1) Diese Voraussetzungen lassen sich durch schwüchere ersetzen. Insbesondere ist es für 
die Anwendungen bisweilen zweckmäßig, die Voraussetzung F>0 fallen zu lassen. Wir werden 
aber in solchen Fällen lieber die Wertesysteme x, ¥ in jedem Punkte in geeigneter Weise beschränken ; 
vgl. die Beispiele in Nr. 29 und 38. 

*) Da im folgenden nur posttiv-homogene Ausdrücke auftreten, sagen wir weiterhin ,homogen“ 
anstatt ,positiv-homogen". 
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-lBI Um 
von Null verschieden ist. Wir setzen im folgenden durchweg 
(3) [F (z, y; £, y)? ° Fix, y, £, y) > 0, 


also bei der über F gemachten Annahme F, > 0 voraus ?). 

Im folgenden denken wir uns bisweilen die Bogenlänge s als unabhängige 
Veränderliche eingeführt und bezeichnen Ableitungen nach s durch angehängte 
Striche, so daß 

r'-— BEE. ZU ^ — 89 —— 
F(zyi$ " Fw) 
ist. Dann gilt wegen (1) 
(4) F(z,y, z', y') =1. 


2. Aus der Differentialgleichung der Extremalen des Variationsproblemes 
és =0: 


(5) Fy — Fye + Fey” — y'x") =0 
und der aus (4) durch Differentiation nach s hervorgehenden Identitat: 
dF , , ve [A 
(6) d; TUR ty y tz Fo +y Fy = 0 


erhalten wir durch Auflösung nach z", y" die Differentialgleichungen der Extre- 
malen in der Gestalt 

(7) a’ + 9(z,y,2,y)=0, y'+y(x, y, x, y) =9. 
Darin bedeuten g(z,y,2,9), p(x, y,z,y) die Funktionen 


. 1 ung: 
9a, y, 29) = Be {oF (cP, + y Fy) + FF» — Fye)} 
(8) 
D. 1 ..n, 
p(x, y, X, y) — FF, (9 Fí(zF, + y Fy) — F;( Fy — Fyz)} . 
Sie sind in x, y homogen von zweiter Dimension. Man kann daher die Gleichungen 
(7) auch in die Gestalt setzen 


" uu . dlog F .. . . dlog F 
(7*) £+9(2,y,2,y) =z E > Yt y(nyty)y-y 7 








3. Wir ordnen jetzt jedem Punkte (x, y) des A, einen, etwa infinitesimalen 
Vektor (dx, dy) zu, das ausgezeichnete Linienelement dieses Punktes, und er- 
klären sodann als parallele Übertragung des (kontravarianten) Vektors (£, 7) im 
Punkte (x,y) von (z,y) nach dem beliebigen unendlich benachbarten Punkte 
(x + 6x, y + dy) den Übergang vom Vektor (£, y) im Punkte (x, y) zum Vektor 


1) Angehängte Buchstaben bedeuten partielle Ableitungen. 

3) Wenn P" eine quadratische Form in à, y ist (,Gaufscher Fall“), ist F >0O im positiv-defi- 
niten Falle immer, im indefiniten erst nach geeigneter Einschränkung der Wertesysteme z,y erfüllt. 
Im ersten Falle besteht (3), im zweiten ist F*-F,<0. Allgemein würden bei der Annahme 
F*.F,-0 die folgenden Betrachtungen Änderungen erleiden, analog denen, die im indefiniten 
Gaußschen Fall gegenüber dem definiten eintreten. 
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(£ + 6£, n+6n) im Punkte (x + 62, y + dy), wenn 


(4 "» 
dE = ; fox + say, (EU 192) + 35% ca ndy} , 


1 


9) Fa 
on —-—3 (525 Eds + aqua, (Foy + nee) + 52h ¥ ndy} . 


Dabei sind in y und y die Argumente zx, y, dz, dy zu denken. 

Die parallele Übertragung eines kovarianten Vektors (u, v) im Punkte (x, y) 
von (z, y) nach dem unendlich benachbarten Punkte (x + dx, y + dy) ist dann 
eindeutig erklärt durch die Forderung, daB bei simultaner Parallelübertragung 
dieses Vektors (u,v) und eines beliebigen kontravarianten Vektors (&, 7) der 
Skalar u& + vm ungeändert bleibt. Analog für irgendwelche Tensoren. 

4. Nach dem Vorstehenden hängt die Parallelübertragung in AR, im all- 
gemeinen außer vom Orte in der Mannigfaltigkeit auch noch ab von der Wahl des 
Feldes der ausgezeichneten Linienelemente. Sie ist dann und nur dann unabhängig 
von dieser Wahl, wenn o(x, y, dx, dy) und y(z, y, dz, dy) quadratische Formen 
in den Veränderlichen dx, dy sind (mit Koeffizienten, die Funktionen von x, y 
sind). Ein allgemeiner Raum mit dieser besonderen Eigenschaft ist a/fin- 
zusammenhüngend im Sinne von H. Weyl !). 

5. Durch parallele Herumführung des ausgezeichneten Linienelementes 
(dx, dy) im Punkte (z, y) um ein infinitesimales Parallelogramm erhält man 


(40) | 6,6dx — óó,dz = — Kl'ig(óxó,y — 6,26y), 
6, ddy — 66,dy = — K'ig(Ó0x0,y — 8,rôy), 
wo 
1 1 _1 y y 
Ke = — Kin = 505: 51044 
‚il PŸp dp Ae dp, de dy Hy Avy 
44) 4*OdxOdyOdx Odxddy Ody*ódx OAdxddyddy’’ 
2 2 
Ke = — K2n = 2 (OP 9 


n 2\dyddx  OxOdy 


+ 4N9dzüdyO8ds dda ddy  Odyióds  Odzüdy ddy 
ist. Die K*, = — Kw (i, k, l = 1, 2) sind die Komponenten eines in i kontra- 
varianten, in k, i kovarianten Tensors, des Grundtensors der Krümmung unseres 
allgemeinen Raumes. Sie hüngen von z, y, dz, dy ab, und sind in dz, dy homogen 
von der Dimension Eins. 

6. Durch parallele Herumführung eines willkürlichen Vektors (£, y) im 
Punkte (xr, y) um ein infinitesimales Parallelogramm gelangt man, wenn dabei 
das ausgezeichnete Linienelement (dx, dy) des Punktes (x, y) gleichfalls parallel 
mitgeführt wird, zum Krümmungstensor des allgemeinen Raumes 


(12) | 6,6& —66,& = — (Ki.ig£ + Kis) (826,y — by 6,2), 
0,09 — 17 = — (Ki. E + Kai 3) (0z0,y — 0y 0,2). 


1) Vgl. z. B. H. Weyl, Raum, Zeit, Materie. 3. Aufl, Berlin 1909, S. 100f. 


17 Oy Og By dg. dy dy Ay ov) 
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Die Komponenten Ki. = — Kj. des Krümmungstensors sind, wie man leicht 
durch Ausführung des in (12) angedeuteten Prozesses bestätigt, die Ableitungen 
der Komponenten des Grundtensors der Kriimmung nach dz, dy: 
| 8 K°16 
|». Odx ' 
Sie sind dementsprechend in dz,dy homogen von nullter Dimension. 

Mit ihnen im wesentlichen identisch sind die Komponenten Kg des ver- 
jüngten Kriimmungstensors: 

(13*) Ky, = + Ki..12, Kis = — Ki.1s, Ka = + Ki, Kos — — Ki 15. 

7. Wir wenden uns jetzt zur Metrik im R,. Dazu erklären wir als Funda- 
mentaltensor den kovarianten Tensor zweiter Stufe mit den Komponenten 


Ody — 











(13) Ki.w = = , Ke. = Ki... = 





1 e? (F? 
° 398 = FF + (Fey, 
1 o? F? | . . 
(14) = 3 513; Pte +P, 
1 0° (F7 
u 3 oF ) = FF,z + (F;) +). 


Diese sind in #,ÿ homogen von nullter Dimension, so daß 
(15) e(z,y, 2, 9) — e(x, y, z', y") =e(z,y, dx, dy) usw. 
Aus (14) folgt leicht 
(46) ei +fy =FF:, fe+gy=FFP,, ei--2fzy +gÿ = F 
und 
(17) eg —f — F3F,. 
Bei unseren Voraussetzungen (Nr. 1) sind also e, g, eg — f? durchwegs positiv. 
8. Mittels des Fundamentaltensors läßt sich im A, ein Längen- und Winkel- 
begriff definieren à). 
Die Länge | eines beliebigen Vektors (£, n) im Punkte (x, y) in bezug auf das 
willkürliche Linienelement (2,y,%,%)*®) werde erklärt durch 


(18) l=Yer +2/En or gn 

1) Wir denken uns jetzt in F die Argumente z, y, z, y. 

*) Die Längen- und Winkelmessung mittels des Fundamentaltensors ist (für eine beliebige 
Dimensionenzahl) unabhängig eingeführt worden von J. L. Synge, A generalization of the Riemannian 
line-element. Trans. Amer. Math. Soc. 27 (1925), S. 61—67; J. H. Taylor, A generalization of Levi- 
Civitas parallelism and the Frenet formulas. Ebenda, S. 246—264, und dem Verfasser, a. a. O. Anm. *) 
S. 191. Die Möglichkeit der Winkelmessung ist übrigens schon angedeutet bei P. Finsler, Über Kurven 
und Flächen in allgemeinen Räumen. Diss. Göttingen, 1918, S. 42 f. Dort tritt auch implicite der 
Fundamentaltensor auf, ebenso bei L. Berwald, Ober die erste Krümmung der Kurven bei allge- 
meiner MaBbestimmung. Lotos, Prag, 67/68 (1919—1920), S. 52—66. 

*) Mit (2, y, x, ÿ) oder auch (x, y, dz, dy) bezeichnen wir das (orientierte) Linienelement im 
Punkte (x, y), dessen Richtung durch den Einheitsvektor (z', y^) bestimmt ist. 
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und der (zwischen 0 und x liegende) Winkel w zweier Vektoren (£, n) und (£,n) 
im Punkte (x,y) in bezug auf das willkürliche Linienelement (x, y, x,y) durch 


| (19) COS € = te r Men rig tem . 1) 
Ver +2jEn+gm Vek - 2/85 + 87° 
In e, f, g sind dabei die Argumente x, y, 2, y zu nehmen. 
Wenn der Vektor (£,%) insbesondere die Richtung des Linienelementes 


(2, y, x, y) hat, so erweist sich die Orthogonalitütsbedingung w = 7 wegen (16) 


als gleichbedeutend mit der Transversalitätsbedingung 
(20) EF, y, 8,9) + n Fila, y, 5) — 0. 
9. Als Flächeninhalt II des von zwei Vektoren (é, 7) und (E, 7) im Punkte 


(z, y) aufgespannten Parallelogrammes in bezug auf das willkürliche Linienelement 
(x, y, Z, y) erklären wir den Ausdruck 


(21) II = Veg — f* - (£5 — nd). 
Der Absolutwert von 17 ist gleich J- sin w, wobei 1,1 die Längen und w den Winkel 
der beiden Vektoren in bezug auf das Linienelement bedeuten. 

Entsprechend wird man als Flächeninhalt eines Gebietes in bezug auf ein Feld 
von Kurven 

(22) z=2(t,a), y-y(ta) 
das über das Gebiet erstreckte Doppelintegral 


(23) 2 = f/f Veg — 8 dzdy = [ÎVFF, dx dy 


definieren, wobei in den Funktionen unter dem Integralzeichen für die Argumente 
+, y, t, y die aus (22) folgenden Werte zu nehmen sind und die Regel für die Ein- 
führung neuer Veränderlicher in ein Doppelintegral zu beachten ist ?). 

10. Denjenigen Vektor im Punkte (x, y), der in bezug auf das willkürliche 
Linienelement (x, y, z, y) die Länge 1 hat und transversal zu diesem Linien- 
element steht, nennen wir den Transversaleinheitsvektor des Linienelementes. 
Seine Komponenten bestimmen wir eindeutig durch 





,- Fi _ 1 fitgl 
(24) y F*F, Vg—P F ° 
F; 1 ex+fy 





FPE Veg—f? F - 


1) Wir setzen ein- für allemal fest, daß alle Quadratwurseln, die auftreten, positiv zu ziehen 
sind. Bei dieser Festsetzung sind die weiterhin einzuführenden Invarianten, soweit in ihre Definition 


die Wurzel eg —f* — V.F*F, wesentlich eingeht, nur gegenüber Punkttransformationen mit posi- 
tiver Funktionaldeterminante invariaut; bei Punkttransformationen mit negativer Funktionaldeter- 
minante gehen sie in den entgegengesetzten Wert über. 

*) Dieser Inhaltsbegriff tritt zuerst auf bei P. Funk und L. Berwald, Flächeninhalt und 
Winkel in der Variationsrechnung. Lotos, Prag, 67/68 (1919— 20), S. 45—49. 


*) Dieser Vektor, oder vielmehr der entgegengesetzte, findet sich explicite anscheinend zuerst 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 3. 


2 
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Er spannt mit dem Einheitsvektor (z’, y’) in der Richtung des Linienelementes 


im Punkte (x, y) ein Parallelogramm auf, dessen Flächeninhalt V eg — f*(hy' — kz’) 
in bezug auf das Linienelement gleich 1 ist. 


$ 2. Verallgemeinerung des absoluten Differentialkalküls. 

11. Wir bedienen uns bei der Untersuchung allgemeiner Räume einer Ver- 
allgemeinerung des absoluten Differentialkalküls, die wir nunmehr soweit ent- 
wickeln, als es für den Fall zweier Dimensionen erforderlich ist. Dabei erweist 
es sich als zweckmäßig, die Komponenten von Tensoren durch angehängte Zeiger 
zu bezeichnen. Wir setzen demgemäß 

| E— A, yv»=&; ei, y —1; usw. 
(25) € —Bnr D =812 En: E = Es 





—gl — j 
eg — f eg — f? 
und außerdem 

(26) za, y=2; 9—9, p=g; eg—f =G. 

Endlich schreiben wir für f(z,y,%,%) kurz f(z,z); entsprechend für Tensoren. 
Die Zeiger i, k, 1... nehmen im folgenden die Werte 1,2 an. Über jeden Zeiger, 
der in einer Formel einmal oben und einmal unten auftritt, ist von 1 bis 2 zu 
summieren !). 

12. Es seien He, 1 (2,2) = £^ (z, ) die in den / kovarianten, 
in den k kontravarianten Komponenten eines Tensors (m + r)-ter Stufe. (k) be- 
zeichnet kurz den Komplex der kontravarianten Zeiger k,, ks,...,km; (0) den 
der kovarianten Zeiger l41,..., M Dann setzen wir 








€ 
= gl? — gil, TES = gi, 


5) 2 
p 2980 _ 1879 9 —1Pkarı: im 9? gh» 
67) Son 5x —23 8» s + nica Oa Oz 








0° pP 
N gm by le. -.le—-1Ple+1.- aly Order’ 


e=1 
also insbesondere für einen Skalar f: 
Of 1 of ag 
(27") Ii Sai 3 845 où 


In (27) sind beiderseits (x, +) als Argumente zu denken. Die ‘OK sind die in 
den k kontravarianten, in den / und in i kovarianten SAM eines Tensors 
(m + r + 1)-ter Stufe, den wir die (erste) kovariante Ableitung des Tensors mit 


den Komponenten &®,, nennen. £N bezeichnen wir auch als kovariante Ab- 


bei P. Funk, Über den Begriff „extremale Krümmung“ und eine kennzeichnende Eigenschaft der 
Ellipse. Math. Zeitschr. 3 (1919), S. 87—92. 

1) Sofern nicht ausdrücklich etwas anderes vermerkt wird, gelten die Definitionen und Formeln, 
die in Nr. 11—19 auftreten, unverändert für allgemeine Ráume von beliebiger Dimensionenzahl, 
wenn darin die Zeiger alle Werte von 1 bis n durchlaufen and eventuelle Summationen von 1 bis s 
ausgeführt werden. 


N 
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leitung dieses Tensors nach dem Zeiger i. Wenn die E®,,(z, x) in den & homogen 
von der Dimension h sind, so gilt das Gleiche auch von den £' (x, &). 

Die kovariante Ableitung der ersten kovarianten Ableitung eines Tensors 
von den Komponenten En nennen wir seine zweite kovariante Ableitung (Kom- 
ponenten £15,,), usf. Für die kovarianten: Ableitungen bestehen dieselben 
Rechenregeln, wie für gewöhnliche partielle Ableitungen. 

13. In entsprechender Weise wie für Tensoren läßt sich auch für 
Tensordichten*) der Begriff der kovarianten Ableitung erklären. Es seien 
to! Boi» le i) = m? (a, +) die in den / kovarianten, in den k kontra- 
varianten Komponenten einer Tensordichte (m + r)-ter Stufe. Dann sind 





Aw, 1 dw OP Q? gt» 
à  _ 0o + kıkz... Eu 1 PEt: F 
Q8) w"on- 52 —3 8» Oe +32 vw PE rr 
@) 9! oP 1 (5 fy 
-32 "a tea Plott Fea gg TO OO x 


die in den k kontravarianten, in den 7 und in i kovarianten Komponenten einer 
Tensordichte (m + r + 1)-ter Stufe, der (ersten) kovarianten Ableitung der Tensor- 
dichte mit den Komponenten !v®). 

Alles oben über die kovarianten Ableitungen von Tensoren Gesagte gilt 
in entsprechender Weise auch von den kovarianten Ableitungen der Tensordichten. 

14. Stellen wir gleich hier einige Beispiele zusammen, von denen wir weiterhin 
Gebrauch zu machen haben. 

Erstens ist: 


(29) Ty = 0; 
man hat nämlich nach (27) 
ot 1 0X Og +1 
oe 202 Où 2 "Pos 
und hierin verschwindet die rechte Seite, weil die gf homogen von zweiter 
Dimension in den & sind (Nr. 2). 
Ferner hat man für einen es Vektor mit den Komponenten &: 
Of Of, Of, Op Qt, Og" 
G) En En = 3:32 319: 25 —52 Oe) 
Wenn die &, nur vom Orte abhängen, ist daher 
Of OE 
(309) En — Ex = m — am 
Endlich gilt für die skalare Dichte w = VG: 


(31) VG), = 290 1 a(VG) dw 1 Ve 8i g? 


Où 2 O5 Of 2' OxPdx’ 


wie man aus (28) oder (26) und (27) ableitet. 


Tu = 


1) Vgl. H. Weyl, Raum, Zeit, Materie. 3. Aufl. 1919, S. 98ff., 104f. 
| 2g* 
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15. Ein zweiter DifferentiationsprozeB, der aus einem Tensor einen neuen 
Tensor erzeugt, ist die Differentiation nach den z. Wenn £C (zr, à) wieder die 


in den k kontravarianten, in den /| kovarianten Komponenten eines Tensors 
(m + r)-ter Stufe sind, so sind die Ableitungen 


(32) za Uo (es 2] = gs à) 


die in den k kontravarianten, in den / und in i kovarianten Komponenten eines 
Tensors (m +r-+1)-ter Stufe. Sind die £? (2,2) in den x homogen von der 


Dimension h, so sind es die £C in der Dimension h —1). Entsprechendes gilt 
für Tensordichten. 


16. Bei Vertauschung der Zeiger in den zweiten kovarianten Ableitungen eines 
Tensors bestehen die Formeln 


pnm 
(33) ram — Fon = — Emus KP ag + ^ guiar Ku 
nem 


m this... 1Plorı---Ir K^ side: 


also insbesondere für einen Skalar /: 


. (33%) his — fi = — fu K° 
Die Argumente z,z sind hier und im folgenden unterdrückt. 


Für die Vertauschung der kovarianten Differentiation und der gewöhnlichen 
partiellen Differentiation nach den =x gelten, wenn 


(2° _ Ol...) _ 
OÙ ^. ^ qam où ... [8] il 
gesetzt wird, die Formeln: 
Q? gta 
(34) Eos — Eos m pump Berre 
O3 g? 
() 
+32 Fate rien RO RON 


also speziell für einen Skalar / 
(34*) hay — Î ja 7 0. 
Die entsprechenden Vertauschungsformeln für Tensordichten sind : 


(k k k _.1 pé . 
(35) a — m gig — in + A Quit en me e GUETTA 


er a) 
— 2° D'une y pierre. tr CTI 


und 
1) Bei einem Skalar f schreiben wir f;; anstatt fj;, u.s.f., entsprechend bei einer skalaren 
Dichte. 
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1 var 8° gr 
(36) rites — WO ny 5136 = 32 mri RID Tent P hop m 
| S a 93 oP a Oo 
a et eee | 7 3 vh CETUR 


3 
Aus (34) geht hervor, daB die 2 RD die in p kontravarianten, in 


i, k, l kovarianten Komponenten eines Tensors vierter Stufe sind. Sie sind in den 

& homogen von (— 1)-ter Dimension. Wegen der Homogeneität zweiter Dimension 

der g* in den x bestehen die Identitäten 
03 pP 

(37) CETETET. 

17. Die Differentiation nach dem Bogen der vom Punkte (x, y) in der Anfangs- 

richtung (z’, y’) ausgehenden Extremalen des Variationsproblems ds — 0 werde 


i =0. 


im folgenden durch (2) bezeichnet. Für irgendeinen Skalar /, der von 
$^ extremal 
den z, x’ abhängt, ist dann 


(38) (3 3). 52 a — I g! — xf, 


(39) ( as = aa! fra, 


wie aus der Homogeneitätseigenschaft der 9° und aus der Definition (27) der 
kovarianten Ableitung folgt. 
18. Die Identität (6) läßt sich jetzt, wenn wir extremal ableiten, so schreiben: 
(40) x F k= 0. 
Dabei sind in F die Argumente z, z' zu setzen. Aus (40) folgt durch Differentiation 
nach z'* bei Berücksichtigung der Vertauschungsformel (34*) 
(41) x 5 Fu + Fr = 0. 
Andererseits müssen die Differentialgleichungen der Extremalen von és =0, 
die durch Nullsetzen der Lagrangeschen Ausdrücke entstehen, identisch erfüllt 


sein, wenn man darin fir x’, y’’ ihre Werte aus (7) setzt. Man erhält so die 
Identitäten 


(42) Fk — Fp = 0 . 

Somit ist 
(43) Fax, x) =0, 

und, da die linke Seite von (43) in den x’ homogen von erster Dimension ist, auch 
(44) Fn(x, tr) =0 


identisch in den x,z. Durch partielle Differentiation von (44) nach‘ und An- 
wendung von (34*) folgt 


(45) F ok = 0 
und hieraus weiter 
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(46) F ns = 0. 
Entsprechend ergibt sich aus (44) durch kovariante Ableitung 
(47) F ik = 0. 


Subtrahiert man von (47) die durch Vertauschung der Zeiger i und k aus (47) 
hervorgehende Identität und wendet (33*) an, so erhält man identisch in den z,z 


(48) FjK*a4-0. 
19. An Stelle des sogenannten Lemmas von Ricci treten hier die Identitäten 
1 | 05g 1 4, Og 
(29) San = 3 Fe saan — 28m” G:OBOSR- 
Man leitet sie ab, indem man von den Definitionsgleichungen 
1 
(14*) ba = 5 (Pine = FFaa + Paka 
ausgeht, die Vertauschungsformel (34) in der Gestalt 
(34**) F:ı —F. 1 F. O3 pP 
fin“ tuk 2 *oOronor 


benutzt und (42) — (45) sowie (16) beachtet. 
Weiter ergibt (34), auf die gg angewendet 


(50) |. fad aj = Seams! bam 

Endlich schreiben wir noch zwei Formeln für die Determinante G an, die 
aus den Gleichungen (35) und (36) ohne Schwierigkeit folgen, wenn man sie auf 
die skalare Dichte w = re anwendet, nämlich 


0? g $ 
(51) | + [Gem — Gym] = SHAS 
und | 
(52) Gym — Gjmi = —ayc UC YO . 


8 3. Die grundlegenden Skalare. 
20. Aus den Identitäten (48), die in unserer ursprünglichen Schreibweise 
(48*) F;K.ne + F, K* 12 = 0 
lauten, folgt die Existenz eines Skalares &(z, y, à, ÿ), so daß 








(53) Pu = — RFF, = — 8 (f$ + gj), 
ist. Dieser Krümmungsskalar 
@ iEn — ÿ E». tl 99 _ 8p), ir By 
F? F 5:3j OyOx M Oxôy Oydz 

n ay 1 ay 
t3 Ce + 8335) ? tg x (aed + 3j) " 
1 0g oy, | 
m 9 —t —_ 
-7[G 3D + Oy ài +2 ]} 
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der zuerst auf ganz anderem Wege von Herrn A. L. Underhill!) gefunden wurde, 
reduziert sich auf das gewöhnliche Krümmungsmaß, wenn die Grundfunktion 
F(z, y, x, y) die Quadratwurzel aus einer quadratischen Form in 7, y ist. Er ist 
in z, y homogen von nullter Dimension. 

Nach Einführung des Krümmungsekalars nimmt die Formel (33*) die Ge- 
stalt an 


(33**) Ing — her = S F(f.F. — i, F;)- 

21. Der verjüngte Kriimmungstensor (Nr. 6) ist dann und nur dann sym- 
metrisch, wenn der Krümmungsskalar eine bloße Ortsfunktion ist. 

Aus (13*), (13) und (53) folgt nämlich 


OK OK? 
(55) K,, — Ky = — SE — y 
und da & in z, y homogen von nullter Dimension ist, so verschwinden auch um- 
gekehrt $; und $; nur dann, und zwar beide zugleich, wenn K,, = K,, ist. Somit 
gibt es in einem zweidimensionalen allgemeinen Raum neben $ noch einen weiteren 


von der Krümmung herrührenden Skalar 


(56) gg — 1 Luka IG GE 


= F($; Fy — 8, F;), 





die Asymmetrie des verjüngten Krümmungstensors. Sie ist in &, y gleichfalls homogen 
von nullter Dimension. Die Ableitungen $;, $$ hängen mit U folgendermaßen 
zusammen 


(57) a, -2y 6 7j, a, -—ay leer, 


22. Zu einem dritten Skalar führt die Untersuchung der Frage, wie sich 
die quadrierte Linge l eines Vektors (£, 7) im Punkte (x, y) in bezug auf ein Linien- 
element (z, y, z, y) ändert, wenn man die Richtung dieses Linienelementes unend- 
lich wenig variiert. 

Wir ersetzen dazu (#,ÿ) durch (à + e Fé, y + eF7), wo e infinitesimal ist. 
Dann ist die entsprechende Änderung 6,(/?) von / (Gl. (18)) bis auf Glieder 
zweiter und höherer Ordnung in e: 


(58) AP) = er (S5 + 258 én + SE En) + (55 pact L En + SE 5) i}. 


Nun sind die Komponenten e, f, g des Fundamentaltensore tie zweiten °F rtillon 
Ableitungen von F? nach x und ÿ und als solche in z, y homogen von nullter Dimen- 
sion. Hieraus ergibt sich leicht 


Qe _4.g de Of Of Og . an O8 21: 
(59) ai = Ay’, Sy oz — AT jy ^os ^ ^9 ay ^ 
und ' 
O(eg—f*) _ . . O(eg—f?) _ : 


1) Siehe Anm. 1) S. 192. 


204 Berwald. Zweidimensionale metrische Räume. 
Darın ist 


wie man durch direkte Berechnung, z. B. von se aus (14) findet. 


Aus A, das in 2, j von (— 4)-ter Dimension homogen und kein Skalar ist, 
läßt sich durch Hinzufügung eines ee Nenners ein Skalar bilden 


A F4 OFOF, OF OF, 
(62) = HH - (o_o eh), 


hieg — py 4F* rl Oz Oy dy Or 

Wir nennen $ den Hauptskalar des allgemeinen Raumes. Er ist aus F durch bloße 
Differentiationen nach z und y herleitbar und in z, y von nullter Dimension homogen. 
Daher bleibt er bei Parametertransformation ungeündert und ebenso auch bei 
konformer Transformation des allgemeinen Raumes, d.h. beim Übergang vom 
Raume mit der Grundfunktion F(z, y, z, y) zu demjenigen mit der Grundfunktion 
x(x, y) - F(z, y,2,y), wobei x eine willkürliche (etwa analytisch-regulüre) Orts- 
funktion bedeutet. 

Bei Einführung des Hauptskalars in (58) mittels (59), (61), (62) ergibt sich 
für die gesuchte Ánderung der quadrierten Lange des Vektors (é, 7) 





(63) 440) = 4e g E D an yep (or — E) = Aeg IT IT, 


wobei /7[I7] den Flächeninhalt des von den Vektoren (z', y) und (£&, 7) CE, 7] 
im Punkte (z, y) aufgespannten Parallelogrammes in bezug auf das Linienelement 
(x, y, &, y) bedeutet (Nr. 9). Wählt man speziell £ = E — h, n =n =k (Nr. 10), 
so geht (63) über in 

(63*) 6,(22) = — he. 


23. Wir gehen jetzt zu der Frage über, wie sich die quadrierte Länge /* eines 
Vektors (£, 7) im Punkte (z,y) in bezug auf das willkürliche Linienelement 
(z, y, t, y) ändert, wenn man dieses als ausgezeichnetes Linienelement des Punktes 
ansieht, und die Figur, die aus dem Vektor (£, 7) und dem Linienelemente (2, ÿ) 
besteht, vom Punkte (x, y) nach dem beliebigen unendlich benachbarten Punkte 
(x + Ôx, y + dy) parallel überträgt. 
Die Änderung ó(/*) bei dieser Parallelübertragung ist 
(64) d() = (en & + 2fn £n +gnm)dr+ (nt + 2feEn + gen*) dy. 
Berechnen wir die Größen, die in (64) rechts auftreten! Zunächst folgt aus (37) 
für p,i,k —1,2 in unseren jetzigen Bezeichnungen 
109p |  ., 1 9 2. 1 do » 1 0*9 
203 ^ 7^7 agg = + HH ^ 3 3;0j 7 ey 3 83s at 
1 y — 1 dy . 1 By |: 1 dy 
3 où TTP! F EEE Tem 300 3331938 —- "9 6 3 3g 
wo 0,0 zwei Funktionen von x,y,ï,ÿ bezeichnen, die in 2,3 homogen von 
(— 4)-ter Dimension sind. Durch Einsetzen der Werte (65) in (49) erhalten wir 





(65) 
= — 2.9 
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(66) en ——7Tÿ, em =fpa=+ tty, e=gn=— Ti), Be — + ri 
mit 

(67) t = F(F;0 — F;o). 

t ist also in &,% homogen von der Dimension (— 3). 

Beiläufig merken wir noch die Gleichungen 

(68) (eg — f)n =—tF*y, (eg — fe = +rTFà 
an, die aus (66) folgen. 

Die durch (67) definierte Funktion t hängt nun in einfacher Weise mit dem 
Hauptskalar % zusammen. Die Gleichungen (50) geben nämlich, etwa für 
t=k=l=1,m=2 

(50*) | eus — €jn = eji — En: 

Für die linke Seite von (50*) erhalten wir durch Einsetzen aus (59), (61), (62) 
und (68) 


i 
xL (Int + 32)9*, 


für die rechte aus (66), (67) wegen der Homogeneitätseigenschaft von c 
(70) egg — En — TYP. 
Durch Gleichsetzung folgt im Hinblick auf (38) 


(69) ep; — Cyn = — 408 P» 


(71) t = F(F;o — Fy0) = ae Pr (a3 3) b 
extrema 


Somit ergibt sich schlieDlich für die gesuchte Längenänderung 


i 
02 am = — 4B P ye sent ody 402) (TE) | 


= 43) m 


Darin bedeutet /7[/1] den Flächeninhalt des von den Vektoren (2’,y’) und 
(£, n)[(ôx, dy)] im Punkte (x, y) aufgespannten Parallelogrammes in bezug auf 
das Linienelement (z, y, x’, y’). Ist insbesondere (62, dy) das Element einer zur 
Kurve (x = x(t), y = y(t)) im Punkte (x, y) transversalen Kurve (x = x(p), y = y(p)) 
und wählt man den Parameter p auf dieser Kurve so, daß im Punkte (x, y) 


ds — h, ji =k (Nr. 10), also óz = hdp, dy = kd p ist, so folgt für £ = À, » =k: 
(72*) 8(P) = + 4 ap (73 3) 
extremal 


24. Bei paralleler Übertragung der Figur, die aus einem Vektor (£, 7) im 
Punkte (2,4) und dem ausgezeichneten Linienelement (dx — zdt, dy = ydt) 
dieses Punktes besteht, ändert sich im allgemeinen die Länge des Vektors in bezug 
auf das ausgezeichnete Linienelement, wie (72) zeigt. Hieraus läßt sich schließen, 


daß man bei paralleler Herumführung dieser Figur um ein infinitesimales Parallelo- 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 8. 21 
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gramm im allgemeinen mit einer anderen Lange in den Ausgangspunkt zurück- 
kommt, d.h. daß eine Streckenkrümmung vorhanden ist. Wenn (62, dy) und 
(6,2, 6,y) die beiden Linienelemente im Punkte (x, y) sind, die das Parallelogramm 
aufspannen, so werden wir also zu erwarten haben, daB eine Gleichung der Gestalt 


gilt: 
— a3 
(73) 0,0(2) — 88,(2) = 4 ee Tr O(gy — nz) (örd,y — dyd,z), 


wo © ein Skalar ist, der von zx, y, z, y abhängt und in z, y homogen von nullter 
Dimension ist. Wir nennen © den Skalar der Streckenkrümmung des allgemeinen 
Raumes. An (73) könnten wir noch eine ähnliche Bemerkung anschließen, wie 
wir soeben im Anschluß an (72) gemacht haben. 


Den Wert von © kann man nun auf zwei verschiedene Arten berechnen. 
Zunächst ist 


(74) 6, 6() — 00,(P) 
= [(ene — €) &* + 2(fns — fm) £n + (Enz — gm)n°] (020 y — Sy 0,2). 
Wenn man hierin für ens, ej; usf. die Werte einsetzt, die aus (66) folgen, (71) be- 
achtet, und das auf diese Weise gefundene Ergebnis mit (73) vergleicht, so erhált man 


di 


Andererseits kann man zur Berechnung der Differenzen ej44, — ej, usf. auch 
die Gleichung (52) heranziehen, die in unserem Falle wegen (53) die Gestalt an- 
nimmt 

(52*) (eg — f*)ns — (eg — fr 

= 2Veg =? [EVE NI Veg — I) pp, _98Ves — P) EP pg] 
Wegen (66) und (68) gilt 
/? ij zt 
en — da len, Ín — — ga (6€ — Pn. &n — ga (CB — fn 
(76) Á i 
i 
e2 = x (eg —P)s. fe=— pi (eg — Fr, Ber "(eg — Pe» 
so daB sich die Differenzen eus — ej; usf. auf (52*) zurückführen lassen, wobei 


(29) und (44) zu berücksichtigen sind. Man erhält so für 6, 6(/?) — à 0, (I3) einen 
Ausdruck, dessen Vergleichung mit (73) für den Skalar der Streckenkrümmung 


(77) C= guy. (RUE oF 9 (Yes — F mar) 


ergibt. 


Wenn man die Produktdifferentiationen rechts in (77) ausführt und (56), 
(60)—(62) benutzt, so erhält man zwischen den Skalaren &, A, 3, € die Be- 
ziehung 


(78) A — RG + G. 


/r 
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§ 4. Besondere Klassen von allgemeinen Räumen. 

25. Wir untersuchen zunächst, ob und wie sich die affinzusammenhängenden 
zweidimensionalen allgemeinen Räume (Nr. 4) durch die in § 3 eingeführten Skalare 
charakterisieren lassen. 

Ein affinzusammenhängender R, ist gekennzeichnet durch das identische 
Verschwinden sämtlicher dritten Ableitungen von y und y nach z und y, oder 
nach (65) durch o =o —0. Diese Bedingungen können durch 


(79) t=F-(oF,;—oF,;)=0, oz+oy=0 

ersetzt werden. Die erste Gleichung (79) ist nach (68) auch gleichbedeutend mit 
(80) (eg—f*), —0 (oder (eg — f*) = 0) 

und nach (71) und (38) mit 
(81) wnt + Sey =O. 


Die zweite haben wir noch durch die Skalare aus § 3 auszudriicken, wobei wir die 

erste, also auch (80) und (81), als erfüllt ansehen dürfen. Dazu gehen wir aus von 

Gleichung (51), die sich, etwa für | — m — 1, wegen (65) in | 
(51%) (eg — Fin — (eg — Ps = —29*(eg — F) (ex + oy) 

verwandelt. Nach (80) ist der Subtrahend auf der linken Seite von (51*) Null. 

Fur den Minuenden ergibt sich aus (60) bei Beriicksichtigung von (29), (44), (61), 

(62), (80) 


_ pt 
(80) (eg — Pn = Hrn ET yg, 


Somit reduziert sich die zweite Gleichung (79) wegen (51*) auf $n — 0, und 
aus (81) folgt nunmehr: 

Ein zweidimensionaler allgemeiner Raum ist dann und nur dann affinzusammen- 
hängend, wenn für ihn identisch 


(83) In = Jr = 0 
ist. | 

26. Es sei nun zunächst der Krümmungsskalar $ unseres affinzusammen- 
hängenden A, von Null verschieden. Dann gibt (83) Sue = Yo. = 0 und (33**, 
§ 3) — für j = 3 — 

(84) Gi GF; = 0. 
Da % von nullter Dimension homogen in #,ÿ ist, so folgt hieraus 3; = 3, = 0, 
und die Gleichungen (83) vereinfachen sich wegen (27*) zu 3, = 3, =0. Somit ist 

(85) Q = konst. 

Jeder affinzusammenhängende R,, dessen Krümmungsskalar von Null ver- 
schieden ist, hat also einen konstanten Hauptskalar. 

Umgekehrt ist ein R, mit § = konst. offenbar immer affinzusammenhängend. 

Wegen der Invarianz von % bei konformer Transformation (Nr. 22) geht 
ein solcher R, durch konforme Transformation wieder in einen affinzusammen- 
hängenden A, mit demselben konstanten Hauptskalar über. 


27. Die affinzusammenhängenden A, mit $ =0, also Kl; = Ki, = 0 
27° 
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(vgl. (53)) sind euklidisch-affin im Sinne von H. Weyl!), d.h. die durch (9) er- 
klärte Vektorübertragung hängt nur vom Orte ab und ist integrabel. Nun können 
in einem euklidisch-affinen Raum die Komponenten des affinen Zusammenhanges — 

m. 109 1 099 1 dy 
d. h. hier die Dam’ 28109! "' 208 
mation sämtlich zum Verschwinden gebracht werden?) Wenn wir also einen eu- 
klidisch-affinen FR, von vornherein auf ein solches ,,lineares‘ Koordinatensystem 
beziehen, in dem die Komponenten des affinen Zusammenhanges alle Null sind, so 
sind auch und y (wegen ihrer Homogeneitätseigenschaft) Null. Die kovariante Ab- 
leitung nach dem Zeiger 1 (2) fällt daher mit der gewóhnlichen partiellen Ableitung 
nach z(y) zusammen. Die Gleichungen (44) vereinfachen sich jetzt zu F, = F, =0, 
und zeigen, daB F eine (bis auf die Regularitäts- und Homogeneitätsbedingungen) 
beliebige Funktion von z, y allein ist. Also: 

Die affinzusammenhüngenden zweidimensionalen allgemeinen Räume, deren 
Kriimmungsskalar bestandig Null ist, sind identisch mit den Minkowskischen R,, 
d.h. die Grundfunktion des zugehórigen Variationsproblemes kann durch eine 
Punkttransformation auf die Form F(z,y) gebracht werden *). 

28. Aus den bisherigen Betrachtungen der $8 3, 4 geht hervor, daB sich 
die wichtigsten Klassen von zweidimensionalen allgemeinen Räumen mit be- 
sonderen geometrischen Eigenschaften mit Hilfe des Skalars % und seiner kova- 
rianten Ableitungen kennzeichnen lassen. Unter geometrischen Eigenschaften 
verstehen wir dabei solche, welche gegenüber der Gruppe aller (etwa analytischen 
und) umkehrbaren Punkttransformationen mit positiver Funktionaldeterminante *) 
invariant sind. 

Wir unterscheiden folgende besondere Klassen von Ry: 


I. Die Räume ohne Streckenkrümmung, gekennzeichnet duroh 


— durch eine Koordinatentransfor- 


(86) os — 0. 


ds? / extremal 
Da in ihnen und nur in ihnen ff Veg — f? eine Ortsfunktion ist, wie aus (75), (77), 
(86) und der Homogeneitätseigenschaft von & Veg — f? folgt, so kann man sie 


auch definieren als die R,, in denen eine (nur vom Orte abhängige) Totalkriimmung 
(curvatura integra) 


(87) T = ff $Veg — f dx dy 
existiert. (Vgl. auch Nr. 32.) 


Il. Die Landsbergschen Räume, d.h. diejenigen R,, in denen die Länge eines 
beliebigen Vektors in bezug auf ein willkürliches Linienelement im gleichen Punkte 
bei simultaner Parallelverschiebung beider erhalten bleibt, wenn dabei das Linien- 


1) Siehe Anm. 4) S. 199, bes. S. 106. 

2) Vgl. etwa H. Weyl, Mathematische Analyse des Raumproblems, Berlin 1923, bes. S. 29f. 

3) Ein entsprechender Satz gilt für allgemeine metrische Räume von beliebiger Dimensionen- 
zahl. Vgl. Anm. *) S. 191, bes. S. 49. 

*) Siehe Anm. ?) S. 197. 
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element als ausgezeichnetes Linienelement (Nr. 3) betrachtet wird. Sie sind nach 
(72) durch 


(88) (Berea = ° 


charakterisiert. 

Wir haben diesen Räumen den Namen von Landsberg beigelegt, weil sie 
identisch sind mit den von Landsberg!) untersuchten R,, in denen es ein Gegen- 
stück zum Gauß-Bonnetschen Integralsatz gibt. (Siehe Nr. 30.) 


III. Die affinzusammenhängenden Räume, gekennzeichnet durch 


(83) Ja — SM =0. 
IV. Die Gaußschen Räume, die nach (59), (61), (62) durch 
(89) ¥ =0 


charakterisiert sind. 

Jede dieser Klassen von zweidimensionalen allgemeinen Räumen ist in simt- 
lichen vorhergehenden als besonderer Fall enthalten. 

29. Bisher ist kein Beispiel für einen nicht affinzusammenhängenden Lands- 
bergschen Raum oder Raum ohne Streckenkrümmung bekannt. Alle affın- 
zusammenhängenden Räume mit konstantem Hauptskalar S werden in Nr. 38 be- 
stimmt werden. Es sind die folgenden: 

1. Typus ?). 

(a) F = (Lot + Moy)” (Lit + MW"; 
wo etwa Ly, Mo, L,, M, Ortsfunktionen mit positiver Determinante (L,M,—L,M,> 0) 
sind und r,,r, (reelle) Konstanten, die den Bedingungen 
genügen. Wir beschränken uns in jedem Punkte auf die Betrachtung der Werte- 
systeme x, y, für welche zugleich 

(c) Li+M,y>0, L2+ My> 0. 

Der Hauptskalar hat hier den Wert 








d 1 ry — Fg 
s. Ir Yan 
2. Typus. 
NEN: Li+ My 
(e) | F=Vilyt + My ic Me 5 bera, 


wo Lo, My, Li, M, dieselbe Bedeutung haben, wie oben, und k eine Konstante ist. 
Die Wertsysteme x, y mögen wieder durch (c) beschränkt sein. Hier ist der Haupt- 
skalar 
| Kk 
(t) 3 = yer 


1) a. a. O. Anm. 5 S. 191, b) und c). 
2) G. Landsberg, a. a. O. Anm. 5) S. 191, c), bes. S. 334f. 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 3. 28 
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3. Typus. 


, L4 My 
(g) F = (Lot + Moye tt, (=), 
wo die gleichen Bezeichnungen und etwa auch Beschränkungen angewendet sind 
wie vorhin. Hier ist 


(h) Ny == €. 

Es sei bemerkt, daB die bei E. Nohel!) auftretenden und später auch von 
A. Maccone ?) untersuchten zweidimensionalen allgemeinen Räume, die eine drei- 
gliedrige kontinuierliche Gruppe von Punkttransformationen zulassen, entweder 
Gaußsche Räume oder Minkowskische Räume der Typen (a) und (g) sind. Diese 
Räume finden sich im Grunde genommen — allerdings ohne Angabe ihres Bogen- 
elementes — schon bei SS. Lie). Dort tritt auch der entsprechende Raum des 
Typus (e) auf, der bei den beiden anderen Autoren nicht ausdrücklich vorkommt, 
weil diese im komplexen Gebiet arbeiten, und die Typen (a) und (e) im komplexen 
Gebiet nicht verschieden sind. 





1) E. Nohel, Zur natürlichen Geometrie ebener Transformationsgruppen. Sitzungsber. Ak. 
Wien 123 (1914), Abt. IIu., S. 2085—2115, bes. die Gruppen 16, 20, 26. 

3) A. Maccone, Le geometrie di Sophus Lie e le geometrie non pitagoriche in generale. 
Lincei Rend. Rom (6) 32! (1923), S. 327—331. 

?) Siehe S. Lie und F. Engel, Theorie der Transformationsgruppen III, Leipzig 1893, S. 436 ff. 


tee u —— — 


Der von Herrn Hofrat Dr. Dr.-Ing. Alfred Ackermann-Teubner in Leipzig 
im Jahre 1912 bei der Universität Leipzig errichtete „Alfred Ackermann-Teubner- 
Gedächtnispreis zur Förderung der Mathematischen Wissenschaften‘ ist in diesem 
Jahre durch das Preisgericht Herrn Professor Dr. Wilhelm Blaschke in Hamburg 
für sein Buch „Kreis und Kugel‘ zuerkannt worden. 
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Uber zweidimensionale allgemeine metrische Räume. 
Von L. Berwald in Prag. 


II. Teil. 


§ 5. Zusammenhang mit den Untersuchungen von Landsberg. 


30. Die bisherigen Entwicklungen setzen uns in den Stand, den Zusammen- 
hang zu erörtern, in dem unsere Untersuchungen mit denen von G. Landsberg 
über die Kriimmung in der Variationsrechnung stehen. 

Landsberg führt zunächst für eine beliebige Kurve in einem R, eine absolute 
Differentialinvariante des Grundintegrales (1) gegenüber Punkt- und Parameter- 
transformationen ein, die er die extremale Krümmung der Kurve im Punkte (x, y) 
nennt: 

(90) A _ Fa Pet FG) —5) |, 

R F*F, 
Sodann sucht er durch Subtraktion eines vollstándigen Differentiales von dem 
Differential as zu erreichen, daß die Differenz nur mehr von x, y und den ersten 


Differentialen dz, dy abhängt. Zu diesem Zwecke definiert Landsberg als Winkel © 
das Integral 


(91) © = f &dÿ —ydz) y5. 


wo bei festem (x, y) zu integrieren ist. © ist dann in z,y homogen von nullter 
Dimension und nur bis auf eine additive Ortsfunktion bestimmt. Der Winkel 


zweier Richtungen (=) — qy und (2) =q, im Punkte (x, y) ist aber durch das 
0 1 


von g, bis q, erstreckte Integral (91) eindeutig erklärt. Der Differentialausdruck 


ds 
wo d 6 das vollständige Differential der durch (91) erklärten Funktion von z, y, x, y 


bedeutet, hängt dann nur noch von z,y,dz,dy ab. 


1) Diese Differentialinvariante, die sich im Gaußschen Falle auf die geodätische Krümmung 
reduziert, wurde gleichzeitig auch von A. L. Underhill, a. a. O. Anm. !), S. 192 angegeben. 
Journal für Matbematik. Bd. 156. Heft 4. 29 
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Landsberg beschränkt sich nun auf den Fall, daß Sdt ein Pfaffscher Aus- 
druck ist: 


(93) Sdt = P(z, y)dz + Q(z, y) dy. 
In diesem Falle ist das über ein Gebiet ® erstreckte Flächenintegral 


(94) t= Sf ($5 52) tv 


nach dem Greenschen Satze gleich dem Integrale 
— f (Páàz 4 Qdy) = — f Sat, 
R R 


erstreckt über den Rand ®R des Gebietes ©. Durch Einsetzen des Wertes (92) für 
S dt ergibt sich so folgende Verallgemeinerung des GauB-Bonnetschen Integralsatzes 


(95) r-.f 7 -fae 1), 
R R 


Das Flächenintegral 7 nennt Landsberg die Totalkriimmung oder curvatura integra 
von ®. Wenn man zu © eine Ortsfunktion addiert, so vermindert sich Sdt nur 
um das vollständige Differential dieser Ortsfunktion und 7 bleibt daher ungeändert. 
31. Wir haben nun anzugeben, wie sich die bei Landsberg auftretenden Größen 
durch die von uns eingefübrten ausdrücken, und welche Bedeutung die von ihm 
eingeführte Beschränkung hat, daB Sdt ein Pfaffscher Ausdruck ist. 


Zunächst folgt aus der Definition (91) des Winkels 
_ V5 -- _ _ „Ve? 
y m CF. ’ 
(96) 1 


.Veg—P 
6, - +2) - +o Ver, 


also 
(97) de -|36, + ye, + Gj — i3) v2} « 
Weiter ist nach on und (8) 
(90*) +-Vae y+y)—y@+9)}, 
so daß man hat 
(98) Sdt = = — d9 = — (Ont + Opy)at. 
Die Landsbergsche Annahme läßt sich also folgendermaßen schreiben 
(99) Ont + 653 = — P(z,y)z—Q(z,y)y- 


Da © und daher auch 651,6, von nullter Dimension homogen in 7, y ist, so 
ergibt sich hieraus durch Differentiation nach à, ÿ 


1) Das rechts stehende Integral ist von G. Landsberg für Grundfunktionen F, die algebraisch 
von Z,y abhängen, eingehend diskutiert worden (a. a. O. Anm.) c), S. 191, bes. 8. 339 f£). 
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e — (0 ; — © 3) Ÿ = — P(x, y), 
1 n nus 1213) V 
(100) len T (nj; — O23)  — — Q(z, y). 
Nun ist aber nach (34*), (29), (44), (96) 


9,1: = 9;n = À (Veg — fn, 95; = On = _ (Veg — P)s; 


On = Ojn = + a (Veg — P)n, 92); = Gr = + p (Veg — fe; 
also wegen (68), (71) 
(401*) On; = Oe); — 2F zy (25) 
, ° 1 d. S ^ extremal 
Somit besagt gem&B (100) die Voraussetzung von Landsberg über den Differential- 
ausdruck Sdt, daB 61, 64: bloße Ortsfunktionen, ihre Ableitungen nach à, ÿ also 
Null sind. Diese Bedingungen reduzieren sich nach (101), (68), (71) auf die einzige 


(88*) (Z3) ^ o. 


Landsberg betrachtet demnach diejenigen R,, die wir oben. (Nr. 28) nach ihm 
benannt haben. 

32. Es bietet jetzt keine Schwierigkeit, die Landsbergsche Totalkrümmung 
(94) durch die von uns eingeführten Größen auszudrücken. 

Da P,Q nach (92), (93) die Komponenten eines kovarianten Vektors sind 
und nur vom Orte abhängen, so ergibt (30*) für £, = P, £,—Q, i — 1, k =2: 


OP a 
(102) ay — ge = Pr — Qn = — (ns — On), 


(101) 


wenn wir P, Q durch ihre Werte (100) ersetzen und (101*) berücksichtigen. Aus 
§ 3, (33**) und (96) folgt jetzt unmittelbar: 


(402*) 3r — 3€ = VRR, = 8Veg — P. 

Die Landsbergsche Totalkrümmung T ist somit identisch mit dem in Nr. 28 
ebenso genannten Flächenintegral. 

33. Im Anschluß an das Vorhergehende deuten wir noch kurz an, wie man 
auf dem von Landsberg eingeschlagenen Wege zum Krümmungsskalar & auch 


£ 
dann gelangt, wenn (92) kein Pfaffscher Ausdruck ist. In diesem Falle ist f S dt 
ty 
das Grundintegral eines regulären Variationsproblems, d.h. die Funktion 


ist nicht Null. Der Differentialausdruck 

Syz — Say — S,(ry — y) , 
der gleich Null gesetzt die Differentialgleichung der Extremalen des Variations- 
problemes gibt, hat den Transformationscharakter einer skalaren Dichte, und 


da VF*F, den gleichen Transformationscharakter hat, so ist 
99* 
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Sy; — $4, — Sa(TY — yi) 
yPF*F, 
ein Skalar. Setzen wir in ihm für zy — yx den Wert, der sich aus der Differential- 


t 
gleichung (5) der Extremalen des Variationsproblemes ó f Fdt=0 ergibt, so 
te 


erhalten wir 
. . Fi — Fy: 


VF*F, | — VF*F, 
und wenn wir hierin für S seinen Wert — (Yı& + 6/59) setzen, so folgt nach 
leichter Rechnung, bei der (101), (68), (33**), (96) zu berücksichtigen sind, 


(103) Si (Fay — Fyz) — Fi(Ssj — yz) — ©, 
(FF)? 


Der Landsbergsche Fall ist in dem eben betrachteten enthalten, wenn man die 
Voraussetzung S, + 0 fallen läßt. 

Das auseinandergesetzte Verfabren kann offenbar allgemein dazu dienen, 
aus einem Skalar S, der in t, y von erster Dimension homogen ist, einen neuen zu 
bilden, der es von nullter Dimension ist. Die Voraussetzung der Homogeneitat 
erster Dimension ist dabei noch unwesentlich. Denn wenn $, einen in 2,% von 
p-ter Dimension homogenen Skalar bezeichnet, so ist S,F'? von erster Dimen- 
sion homogen in 2,%!). 

34. Wir schließen diesen Paragraphen mit einigen weiteren Bemerkungen 
über den Winkel von Landsberg, den Krümmungsskalar und die in $ 3 eingeführten 
Skalare. 

Der Landsbergsche Winkel © ist in z,j von nullter Dimension homogen, 


9 


also eine Funktion von x, y und 2 allein. Das gleiche gilt auch von den Skalaren 


f, S, 9f, €. Indem man umgekehrt t als Funktion von x, y und © auffaßt und 


diese Funktion für 4 in À, S, À, © einsetzt, werden also diese Skalare Funktionen 


von z, y, O allein ?). 
Da nach (96) 


(96*) Ó . Veg—f 9 0 Veg —f* 8 


a Ÿ pP 86 39 ^^ P 86 


1) Die in Nr. 33 gegebene Herleitung des Krümmungsskalars dürfte neu sein. Der Grund- 
gedanke des angewandten Verfahrens findet sich schon bei Th. de Donder, Sur les invariants du 
calcul des variations; C. R. Paris 155 (1912), S. 577—580, wo indes nur die Invarianz gegenüber 
Punkttransformationen, nicht auch gegenüber Parametertransformationen betrachtet wird. 

2) Wir bezeichnen diese Funktionen von z, y, 9 mit denselben Buchstaben, wie die Funktionen 
von z, y, 2, j, aus denen sie auf die angegebene Weise entstanden sind. Da wir nur Differentia- 
tionen nach #,ÿ bezw. ® betrachten, sind Zweideutigkeiten ausgeschlossen, 
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so ergibt (57) 


108 
4 ——336 
Ebenso erhält man aus (60) und (62), bezw. aus (77) 
— f es — f 
(104) Y= > EE Vo 9lgyeg —F c | — 1 (Keg — f*) 


2yeg — P 00 ’ 
woraus sich insbesondere 


(104*) Veg — B = eae 
ergibt. 
Für die R, ohne Streckenkrümmung (Nr. 28,1) und nur für diese ist somit 


$te2/ 349 Orisfunktion. Speziell ist für jeden affinzusammenhängenden R, entweder 
$ —0 oder ¥ konst., und daher $6239 Ortsfunktion. 


§ 6. Über eine Klasse von zweidimensionalen allgemeinen Ráumen, 
in denen der Landsbergsehe Winkel ohne Quadratur bestimmt werden kann. 


35. Im folgenden beschäftigen wir uns mit denjenigen R,, für welche VF 
Fi 
eine quadratische Form in 2, y ist: 


FP 
F, Veg—f 
Dabei schränken wir gegebenenfalls die Betrachtung in jedem Punkte auf jene 
Wertesysteme x, y ein, für welche ez? --2fz5j + gy?> 0. Der Ausdruck rechts 


in (105) hat gegenüber Punkttransformationen den Transformationscharakter des 
reziproken Wertes einer skalaren Dichte, so daß eg — [? ein Skalar ist. 


Wenn eg — f?= 0, so können wir setzen 


(105) — ei? +2fiY +99, (e,f, g Ortsfunktionen). 








eq — f - 
406) ei? + 2féÿ + 99° — ye à (Ga? + 2 fey +29), 


worin édz? + 2 fdxdy + gdy? eine quadratische Differentialform mit nicht ver- 
schwindender Diskriminante bedeutet, die im Falle eg —f? > 0 positiv-definit, 
im Falle eg — f? < 0 indefinit ist. Wir denken uns diese (nicht eindeutig bestimmte) 
Differentialform nach Division durch di? auf die Gestalt gebracht 


(107) (eg—f?>0): e424 2 fey + gy® = (Lot + Mog)? + (Lit + MW), 
(1073) — (eg—f? <0): 292 +4 2 fry + By? = (Lot + Moy) (4i - Mj). 
Es ist dann 
(eg— P0): eg— 
(eq—f?<0): eg 
so daß e,f, g die Werte haben 
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408) («eg—p>o eV mr, 


77 5 LM-LM, Ul 
(o BP leet LM). + MD 
(1087) (eg —ft <0): em LT gh. 
Im Falle eg —f? =0 setzen wir LM 
am) (eg-P=0: ey LT 
M2 


0 
LM — LM, 

In allen diesen Formeln bedeuten L, My, L,, M, Ortsfunktionen mit positiver 
Determinante (Ly M, — L,M,> 0). 

36. Der Winkel © von Landsberg bestimmt sich in unseren R, aus 

y i 

(9) fh-—eurI ta 07 e Mag 
Durch Integration dieser Gleichungen und Einsetzen der Werte (108) für e, f, 
erhält man, je nachdem eg — f?=0, für © folgende Werte: 
I. eg—f?> 0. 


1 Li 4 My 
110! 0 = ———— TT ; ; 
ni Tm dese rd RD 
II. eg—f? «0. 
1 Li+ My 
1101 O = — ——— 1 1 ; ; 
m ye linea my) TOY 
Ill. eg—ft =0. 
Lië+ My 
10m) @e= 4. 1 ; y)- 


In (110) bedeutet y eine willkürliche Ortsfunktion. 
Im Falle eg — f? > 0 ist, abgesehen von einer additiven willkürlichen Orts- 
funktion, 


(111) : 


e = OD © N 
Vest — 
wo 6, den Winkel von Landsberg für den Gaußschen R, mit der Grundfunktion 
F = V (Loz + My} + (Liz + My} 
bedeutet 1). 


37. Wir haben jetzt e, f, g wirklich zu berechnen und die in Rede stehenden 
Räume in invarianter Weise zu kennzeichnen. 


1) Im Fall eg — f® < 0 wäre der indefinite Gaufsche E, mit der Grundfunktion 
F = Vo + Moÿ)(Laë + M,ÿ) heranzuziehen. Über den Winkel in solchen indefiniten Gawf- 
schen B, vgl. @. Landsberg, a. a. O. Anm. *) a) und c), S. 191, bes. S. 344 ff. 
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Aus (105) ergibt sich, wenn man halbiert, nach z und % differentiiert und 
(16) sowie (60)—(62) benutzt, 


e£ fy - Lan — 12 - EV 
d42) et +fy=2tMigy, fergy= — à. 

yeg — Veg — P 
Durch abermalige Differentiation nach 7, y erhält man 

+1¥,, 93, 
= +28 St tly y+ 
TE. f 9i " 
f ex + fy ; 03, 





= 23 Fi ++ y, 


(113) 
= /_ jog Fey, _9 235, 


woraus noch 
(444) eg pri ga Fed — 4 _ a3 


folgt (vgl. Nr. 34). 

Die Bedingungen ee = 3 - el. mm ss = 0 reduzieren sich auf eine ein- 
zige, weil e,f, g in Zz, ¥ von nullter Dimension homogen und außerdem die 
zweiten Ableitungen einer und derselben Funktion nach z, 7 sind. Diese Bedingung 
drückt auch aus, daß eg — f? von à, y oder, was auf dasselbe herauskommt, von 


@ unabhängig ist. Sie lautet 








eu aS - 
oder in +, y geschrieben 
rg} S OF OF HOS 
(115°) g — apres oi? G 2 552) Oz 8j * 3G; ]j-o 


Genügt nee % der Gleichung (115*), so sind die — " durch (113) defi- 
nierten — e,f, g Ortsfunktionen, und Multiplikation der Gleichungen (113) be- 
züglich mit 3?, zy, yz, y? sowie Addition ergibt (105). 

Die betrachteten zweidimensionalen allgemeinen Räume sind somit durch (115) 
oder (115*) in invarianter Weise gekennzeichnet. 

38. Für jeden R, der in Rede stehenden Klasse läßt sich die Gestalt der Grund- 
funktion explizite angeben. 

Zunüchst folgt nämlich aus (105) 


F 1 — 5 

116* log ( —————— — ——— ) = — log Veg — f*. 

(116*) g ( TET, 5 log Veg — Í 

Die hier auftretenden Funktionen sind in z,¥ von nullter Dimension homogen 
und lassen sich daher auch (Nr. 34) als Funktionen von z, y, © auffassen. Setzt 
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man in (116*) für den rechts stehenden Ausdruck seinen aus (104*) folgenden 
Wert, so ergibt sich 


(416) F — yes? +2 fay + gj e/ 99. 
Zur Bestimmung von % als Funktion von © dient jetzt die Differential- 
gleichung (115), die in (114) bereits in einmal integrierter Gestalt vorliegt. Bei 


der weiteren Integration unterscheiden wir zwei Hauptfälle, je nachdem der Haupt- 
skalar % Ortsfunktion (also von © unabhängig) ist oder nicht. 


Wenn § Ortsfunktion ist, so vereinfacht sich (114) zu 

(117) eg —f? = 1 — 92, 
und wir haben entsprechend den drei Fällen von Nr. 35 zu unterscheiden, ob 
3? |} 1 ist. In (116) ist jetzt f SdO = SO, wobei zu beachten ist, daß die will- 


kürliche Ortsfunktion schon in O steckt. Wenn wir noch für e, f, g, O ihre Werte 
aus (108), (110) einsetzen und die multiplikative willkürliche Ortsfunktion in 
Lo Mo, Zi, M, hineingezogen denken, so erhalten wir 





IL <i 

LLL EE RN etg ( Lz + My 
(1181) F=Y(Lot + Moy)? + (LE + My)? Mim Lei + Mey 
II. 2-1 





Lé + MNT 
(482)  F = (Lye + MAS + M) (Qu REM x 


——-s3. 3 
= (Lot + Moi)’ C rz (Liz + ut" jg). 
HI. 32 =1 
g et My 
(14807) F = (Lot + Moy) e Lit Ms. 


Alle allgemeinen zweidimensionalen Räume, deren Hauptskalar eine bloße 
Ortsfunktion ist, gehören also einem der Typen (118) an. Insbesondere sind durch 
(118) mit % = konst. alle affinzusammenhängenden R, mit konstantem Hauptskalar 
gegeben. Jeder affinzusammenhängende R,, der kein Minkowskischer Raum ist, 
gehört notwendigerweise einem der drei Typen (118) mit $ = konst. an. 


Wenn zweitens % keine Ortsfunktion ist, so sind bei der Integration von 
(114) die drei Fälle eg —[* Z 1 zu unterscheiden. Man erhält für 3: 


(119 A. (eg—f> 1}: JY =—Veg—f? —1-tg (Veg —f? —1-9); 
420 B. (eg—f*«1: 3= Met cotgh (Vi — eg +f° -6); 
(121) C. (eg —f? = 1): gas. 


Wenn man diese Werte in (116) einführt, / 3d@ berechnet und schließlich 


wieder e,f,g, © durch ihre Werte aus (108), (110) ersetzt, so ergibt sich das 
Resultat: 
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Jeder zweidimensionale allgemeine Raum der von uns betrachteten Klasse, 
dessen Hauptskalar keine Ortsfunktion ist, hat eine der folgenden Grundfunktionen: 
A. eg — P» 1. 
(122 A) F =) (Lot + Moy)? + (Lit + My) 


eg —f —1 L,z + May 
n | eg — P rtg (355 485) + v]: 


B. eg — «1. 
I. eg — f?» 0. 
422BI) F=Y(Lot + Moy)? + (Lx + My)? 
{—eg+f Lz + My : 
s [Yet a + vl: 
Il. eg —f* <0. 


1-4-f'—eg 14-f*—ea 
y (Lot + Map Te + z (Li + Mg) P= 


1+ff—eg — 
[(Lot + Moy) (LE + Mi W f—e 





422BIl) F= 


III eg—f? =0. 


(122B 1I) F = (Li + Mj) -sinh es + el: 


C. eg —f? = 1. 
L,z + My |. 
2C) F = VE ME LE M. [ete (17225) + v 
In diesen Formeln haben Ly, M,, L,, M, dieselbe Bedeutung wie in (108); eg — f? 
sowie y sind beliebige (analytisch-regulüre) Ortsfunktionen. 
Zu dem Typus (122 B II) gehórt auch der R, mit der Grundfunktion 


(a) p-P® ty 
zy 


der in der projektiven Flächentheorie eine Rolle spielt !). Man erhält die Grund- 
funktion (a) aus (122 B II) für 


, (B, y Ortsfunktionen; By + 0), 


4 
(B) e=g = 0; | 73y3! Lo = M, +0; L, = M, =0, 
wenn noch 


1) Fist das projektive Linienelement von G. Fubini für eine nicht geradlinige Fläche mit 
reellen Asymptotenlinien in Asymptotenparametern x, y; siehe etwa G. Fubini-E. Cech, Geometria 
proiettiva differenziale, L, Bologna 1926, S. 67. 

Die mit 7; multiplisierte extremale Krümmung einer Kurve in bezug auf die Grundfunktion 


(a) hat Herr E. Bompiani, Costruzione di invarianti proiettivo-differenziali di una superficie. Lincei 
Rend. Rom (6), 211 (1925), S. 466—470 die „pangeodätische Krümmung“ der Kurve genannt und geo- 
metrisch gedeutet. 
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4 
(y) yl, =B, „a=r 
gesetzt wird. Der Hauptskalar hat hier den Wert 
3 PE — yy? 
(à) 3——z-——. 
2y2 Bx? + yy? 
Der R, mit der Grundfunktion (a) besitzt im allgemeinen eine Strecken- 
krimmung. 


39. Wir wenden uns nun wieder zu den R,, deren Hauptskalar eine Orts- 
funktion ist, und beweisen folgenden Satz: 


Ein zweidimensionaler allgemeiner Raum, dessen Hauptskalar nur vom Orte 
abhängt, hat dann und nur dann keine Streckenkriimmung, wenn er affinzusammen- 
hängend (sein Hauptskalar also konstant) ist. 


Zum Beweise berechnen wir zunächst für den Fall, daß % Ortsfunktion ist, 
die Funktionen o F; — oF,, ot + oy, deren gleichzeitiges identisches Verschwinden 
einen affinzusammenhängenden R, kennzeichnet. Dabei ist zu berücksichtigen, 
daß in diesem Falle 


(123) In = Qs Jr = d 
ist. Nach (71), (38) und (123) hat man dann 


pi 
(2) —— eF,—eF,- ET ig. + yup. 
Schreibt man ferner (51*, § 4) in die Gestalt 
(51**) à + of) 
Ga ema" Vee” 


um, so findet man mittels (105), (412), (423) nach einiger Rechnung, bei der (60), 
(62), (68), (71) zu benutzen sind: 


(125) et + oy = 4 CE PT up, SF). 


Jetzt gehen wir von der Bedingung (86) für einen Raum ohne Strecken- 
krümmung aus. Sie reduziert sich, weil % Ortsfunktion ist, auf 


(86*) Gast? + 2919 + m — 39 — y —0- 
Dreimalige Differentiation von (86), z. B. nach z, führt bei Beachtung von (65) zu 
(126) quo — Yo —0. 


Für % = konst. ist (86*) identisch erfüllt. Wir zeigen jetzt, daß die Annahme, 
3 sei eine nicht-konstante Ortsfunktion, mit (126) und daher auch mit (86*) unver- 


einbar ist. 
Bei dieser Annahme folgt nümlich aus (126) 
(126*) 0 = pds, o=p%; 


Mr 
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wo p eine Funktion von x, y, z, y bedeutet, die in #,y von (— 4)-ter Dimension 
homogen ist. Durch Einsetzen dieser Werte in (424), (425) ergibt sich 


d245*) — pr, — SF.) = 8 PPP 
4 . 
(425*) Pi + Sy) = 508 TP (gp; Gr). 
Hieraus erhált man zunächst 
(127) p= en, (e? = 1) 


und weiter durch Einsetzen dieses Wertes in nm oder (125*) 


Ja GE - ed) = wy ra at ej) 
oder wegen (112) 
(128) SS — 92-97) = Sez + (—3 T 991- 


Da e, f, g, Sy Ortsfunktionen sind, kann (128) identisch in z, y nur so bestehen, 
daB einzeln 


Se g = A — 3 + €) 
URN |xtr3—2-3c] 
ist, und hieraus folgt, da nach Annahme §,, %, nicht beide Null sind: 


(129) eg — P + (J — e =0 
oder wegen (117) 
(129*) | jt, 


was der gemachten Annahme widerspricht, daB § eine nicht-konstante Ortsfunktion 
ist. Somit ist notwendigerweise § = konst., w. z. b. w. 

40. Mit dem soeben bewiesenen Satze verwandt ist folgende Kennzeichnung 
der affinzusammenhüngenden Räume mit $ +0: 

Die affinzusammenhängenden Räume, die keine Minkowskischen Räume sind, 
sind die einzigen zweidimensionalen allgemeinen Räume mit $ +0, deren Krüm- 
mungstensor nur vom Orte abhängt und deren Streckenkrümmung zugleich identisch 
verschwindet. 

Zum Beweise bemerken wir zunächst, daß wegen §& + 0 nach (53) und (13) 
der Krümmungstensor dann und nur dann vom Orte allein abhängt, wenn der 
Grundtensor der Krümmung linear in 2,7 ist. Wegen (54) ist dann FF? eine 
quadratische Form in 2,39. Andererseits ist das identische Verschwinden der 
Streckenkriimmung gleichbedeutend damit (Nr. 28, I.), daB f$ Veg — f? Orts- 
funktion ist. Division beider Ergebnisse führt zu (105). Die gesuchten Räume 
gehören also zu der in diesem Paragraphen betrachteten Klasse. Daher folgt aus 
(53) und (112) 
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Kia -— (8 yYeg — f pi LES + te - — ($Veg — f (+ 9 + 69}, 
(130) 

Ke = + (Ryeg —7 ee Ut = + (RVes — P) (e$ + E — d)- 
Die rechte Seite ist dann und nur dann linear in z, y, wenn % Ortsfunktion ist. 
Die gesuchten Räume sind demnach identisch mit denjenigen R, ohne Strecken- 
krümmung, deren Hauptskalar eine Ortsfunktion und deren Krümmungsskalar 
von Null verschieden ist. Die beiden ersten Eigenschaften kennzeichnen nach 
Nr. 39 die affinzusammenhängenden Räume mit konstantem Hauptskalar, die 
letzte schlieBt die Minkowskischen Räume aus. 





Prag, am 29. Juni 1926. 
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Über numerische Lösungen der Kongruenz 
w#"—1=0 (mod p’). 


Von Robert Haußner in Jena. 


Durch Untersuchungen über die Kongruenz 
uPp—1 — { =0 (mod p?) 
wurde ich zu der Vermutung gefiihrt, da8 u = 2 nur dann eine Wurzel dieser Kon- 
gruenz sein kann, wenn p eine Primzahl von einer bestimmten Form ist. Um diese 
Vermutung auf ihre Richtigkeit zu prüfen, berechnete ich die Reste von 277" — 4 
für die zwischen 2000 und 5000 gelegenen Primzahlen dieser Form, deren es nur 
10 gibt. Für eine einzige von ihnen, nämlich 
p = 3511 

ergibt sich der Rest Null. Nun lieB ich durch zwei geübte Rechner die Reste von 
2?-* — 4 modulo p? für alle Primzahlen bis 10000 berechnen. Für keine weitere 
Primzahl als 3511 ergab sich der Rest Null, was immerhin eine gewisse Stütze 
für meine Vermutung darstellt. 

Die Tafel der berechneten Reste ist in dem Archiv for Mathematik og Natur- 
videnskab (Oslo), Bd. 39, Nr. 2, 1925 abgedruckt und enthält für alle Primzahlen 
p—1 





des angegebenen Intervalles die Zahlen = , Wo t den Exponenten bezeichnet, 


p 
und die Reste W = +A von 2 (mod p). Die in meiner Tafel benutzten 


Bezeichnungen sind die von Herrn W. Meißner, der die erste Primzahl p = 1093 
mit dem Reste W — 0 gefunden und die Reste W für alle Primzahlen bis 2000 
veröffentlicht hatte 1). 

Bald nach der Veröffentlichung meiner Tafel erschien eine ähnliche von 
Herrn Beeger ?), die alle Primzahlen von 5000 bis 14000 umfaßt, aber nur die Reste A 
angibt. Durch sie wurde ich erst auf eine früher erschienene, mir aber unbekannt 


zu dem die Zahl 2 (mod p*) gehört, die Reste A des Quotienten 1 (mod p) 


p—1 4 








1) Sitzungsber. d. Königl. Preuß. Akad. d. Wiss. Bd. 85, S. 663 (1918). 
3) Messenger of Mathematics, Bd. 55, S. 17—24 (1925). 
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gebliebene Tafel desselben Verfassers für alle Primzahlen zwischen 2000 und 5000 

aufmerksam!). Die besondere Bedeutung von p — 3511 ist demnach von Beeger vor 

mir veröffentlicht, während sie ungefähr gleichzeitig von uns Beiden gefunden ist. 
Herr Meißner teilt eine sehr elegante Verifikation der Kongruenz 


21092 { (mod 10932) 


mit, die aber sich nicht verallgemeinern läßt, da sie auf besonderen Kunstgriffen 
beruht. Das folgende Verfahren ist von solchen Kunstgriffen frei und hat den Vor- 
zug nicht nur für jede Primzahl anwendbar zu sein, sondern auch leicht die Reste 
von u?—! — 1 (mod p?) für beliebige Werte von u zu liefern. Setzt man 

(1) up—ts=1 + p-q, (mod pt), 
so gelten bekanntlich für beliebige ganze Zahlen a, b, z die von Eisenstein zuerst 
aufgestellten Kongruenzen 


(2) Gad = a + 0s; 

(3) Vas = 2° Go) (mod p). 
2 

(4) Vatps = g un a 


q, ist also mit W in meiner Tafel identisch. 
Als Ausgangspunkt wühlt man dann irgendein Gleichungensystem, z. B. 


r= 4, 3,,,,P 1 


2 
5 — p = ; 
@) Pores p+1 
2 


s=p—i,p—2,..., 


das meistens mit den kleinsten Zahlen zu rechnen gestatten wird. Aus ihm folgen 
nach (4) die Kongruenzen 


(6) 9, + eq, (mod p). 


. Die Zahlen r und s zerlegt man weiter mit Hilfe einer Faktorentafel in ihre 
Primfaktoren r’,r”,...;s’,s”,... und benutzt noch die Kongruenzen (2) und 
(3), um q, und g, weiter zu zerlegen. Aus den Kongruenzen (6) kann man dann 
stets, wie Arwin ?) gezeigt hat, ein System von m linear unabhängigen Kongruenzen 
auswahlen, in denen nur die m ersten Primzahlen vorkommen, und die zugehórigen 
Reste q berechnen. Will man für weitere Primzahlen die Reste q erhalten, so hat 
man noch weitere passend gewühlte Kongruenzen (6) zu benutzen. 


So nimmt man für p — 1093 
r: 4 —2?|15 =3-5 | 64 = 28 
s: 37-147] 2-72-41 | 3-78 


1) Messenger of Mathematics, Bd. 51. S. 149—150 (1922). 

2) Die Kongruenz (4 + 1)? — 4? — 1 == 0 (mod y") und die Natur ihrer Lösungen. Lunds 
Universitets Arsskrift. N. F. Ard. 2. Bd. 17. Nr. 2. Von der Beschränkung, daß die ersten m Prim- 
zablen für die Bildung des Kongruenzensystems genommen werden, kann man sich frei machen, 
und andere den zu berechnenden Resten entsprechend gewählte Primzahlen nchmen, wodurch die 
Rechnung oft wesentlich gekürzt werden kann. 


125 = 53 
2* . 11? 


124 — 112 
22 . 38 
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und erhält die m =5 Kongruenzen (mod 1093): | 
= —273 


— 29 +29 + 291 = + 
Qa — 4s — QG +29 + qu 15 = —510 
—6q,+ 4 +39 = 4, = —222 
29, + 59s — 291 = 1h = 271 
3g; — 395 + 291 = th = 376, 
die 
Ga =0, gg=312, 9—=1033, 4,915, qu=I%8 
hefern. 


Durch Addition der ersten und vierten Kongruenz folgt die Kongruenz 
79 = — 2, 
oder rückwärts die Gleichung 
9? =2p +1, 
die Salié 1) mit zum Ausgangspunkte genommen hat. Ist sie auch einfach, so ist 


sie doch nur durch Probieren zu finden, während die durchgehende Benutzung 
von (5) bzw. (6) ein systematisches Vorgehen ermöglicht. 


Will man z. B. noch g,, berechnen, so braucht man nur zu beachten, daß in 
(5) für r — 5, s =29.17 ist, und demnach die Kongruenz 
69s + ds 9 ds +4 oder gy = 95 + 656 © 
iy = 596 liefert. 
Für p = 3511 läßt sich g,==0 am leichtesten verifizieren, wenn man 


r=4 11 (55 =5- 14/81 —3* |94 — 7 13/136 = 29 - 17/196 = 22 . 72 247 = 13 - 19 
= 1596 | —383 | 1127 | 463 1265 — 412 — 199 


$—2.35.5.13/22.53.7| 27.32 |2.5.7522.33.5.19| 33.53 |3.5.43.17| 29.3.17 
wählt. Die hieraus sich ergebenden acht Kongruenzen liefern für 
a=2|3 08 | 3430 | 2517 | 200 17 | 19 
Ga =0 | 7 | 1398 | 3430 | 2517 | 2093 | 2950 | 1063. 
Trotzdem also für p = 1093 und p — 3511 das Wieferichsche Kriterium 
erfüllt ist, ist die Fermatsche Gleichung 
P+ y+ P= 0 


in ganzen nicht durch p teilbaren Zahlen unlôsbar, weil die weiteren notwendigen 
Bedingungen von Mirimanoff, Frobenius und Vandiver 


get, get, qu 590, Gy, =O0 (mod p) 


nicht erfüllt sind. Diese Fermatsche Behauptung ist also richtig für alle Prim- 
zahlen kleiner als 14000. 














1) Jahresbericht der Deutschen Math.-Vereinigung, Bd. 34, S. 248. 
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Bekanntlich hat Abel zuerst die Frage aufgeworfen, ob und für welche Prim- 
zahlen p der Rest g, in der Kongruenz (1) verschwinden kénne, wenn u < p ist. 
Jacobi gab auf diese Frage die Antwort, daB für alle Primzahlen p < 37 nur für 
p =11, u=3 oder 9, für p = 29, u=14 und für p = 37, u = 18 der Rest q, ver- 


—1 — 
schwindet. Seitdem sind über den Rest von uP 1 





(mod p) viele Veröffent- 


lichungen erschienen, so daB Dickson dieser Frage in seiner History of the theory 
of numbers ein besonderes Kapitel!) gewidmet hat, in der er über die bis 1918 
erschienenen Arbeiten — dem Plane seines Werkes entsprechend — rein chrono- 
logisch referiert. Die Dissertation von G. Dittrich ?) gibt eine zusammenhängende 
Darstellung monographischen Charakters aller Arbeiten bis 1924 vom historisch- 
kritischen Standpunkt aus und berücksichtigt auch verschiedene Anwendungen. 
Da aber weder bei Dickson, noch bei Dittrich sich alle bis jetzt bekannten Fälle 
finden, in denen die Kongruenz ur! — 1 = 0 (mod p) Lösungen u < p besitzt, 
so füge ich eine Tafel derselben hier an. 





94 

29 | 14 | 437 19 257 48 

37| 18 || 454 78 263 79 

43 | 49 |163 | 65,84 269 171, 180, 207 
59 | 53 | 184 78 284 20 

74 | 11,26 | 191 | 176 283 147 

79 | 34 |197| 143 293 91 

97 | 53 |199| 174 334 18, 71, 324 
103 | 43 | 241 | 165,182 | 353 14, 196 
109 | 96 | 243 69 487 10, 100 
113 | 68 |229 | 44,209 | 673 22, 484 
127 | 38,62 | 233 33 | 1093 | 2 (» =4,2,..., 10) 


3541 | 2 (» — 4,2,..., 44) 


1) Bd. 1, Kap. IV. S. 105—112. Washington, 1919. 


*) Die Theorie des Fermatquotienten, Jena, 1924. Die Arbeit ist nicht gedruckt, sondern nur 
in Abschrift auf der Universitäts-Bibliothek zu Jena hinterlegt. 
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Über die erste Randwertaufgabe der Potentialtheorie. 
Von Robert Remak in Berlin. 


Eine stetige reelle Funktion in einem zusammenhängenden Gebiete der Ebene 
heiBe potentialkonvex, wenn sie im Innern eines jeden Kreises, der ganz im Innern 
des Gebietes liegt, grôBer oder gleich dem Poissonschen Integral über ihre Werte 
auf dem Rande des Kreises ist. Eine negativ genommene potentialkonvexe Funk- 
tion heiße potentialkonkav. 

Nach Herrn Perron!) heißt eine potentialkonvexe Funktion in einem be- 
schränkten Gebiete, die mit Einschluß des Randes stetig und auf dem Rande 
größer oder gleich vorgegebenen Randwerten ist, eine Oberfunktion, ebenso eine 
potentialkonkave Funktion, die auf dem Rande kleiner oder gleich den vorge- 
gebenen Randwerten ist, eine Unterfunktion. 

Jede Konstante, die größer ist als die vorgegebenen Randwerte /, ist bereits 
eine Oberfunktion, ebenso jede Konstante, die kleiner ist als /, eine Unterfunktion. 
Jede Differenz — Oberfunktion minus Unterfunktion — ist potentialkonvex und 
— 0 auf dem Rande; sowie also der weiter unten aufgeführte Hilfssatz 3 bewiesen 
ist, weiß man, daß die Differenz > 0 im ganzen Gebiete, daß also jede Oberfunktion 
überall größer oder gleich jeder Unterfunktion ist. Die Oberfunktionen y(£) besitzen 
also in jedem Punkte zr eine endliche untere Grenze u(r). Herr Perron beweist nun, 
daß u(r) die erste Randwertaufgabe der Potentialtheorie löst, d.h. unter sehr 
allgemeinen Voraussetzungen sich an die gegebenen Randwerte anschließt und im 
Innern des Gebietes harmonisch ist, d. h. der Bedingung Au = 0 genügt. In bezug 
auf die Behandlung des Randes folgen wir völlig Herrn Perron und verweisen auf 
seine Arbeit. Wir beschäftigen uns hier nur mit der Behauptung, daß u(r) har- 
monisch ist. Herr Perron benutzte zu ihrem Beweise Hilfsmittel aus der Lebes- 
gueschen Theorie. Mir gelang es ?), ohne diese auszukommen, jedoch erforderte 
mein damaliger Beweis noch feineres Eingehen auf die bei der Definition der Rie- 
mannschen Integrale benutzten Summen. Im folgenden will ich einen kurzen 
und völlig elementaren Beweis dieser Behauptung geben ®). 

Es werden drei Hilfssätze *) benutzt: 


1) Math. Zeitschr. Bd. 18, S. 42—64. 

*) Math. Zeitschr. Bd. 20, S. 126—130. 

3) Der Beweis der Herren 7T. Radó und F. Riesz (Math. Zeitschr. Bd. 22) arbeitet wesentlich 
mit unendlichen Folgen von Funktionen. Ich benutze nur den Begriff der unteren Grenze und habe 
die Verwendung unendlicher Reihen völlig vermieden. 

4) Perron 1. c. S. 44—46. 
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Hilfssatz 1: Das Minimum von endlich vielen Oberfunktionen ist eine Ober- 
funktion. 

Hilfssatz 2: Eine Oberfunktion behält ihre Eigenschaft, wenn man sie in 
einem Kreise im Innern des Gebietes durch das Poissonsche Integral über ihre 
Werte auf seinem Rande ersetzt. 

Hilfssatz 3: Eine potentialkonvexe Funktion kann kein Minimum im Innern 
eines abgeschlossenen Gebietes annehmen. (Schluß von § 1 der Perronschen Arbeit.) 

Es sei r ein Punkt im Innern des Gebietes, K ein Kreis im Innern des Ge- 
bietes, der rin seinem Innern enthält, y eine beliebige Oberfunktion, u die untere 
Grenze aller y; Mgy sei innerhalb K das Poissonsche Integral über die Werte 
von y, die es auf dem Rande von K annimmt. Außerhalb des Kreises K und auf 
seinem Rande sei My = y. Nach der Definition der potentialkonvexen Funktion 
ist yv — Magy. Also ist die untere Grenze u aller y größer oder gleich der 
unteren Grenze aller Mgy; da aber die Werte Mgy(r) nach Hilfssatz 2 unter 
den Werten y(r) vorkommen, so ist u (rz) gleich der unteren Grenze der Mry(p). 


Unser nächstes Ziel ist es, zu zeigen, daB u (r) stetig ist. 
Es ist ausführlicher 


(1) Mxy (1) = ,. fv» r)dó. 
K 


Es sei x, der Mittelpunkt des Kreises K, sein Radius r, f bedeute einen Punkt 
auf der Peripherie von K, also |! — x,| =r. ® sei sein Winkelargument, P(f, r) 
sei die bekannte Funktion des Poissonschen Integrals, von der wir nur zu wissen 
brauchen, daB sie in fund r stetig ist und positiv, so lange r im Innern des Kreises 
gelegen ist. Es sei o < 1 eine feste Zahl; wenn wir r auf einen kleineren konzen- 
trischen Kreis X’ 


(2) |t — Lol Ser 
beschränken, so besitzt P(f,r) in diesem abgeschlossenen Bereich ein Maximum, 
das wir G nennen wollen !). Es sei y, eine feste Oberfunktion, y sei eine beliebige 
Oberfunktion. Man setze zur Abkürzung 


Y= Min (Po v) ; 
dann ist nach Hilfssatz 1 auch y, eine Oberfunktion und y, = y,, also auch 
(3) Mey, = Mays. 
Im Bereich (2) ist 


1) Setzt man |x — xo | — or, so ist im abgeschlossenen Gebiete a o; es ist 
r? —|r— Xo |? r' —ir-rn! r! — rig! 1—a  1-cc 
(9 t—r/? LE — Lo) — Œ — Lo) (E — Lo) = (r—ro} (1—oef 1-—o 
2 2 l+e 
= — ——— « —— = = . 
14,1 —=s 141 1—e G; 
also hängt G in Wirklichkeit nur von e und nicht von r ab, worauf es aber im folgenden nicht 
ankommt. 
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Mx vo(t) — Mxyı(t) = Ma(wo(t) — Yyı(E)) 
1 1 
(4) = ax JS (vtt — pilf)) Pi, r)d8 < G In Jf (sb — y,(D) dd 
K K 
= G(M poto) — Mxayi(19)) = G(Mxayo(zo) — u(z9)) !). 
Es ist u auch die untere Grenze aller Min (y, y), d. h. aller y,; also ist die untere 


Grenze der Mzy, = u; da aber die Mgy, unter den y vorkommen, ist auch die 
untere Grenze der Mxy, gleich u. Man erhält also 


(5) My Volt) — u(t) = C(MxYo(to) — u(%p))- 
Nach Vorgabe eines beliebig kleinen e> 0 kann man, da u auch untere Grenze 
der Funktionen Mgy ist, eine Oberfunktion y, so finden, daß 


€ 
MxYo(£o) — U(To) < 3G ' 
mithin nach (5) innerhalb K' einschlieBlich seines Randes 
(6) Mryo(t) — u(t) < +. 


Auf Grund der Stetigkeit von Mg y,(t) kann man eine Umgebung von $$: 
|r— x] < à innerhalb K’ so bestimmen, daB 


| Mx yo(t) — Mz po(to)| < 3 


wird. Dann erhält man 


| u(x) — u(£) | 
= | (u(t) — Mawo(t)) + (Mx yo(t) — Mr po(to)) + (Ma Yo(£o) — u(19))| 
Spe eee [Flee | <8 pee. 


Da dies für jeden Punkt x, gilt, ist die Stetigkeit von u(r) im Innern des Gebietes 
bewiesen. Man kann nunmehr im Kreise K’ ein gewóhnliches Poissonsches Integral 
über u(r) bilden. Es ist 


uc y, 
also 
Miu < Mry. 
Da u die untere Grenze der Mr y, so ist 
(7) Mpuzu. 
Aus (6) folgt 
(8) My Mayo (t) — Mr u(t) « e. 


1) Der Kunstgriff, bei positiven Randwerten des Potssonschen Integrals die Poissonsche Funk- 
tion durch eine Konstante abzuschätzen und so den Wert des Integrals in einem beliebigen Punkte 
mit dem Wert im Mittelpunkte zu vergleichen, findet sich bei Harnack, Theorie des logarithmischen 
Potentials, Leipzig 1887, S. 61— 62. 
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Diese Ungleichung gilt zunächst auf dem Rande von K’, also auch im Innern, da 
Potentialfunktionen ihr Maximum nur auf dem Rande annehmen. Da Mx (zt) 
auf dem Rande und im Innern von K’ eine reguläre Potentialfunktion ist, so ist 
My Mxyo(z) = Mxyo(t). 
Dies in (8) eingesetzt ergibt 
Mxyo(t) — Mru(t) «e 
oder 


Mnryo(t) — € < Mru(x), 
also auch 


u(t)—e< Mru(t). 
Da diese Ungleichung für alle e > 0 gilt, so ist 
u(t) = Mg u(t). 
Das liefert in Verbindung mit (7) 
u(t) = My u(t) ; 


also ist u(x) eine harmonische Funktion, da man jeden inneren Punkt des Gebietes 
mit zwei konzentrischen Kreisen K und K’ umschlieBen kann. 
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Kurventypen auf Flachen. 
Von Reinhold Baer in Freiburg i. Br. 


Mit einer Figur. 
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Wir betrachten eine orientierbare und geschlossene Fläche % vom Geschlecht 
p> 1 und legen uns die Frage vor: 


Wann sind zwei geschlossene und stetige Kurven auf $$ homotop? m. a. W.: 
Welches sind die Invarianten eines Typus homotoper Kurven auf %? 


1. Im 8 1 werden wir hierauf eine Antwort geben, bei der über die Kurven- 
typen weiter keine beschránkenden Annahmen gemacht werden. Um den Kurven- 
typus zu charakterisieren, wird von den orientierten, irreduziblen Schnittklassen 
einer Kurve © mit andern Kurven ausgegangen. Diese — Nielsenschen — Inva- 
rianten reichen aber nicht aus, um den Typus vollstándig zu bestimmen. Wir 
werden deshalb noch eine weitere Invariante bilden, indem wir zwischen den irre- 
duziblen Schnittklassen einer Kurve mit einem Kurvensystem eine Reihenfolge 
festlegen. Diese Schnittreihe ist dann ebenfalls eine Invariante des Typus und 
zwar für jedes beliebige Kurvensystem. Wählt man das Kurvensystem geeignet 
aus, 80 wird die Schnittreihe mit diesem Kurvensystem — ev. unter Hinzunahme 
einer weiteren trivialen Invariante — den Typus vollständig charakterisieren; 
es stimmen also zwei Kurven in allen Schnittreihen überein, wenn sie es in einer 
bestimmten tun. Hierbei erhalten wir gleichzeitig eine gewisse Übersicht über 

die möglichen Kurventypen. 

2. Nach dem Vorgang von M. Dehn werden wir im $ 2 Normalformen von 
einfachen Kurven herstellen, die den Typus, dem die Kurven angehören, voll- 
ständig bestimmen sollen; daß sie dies wirklich tun, wird durch Zurückführung 
auf die Schnittreihen bewiesen. 
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§ 1. Schnittklassen geschlossener Kurven. 


Sei $ eine orientierbare, nichtberandete Fläche vom Geschlecht p> 1. Mit 
U bezeichnen wir dann die universelle Überlagerungsfläche !) von $y. Die Funda- 
mentaleigenschaft von U ist: 


(F) Eine geschlossene und stetige Kurve &?) auf $y ist dann und nur dann 
homotop !) null, wenn auch die über © in U gelegenen Kurven geschlossen sind. 


Ist also & nicht homotop null, so liegen über © in U Kurven, die Paare äqui- 
valenter, aber nicht zusammenfallender Punkte verbinden. Hieraus und aus (F) 
sieht man auch, daß zwei Kurven auf % dann und nur dann homotop sind, wenn es 
über jeder von ihnen eine derartige Kurve in U gibt, daß sich die Endpunkte der 
einen mit denen der andern durch äquivalente Kurven verbinden lassen. 

Ein kanonisches Schnittsystem {a,b} (i = 1,..., p) von % definiert in U 
ein Netz von 4p-Ecken; 11 läBt sich topologisch, d. h. eineindeutig und stetig auf 
den als hyperbolische Ebene aufgefaBten, mit einem Netz regulürer 4p-Ecke der 


Winkel 2 überdeckten Einheitskreis abbilden *). Dadurch ist in U eine Metrik, 


Geradlinigkeit usw. definiert, welche wir dann auch % aufprügen kónnen. 

Sei U eine stetige und geschlossene Kurve *) auf % und nicht homotop null; 
dann gibt es in U stetige Kurven 9t, die ganz über X gelegen sind, und — von den 
Endpunkten abgesehen — liegt über jedem Punkt von 4 genau ein Punkt von 9. 
(Ware X homotop null, so würden die entsprechenden Kurven & geschlossen sein.) 
Durch Aneinanderstücken solcher Kurven % mit einem gemeinsamen Endpunkt 
erhalten wir Kurven /(9()5), die je zwei Punkte des 11 berandenden Einheitskreises 
miteinander verbinden). Dann liegen über jedem Punkte von X abzühlbar unendlich 
viele Punkte eines solchen f(9(); zu jedem À gehören abzählbar unendlich viele 
f(X), die je U in wenigstens zwei Teile zerlegen. Ist À gerichtet, so ist damit auch 
jedem /(9t) ein Durchlaufungssinn aufgeprägt. 

A ist dann und nur dann einfach, d.h. topologisches Bild der Kreislinie, 
wenn die /(X) einfach und untereinander punktfremd sind. 


Jedem Punkt P, eines {(M) läßt sich eindeutig ein Punkt P, auf demselben 


f(X) so zuordnen, daß der Kurvenbogen P,P, von f(A) mit f(A) gleichgerichtet 
und gleich einem Y ist; P, ist dann notwendig äquivalent zu P, und möge der zu 
P, „benachbarte‘ äquivalente Punkt von f(X) heißen. 

Zwei gerichtete Kurven gehören zum gleichen Typus, wenn sie homotop, 
d. h. durch stetige Deformationen ineinander überführbar sind. Das Ziel der fol- 


1) Für diesen und andere mit ihm zusammenhängende, hier benutzte Begriffe cf. v. Kerékjártó : 
Topologie I, Berlin 1923, p. 173, 176, 179/180. 

2) d.h. eindeutiges und stetiges Bild der ebenen Kreislinie, cf. v. Kerekjärtö, 1. c., p. 124. 

3) cf. v. Kerékjärt6, 1. c., p. 179,180. 

*) im folgenden kurz ,Kurve“ genannt. 

5) cf. J. Nielsen: Über topologische Abbildungen geschlossener Flächen, Abhandlungen aus 
dem mathematischen Seminar der Universitét Hamburg III (1924), p. 248. 

*) Dies ist auch der Grund, warum wir uns auf das Geschlecht p — 1 beschránken müssen; 
denn für p —1 wird Ü der Euklidischen Ebene mit dem Quadratgitter als Polygonnetz homoiomorph. 


/*®: 
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genden Untersuchungen ist es, vermittels der Schnittklassen das vollständige 
Invariantensystem eines Typus aufzustellen. 

Haben zwei gerichtete Kurven © und $, die beide nicht homotop null sein 
mögen, irgend zwei Punkte P, und P, gemein !), so bestimmen diese — bis auf 
ganze Umläufe von © und $ eindeutig — je einen Bogen auf © und auf 8. Durch- 
laufen wir irgend einen solchen Bogen auf € von P, nach P, und einen auf 8 von 
P, nach P,, so ergibt sich eine geschlossene Kurve 9. Die allgemeinste geschlossene 
Kurve dieser Art, die durch P, und P, bestimmt ist, gewinnen wir aus $9 durch 
ganze Umläufe um © und um $t, was man symbolisch so ausdrücken kann: 
9 = HR", wo m,n beliebige ganze Zahlen sind. 

P, und P, sind zusammengehörige Schnitte von © mit À, wenn sich zwei ganze 
Zahlen m,n so bestimmen lassen, daß HR” homotop null wird. 


Satz 1: Zwei © und 8 gemeinsame Punkte P,, P, sind dann und nur dann 
zusammengehörige Schnitte von © mit $, wenn sich jedem über P, gelegenen Punkte 
D, eines f(&) ein über P, gelegener Punkt P, desselben f(&) so zuordnen läßt, daß 
P, und P, auch auf dem gleichen f(&) gelegen sind ?). 


Vorbemerkung: Wir hätten also die Bedingung des Satzes auch als Defi- 
nition der Zusammengehórigkeit benutzen kónnen. — Der Satz leistet uns eine 
Übertragung des Begriffes von % nach U. 


Beweis: A. Wenn die Bedingung des Satzes erfüllt ist, so werden die Punkte 
P; durch je einen Bogen eines /(&) und eines / (€) miteinander verbunden; diese 
geschlossene Kurve in W liegt über einer von P, und P, bestimmten Kurve $' 
von %, die wegen (F) homotop null ist. 


B. Wenn P, und P, zusammengehórige Schnitte von © mit $ sind, 80 gibt 
es durch P, berandete Kurvenbogen ©’ und $' auf © und $t, so daB die aus ihnen 
zusammengesetzte geschlossene Kurve $' homotop null ist. Wegen (F) müssen 
sich dann zwei Bogen ©’ und &’ in U mit den gleichen Endpunkten Py P, auf f (&) 
bezw. /($8) finden lassen, q.e.d. 

Zusatz 1: Wenn P,, P, und P,, P, zusammengehören, so tun dies auch P,, P, *). 

Beweis: Wenn die Bedingung des Zusatzes erfüllt ist, so lassen sich über 
P;(i =1,2,3) gelegene Punkte P finden, die alle auf dem gleichen f(6) und 
f(®) gelegen sind, q. e. d. 

Wir sind also berechtigt, alle zusammengehórigen Schnitte von © mit $ in die 
gleiche Schnittklasse *) von © mit & zu tun. 


1) Ist P; mehrfacher Punkt von © oder À, so ist zu unterscheiden, ob P; als Bildpunkt des einen 
oder andern Punktes der Kreislinie aufgefaßt wird. 

2) Hierbei ist zu beachten, daB, wenn À = 18^ ist, auch in jedem f (8) genau n verschiedene 
f (91) zusammenfallen. Jeder Schnittklasse mit ® werden also n Schnittklassen mit X entsprechen. 

3) cf. Anm. ?) p. 233, deren Nichtberücksichtigung zu falschen Anwendungen des Zusatzes 
führen kann. 

*) Diesen Begriff hat Herr Professor J. Nielsen in einem Hamburger Vortrag (1924) eingeführt, 
dessen Manuskript mir in freundlicher Weise zur Einsicht zur Verfügung gestellt wurde; hierfür 
bin ich Herrn Professor J. Nielsen dankbarst verpflichtet. 
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Dieser Schnittklassenbegriff gestattet, daB 8 = € ist, wodurch dann auch 
die Doppelpunkte von € in Schnittklassen eingeteilt werden !). 

Zusatz 2: Die Zahl der Schnittklassen von © mit & ist endlich. 

Beweis: Diese Zahl ist námlich wegen Satz 1, p. 233 hôchstens gleich der 
Zahl der f (8), mit denen ein © Punkte gemein hat. Ein € hat aber nur mit endlich 
vielen Fundamentalpolygonen von 11 Punkte gemein und durch ein Fundamental- 
polygon gehen nur endlich viel f (€), da sich die f (€) im Endlichen von U nicht 
häufen kónnen, q. e. d. 

Im folgenden werden wir uns auf die Betrachtung solcher Kurven & be- 
schränken, für die f (9f) einfach ist. Diese Einschränkung ist unwesentlich, da es 
zu jedem W wenigstens ein homotopes &’ gibt, so daB / (A) und f (Q') gemeinsame 
Endpunkte haben und / (QU) einfach ist. Man wähle etwa die Gerade in U, die mit 
f(X) die Endpunkte gemein hat. 

Von jetzt ab bestimmt also ein f(A) genau zwei Teile von U. 

Irgend zwei Punkte Q, und Q, in U werden durch ein f (A) getrennt, wenn sie 
beide in verschiedenen der von f (91) bestimmten Teile von U gelegen sind. — Liegt 
insbesondere wenigstens der eine von beiden Punkten auf f (90), so werden die beiden 
Punkte durch f (A) nicht getrennt. 

Sei © eine gerichtete Kurve auf % und nicht homotop null; wir betrachten 
ein bestimmtes f(&) = M,M,, wo der.Durchlaufungssinn von f (&) durch den von 
& bestimmt ist, und wo M, den Anfangspunkt, M, den Endpunkt von f(@) be- 
deutet. Die Menge der Spurpunkte der Punkte, die dies f(€) mit einem f(8) 
gemein hat, bildet nach Satz 1, p. 233 eine vollstándige Schnittklasse von © mit &. 

Wir nennen dies f (8) hinsichtlich des vorgegebenen f (©) eine Erzeugende dieser 
Schnittklasse von © mit À. 

Es bestehen die folgenden Möglichkeiten: 

1. alle f(8), die Erzeugende einer vorgegebenen Schnittklasse von € mit $ 
sind, trennen M, nicht von M,; 

2. M, liegt auf dem rechten, M, auf dem linken Ufer aller die Schnittklasse 
erzeugenden f(R); 

3. M, liegt auf dem linken, M, auf dem rechten Ufer aller die Schnittklasse 
erzeugenden f(#). 

Hingegen ist es nicht möglich, daß eine der Erzeugenden einer Schnittklasse 
unter einen, eine andere unter einen andern der drei Fälle gehört. Denn zwei 
auf f(€) dieselbe Schnittklasse erzeugende f($) werden durch eine topologische 
Abbildung von U auf sich?) ineinander übergeführt, bei der alle Punkte von U in 
äquivalente übergehen und der Umlaufssinn des Randes von U wie auch die 
Punkte M, und M, in Ruhe bleiben. 

Im Falle 1. nennen wir die Schnittklasse reduzibel, im Falle 2. positiv-irredu- 
zibel, im Falle 3. negativ-irreduzibel. 


1) Hierdurch werden allerdings alle die Doppelpunkte nicht erfaßt, die dadurch entstehen, daß 
etwa G homotop A” ist. 
*) sog. Decktransformation. 
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Ein irreduzibler Schnittpunkt ist ein solcher Schnittpunkt von © mit 8, der 
einziges Individuum einer irreduziblen Schnittklasse ist. 


Ist À = ©, so haben wir damit auch die Begriffe reduzibel usw. für mehr- 
fache Punkte von € definiert; insbesondere kann es also irreduzible Doppelpunkte 
geben. 


Die Berechtigung der Termini: reduzibel, irreduzibel zeigt der folgende 

Satz 2: Sei {®*} (x =1,...,k) irgendein System von Kurven; dann gibt 
es ein System {Ri}, so daß 

1. $1 homotop R”, 

2. die Kurven $1 untereinander und mit sich selbst nur irreduzible Schnitt- 
punkte gemein. haben, ev. allerdings mehrfach durchlaufene Kurven werden. 

Beweis: Betrachtet man die Geraden f(@*), die mit f($*) die Endpunkte 
gemein haben, so haben zwei f(@") höchstens einen Punkt gemein, wenn sie nicht 
zusammenfallen. Fällt ein {(G*') mit einem f(®”) zusammen, so ersetzen wir die 
Geraden f(9'*) durch so nahe an f(&”') verlaufende Kurven /(@}*), daß f(&") und 
f(G;") nur die Endpunkte gemein haben, und die f(&j°) mit andern f(@*) höchstens 
einen Punkt gemein haben. Ist ()" bzw. (9; so ausgewählt, daß 9" bzw. Gi auf 
{(G") bzw. f(Gi) benachbarte äquivalente Punkte verbindet, so ist ft" einem Viel- 
fachen von &* oder Gi homotop, welches die gesuchte Kurve Si ist, q. e. d. 


Um die Kurventypen vollstándig zu charakterisieren, wollen wir unter den 
irreduziblen Schnittklassen einer Kurve © mit einem Kurvensystem ($') eine 
Reihenfolge festlegen. Wegen Satz 1, p. 233 wird es hierbei genügen, dies mit 
den Erzeugenden der Schnittklassen zu tun. 


Seien die Kurven © und $t" nicht homotop null; von den Kurven $t" mögen 
je zwei nur irreduzible Schnittklassen gemein haben; schließlich soll es nicht vor- 
kommen, daß für x, + x, die m,-mal durchlaufene Kurve ft" homotop der m4-mal 


durchlaufenen Kurve &™ wird, d. h. kein f/($**) soll mit einem /($”') gemeinsame 
Endpunkte haben. 


Wir betrachten jetzt ein festes f(C) = f,(€)-= MM, Die Erzeugenden 
der irreduziblen Schnittklassen von © mit ($") sind die f($"), die M, von M, 
trennen. Jede dieser Erzeugenden wird in einem gewissen Punkte 5” zum — im 
Durchlaufungssinn von f,(€) — ersten Mal von f,(C) angetroffen, da die f abge- 
schlossene Punktmengen sind, und da f,(€) mit keiner der Erzeugenden gemein- 
same Endpunkte haben kann. Diese Punkte $" legen unter den Erzeugenden ein- 
deutig eine Reihenfolge fest, außer wenn zufällig mehrere f($”) in einem ihnen allen 
gemeinsamen Punkte von f,(€) zum ersten Male angetroffen werden. 

In diesen Unbestimmtheitsstellen legen wir die Reihenfolge willkürlich fest!). 

Die so geordnete, beiderseits unendliche Reihe der Erzeugenden der positiv- oder 


1) Diese Festlegung möge aber in äquivalenten Unbestimmtheitsstellen dieselbe sein! 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 4 32 
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negativ-irreduziblen Schnittklassen von © mit {8"} heiße die unendliche, orien- 
tierte Schnittreihe von & mit (8^). 

Mit dieser unendlichen Schnittreihe dürfen die folgenden erlaubten Trans- 
positionen ausgeführt werden: | 

Vertauschung von zwei konsekutiven Elementen, wenn die diesen Elementen 
entsprechenden Erzeugenden eine irreduzible Schnittklasse gemein haben!), d.h. 
wenn die Endpunkte der einen Erzeugenden durch die andere Erzeugende voneinander 
getrennt werden. 

Dies tritt wegen (F) dann und nur dann ein, wenn sich durch eine Deformation 
von © bewirken läßt, daß die die fraglichen Elemente repräsentierenden 5” in eine 
Unbestimmtheitsstelle zusammenfallen. 

Durch diese erlaubten Operationen kann man jede der möglichen willkürlichen 
Festlegungen der Reihenfolge der Erzeugenden in einer Unbestimmtheitsstelle 
in jede andere mögliche überführen. 

(1) Die unendliche orientierte Schnittreihe ist bis auf erlaubte Transpositionen 
gegenüber Deformationen von © und S* invariant ?). 

Denn in der unendlichen, orientierten Schnittreihe kommt 1. eine Erzeugende 
f, vor einer andern f,, wenn f, den Punkt M, von f, trennt; ihre Lage ist 2. unbe- 
stimmt ?), wenn sie eine irreduzible Schnittklasse gemein haben. Dies hángt aber 
einzig davon ab, wie die Endpunkte der f, sich zu M, und M, verhalten. Der Fall 
1. tritt nämlich ein, wenn auf den beiden durch M,, M, bestimmten Bogen des ll 
berandenden Einheitskreises der Endpunkt von f, den von f, von M, trennt; der 
Fall 2. tritt aber ein, wenn dies nur auf dem einen Bogen der Fall ist, auf dem andern 
aber das Umgekehrte statthat. — Weiter hüngt die Orientierung der durch die 
Erzeugende repräsentierten Schnittklasse nur davon ab, auf welchem der beiden 
Bogen der Anfangs-, auf welchem der Endpunkt der Erzeugenden gelegen ist. — 
Da also die Reihenfolge der Erzeugenden nur von der Lage ihrer Endpunkte zu M,, 
M, abhängt — abgesehen von den Unbestimmtheitsstellen des Falles 2., wo sich aber 
durch die erlaubten Transpositionen jede mögliche Reihenfolge herstellen läßt —, 
da ferner für die Orientierung der Schnittklassen dasselbe gilt, und da diese End- 
punkte bei Deformationen von € oder &* fest bleiben, so ist (1) bewiesen. 

Nach Zusatz 2 zu Satz 1, p. 834 kommen unter den in der unendlichen, orien- 
tierten Schnittreihe auftretenden Schnittklassen nur endlich viele verschiedene 
vor. Wir müssen aus ihr also eine gewisse endliche Schnittreihe herausgreifen. 

Sei © = P,P, irgendwie fest auf f, (©) angenommen. 

Dann erhalten wir die endliche, orientierte Schnittreihe von © mit 
{&"}, indem wir aus der unendlichen orientierten Schnittreihe in der durch sie fest- 
gelegten Reihenfolge und Orientierung die Reihe von Erzeugenden herausgreifen, 
die P, von P, trennen *). 

1) Die s&mtlichen Erzeugenden der gleichen Schnittklasse sollen in gleicher Weise transponiert 
werden. 

*) sofern diese nach Ausführung der Deformation überhaupt noch definiert ist. 


3) bezw. durch eine Deformation von @ oder R* unbestimmt zu machen. 
*) Ausnahmsweise möge ein f auch dann P, von P, „trennen“, wenn P, (nicht P,) auf f liegt. 
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Mit den Elementen dieser Schnittreihe dürfen auBer den erlaubten Trans- 
positionen auch zyklische Permutationen vorgenommen werden, welche beiden 
Operationsarten wir unter dem Namen der erlaubten Operationen zusammen- 
fassen. — Diese zyklischen Permutationen werden z. B. durch andere Wahl der 
Punkte P,, P, erzwungen. 


Da f(C) aus einer beiderseits unendlichen Folge aneinandergesetzter © be- 
steht, die untereinander äquivalent sind, stellt die so gewonnene endliche orien- 
tierte Schnittreihe eine Periode der unendlichen dar. Ist n die Zahl der Elemente 
der endlichen, orientierten Schnittreihe, so stellt jede Reihe von n konsekutiven 
Elementen der unendlichen Schnittreihe eine Periode derselben dar, und alle diese 
n-elementigen Perioden lassen sich aus einer — etwa unserer endlichen Schnitt- 
reihe — durch erlaubte Operationen gewinnen. 


(1a) Wegen (1) stellen aber diese n-elementigen Perioden Invarianten gegenüber 
Deformationen von © und $* dar. 

Wir zeigen jetzt: 

(2) Die Zahl n[v] der positie-[negatie-]irreduziblen Schnittklassen einer Kurve € 
mit einer Kurve $ ist invariant gegenüber Deformationen von ©, also wegen der Sym- 
metrie der Aussage auch gegenüber Deformationen von $!). 

Sei etwa © in €, deformierbar; seien /,(E) und f,(€,) so ausgewählt, daB 
sie dieselben Endpunkte M,, M, haben; sei auf f,(€) ein © = P,P, willkirlich 
ausgewählt. Wir betrachten die f($), die sowohl M, von M,, als auch P, von P, 
trennen, und auf deren rechter [linker] Seite M, liegt, die also sämtliche positiv- 
[negativ-]irreduziblen Schnittklassen von © mit $t erzeugen; und zwar erzeugen 
nicht zwei dieselbe Schnittklasse; ihre Zahl ist also — z[— »]. Dann ziehen wir 
von P, aus einen einfachen Kurvenbogen @, nach einem beliebigen Punkt Q, auf 
fo(&), der außer Q, keinen Punkt mit /,(€,) gemein habe und keine der P, von P, 
trennenden Erzeugenden schneide. Durch P, ziehen wir den zu G, äquivalenten 
Kurvenbogen @,, der /,(€,) in Q, treffe. Da also Q, äquivalent zu Q, ist und © 
homotop G,, so ist wegen (F) der Bogen Q,Q, = ($,. Die Zahl der f($), die sowohl 
M, von M, als auch Q, von Q, trennen, und auf deren rechter [linker] Seite M, 
liegt, ist 

z[»] + Zahl der f($), die M, von M,, P, von Q, trennen und auf deren rechter 
[linker] Seite M, liegt, | 
— Zahl der f(R), die M, von M,, P, von Q, trennen und auf deren rechter 
[linker] Seite M, liegt, 
= n|[»], 
da G, äquivalent G, ist, womit (2) bewiesen. Aus (2) folgt sofort die Invarianz der 
Zahl n — zx 4-» aus (1a) und also aus (1a) und (2) die Invarianz der endlichen, 
orientierten Schnittreihe von € mit {&"} bis auf erlaubte Operationen. Da schließlich 
jede andere Wahl der bei der Definition der endlichen, orientierten Schnittreihe 
1) Hierin ist auch die Invarianz der Charakteristik (@, f) = x —» enthalten; cf. H. Weyl: 


Strenge Begründung ...; Jahresbericht der D. M. V. 25 (1917), p. 266. 
32* 
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benutzten Punkte P,, P, sich durch eine Deformation von © in sich bewirken 
läßt, so gilt der 


Satz 3: Die endliche, orientierte Schnittreihe von © mit {S*} ist bis auf erlaubte 
Operationen invariant gegenüber Deformationen von © und $" und unabhängig 
von der Auswahl der Punkte P,, P, auf f,(C). 


Es genügt also, um die Schnittreihe von € mit ($t) aufzustellen, dies für 
die Kurven {@,; 87} zu tun, die ihnen nach Satz 2, p. 235 zugeordnet sind. Hier 
erhält man die endliche, orientierte Schnittreihe, indem man ©, von einem be- 
liebigen Punkt P aus ihrer Orientierung gemäß genau einmal durchläuft; sie ist 
die Reihe der Schnittpunkte von €, mit {Si}. 


Um durch derartige Invarianten die Kurventypen vollständig charakterisieren 
zu können, konstruieren wir das folgende Kurvensystem !): 


Unter den Kurven: UK1,..., UK(p +1) sei ein System von einfachen, 
untereinander punktfremden Kurven verstanden, das % in zwei berandete Flächen 
O, U zerlegt, die je einer Kugel mit (p + 1) Löchern homoiomorph sind; unter 
den Kurven: SK 1,..., SK(p +1) ein System einfacher, untereinander punkt- 
fremder Kurven, das % in zwei berandete Flüchen I, II zerlegt, die je einem von 
(p +1) Kreisen berandeten ebenen Bereich homoiomorph sind. Jeder UK[SK] 
habe mit genau zwei SK[UK] je einen irreduziblen Schnittpunkt und sonst mit 
keinem SK[UK] Punkte gemein. Wir wühlen die UK, SK so, daB über ihnen 
in U gerade Linien liegen; weiter erteilen wir ihnen einen beliebigen Durch- 
laufungssinn. 

Unter 2 sei das System der UK und SK verstanden. Da in Z keine zwei 
verschiedenen Kurven vorkommen, die miteinander reduzible Schnittklassen 
haben, oder deren zugehörige f in U gemeinsame Endpunkte hätten, so ist die end- 
liche, orientierte Schnittreihe S einer Kurve © mit Z eine Invariante des Typus von 6, 
wie aus Satz 3 folgt. 

Das System 2 zerlegt % in vier Elementarbereiche 

Œ; (à = 1,2,8,4) — (IO, IU, II O, WU). 
Über jedem €, liegen in U gewisse einfach zusammenhängende Gebiete, so daß 
über jedem Punkt von €, genau ein Punkt dieses Gebiets liegt; diese Gebiete 
nennen wir der Kürze halber ebenfalls &,; in ihnen gibt es keine Paare 
äquivalenter Punkte. 

Um unbequeme Erweiterungen des Systems 2 zu vermeiden, definieren 
wir noch eine zweite Invariante von Kurventypen ?): 


1) cf. hierzu Fig. 1, p. 243. 

3) Betrachten wir z. B. das Kurvensystem T, das aus einem kanonischen Schnittsystem 
{a;, b) von % (cf. p. 2321) und den Kurven b. a, bezw. b -a, (Produktbildung wie in der 
Poincaréschen Fundamentalgruppe von %, cf. p. 241f.!) besteht. Diese letzten Kurven sind nötig, weil 
die gemeinsame Ecke von b; und a, bezw. b und a, im Fundamentalpolygon nur einen Be- 
rührungspunkt, also keinen irreduziblen Schnittpunkt darstellt. 


DaB die Schnittreihe von © mit T ein vollständiges Invariantensystem des Typus von G dar- 
stellt, zeigt man &hnlich wie den Satz 4, p. 239; nur werden hier die Fundamentalpolygone in p 
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Eine Kurve © erhält den Index J = J oder 11 [O oder U], 

4. wenn in der endlichen, orientierten Schnittreihe S mit 2 nicht nur zwei 
verschiedene XK(X = $, U) auftreten, welche beide mit demselben Y K(Y + X) 
Punkte gemein haben, d.h. wenn © nicht der mehrfach durchlaufenen Kurve 
YK homotop ist; 

2. die zu © homotope Kurve @,, über der in U gerade Linien liegen, ganz 
auf J oder ganz auf JI [O oder U] gelegen ist. 

In allen anderen Fällen wird J — 0 gesetzt. 

Dieser Index J der Kurve © ist eine Invariante des Kurventypus. 


Für die Bedingung 1. gilt dies, weil S nach Satz 3 eine Invariante ist, für 2., 
weil zu jedem Typus genau eine solche Kurve ©, gehört. 


Satz 4: Zwei Kurven G,(i = 1, 2) der Invarianten Jj, S; gehören zum gleichen 
Typus wenn 
Ji = Ja und $, — Sa 


d. h. wenn die endlichen, orientierten Schnittreihen der beiden Kurven mit X durch 
erlaubte Operationen auf die gleiche Gestalt gebracht werden können. 

Beweis: Wir betrachten zunächst die endliche, unorientierte Schnittreihe 
|S| mit X. Sei P, ein beliebiger, in einem &; = &” in U gelegener Punkt. Da an 
jeder Kante eines &; in U noch genau ein (i + n) hängt und diese beiden € in 11 
nur diese eine Kante gemein haben, da weiter unten den Kanten eines jeden (5; 
Kurvenstücke einer jeden Kurve aus 2 vorkommen, da schließlich die Kurven 
aus 2 in den Eckpunkten eines ©; irreduzible Schnittpunkte haben, so bestimmt 
| S| eindeutig eine Kette: 


t) €, ..., ER, €”, ..., GP, 


wo n die Zahl der Elemente von " ist und wo er» und @”(k + 1) längs einer 
Kante aneinander grenzen, die auf einer dem »-ten Element von |S| entsprechenden 
Erzeugenden (irreduzibler Schnittklassen mit 2) gelegen ist. 


(a) Durch © auf ÿ und | S| wird eindeutig ein Kurventypus bestimmt. 


Da (f) durch GO in U über €; und |S| eindeutig bestimmt ist, ist zum 
Nachweis hiervon nur zu beweisen nótig: 


Durch (t) wird eindeutig ein Kurventypus bestimmt ! ). 
Seien nämlich ©,(j — 1, 2) zwei Kurven derart, daß zu ihnen ein &, = P P1 
gehört, wo P! in ©, Pf in Ef” gelegen ist. Verbindet man dann Pi mit Pj durch 


Dreiecke mit den Kanten: (b; a) 1 a a, bezw. Unis a) 


5, b, ! a, und ein 3p-Eck mit den 


Kanten: Om a,, Dj, a; rhe b, a, b,a l,... zerlegt; jede der gerichteten Kurven von T 


kommt dann nur in einem dieser Teilpolygone vor; es steht dann eindeutig fest, von welchem dieser 
Teilpolygone man ausgehen muB und in welches man eiritreten muB, um ein Element der Schnitt- 
reihe zu verwirklichen. 


1) Da (f) keine Invariante des Typus zu sein braucht — meist wird (f) es allerdings sein —, 
so kann zu verschiedenen Ketten (f) derselbe Typus gehören. 
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eine ganz in ©! gelegene einfache Kurve, so verbindet die äquivalente Kurve in 
6” die äquivalenten Punkte Pi mit P2; wegen (F) ist also 
©, homotop GC. 

(b) Zu |S| gehören höchstens vier verschiedene Kurventypen. 

Denn nach (a) entspricht jeder der vier möglichen Auswahlen des Anfangs- 
gliedes von (f) und |$| genau ein Kurventypus; diese vier Typen brauchen aller- 
dings nicht sámtlich verschieden zu sein. — Wir fordern jetzt, daB (f) überdies mit 
der Orientierung von S übereinstimmt, d. h. daB von zwei konsekutiven Elementen 
GE? €” von (f) das erste dann und nur dann rechts [links] von der Gf”, Gf? 
gemeinsamen Kante liegt, wenn das »-te Element von $ positiv [negativ] orien- 
tiert ist. 

Da (f) durch die Auswahl des ersten Elements von (f) und durch |S| eindeutig 
bestimmt wird, so haben wir, um dieser Forderung zu genügen, nur das erste Ele- 
ment von (f) so auszuwühlen, daB das erste und das letzte Element — die ja gleichen 
unteren Index haben müssen, wenn |$| ein Typus geschlossener Kurven entsprechen 
soll — mit der Orientierung von S übereinstimmen. 

Die übrigen Glieder von (f) müssen dies dann von selbst tun, wenn S überhaupt 
ein Kurventypus entsprechen soll. 


1. Bestimmter Fall: Es mógen in S sowohl SK als auch UK vorkommen. 
Dann läßt sich durch erlaubte Operationen bewirken, daß S mit einem UK be- 
ginnt, mit einem SK endigt [oder umgekehrt]. Dann ist durch das erste Glied von 
S bestimmt, ob Gf? auf O oder auf U [J oder 11], durch das letzte, ob GC" auf J 
oder auf JJ [O oder U] zu liegen hat. Also ist ; eindeutig durch S bestimmt. In 
diesem Falle ist J — 0. 


2. Unbestimmter Fall: Es mógen in S nur UK [nur SK] vorkommen. 
Dann bestimmt die Orientierung des 1. Gliedes von 5, ob €” auf O oder auf U [auf 
I oder auf 11] zu liegen hat. Es bestehen also noch zwei Móglichkeiten für die Aus- 
wahl von ©, von denen keine durch die Orientierung von S bedingt wird. — 
Ist jetzt J = 0, so liefern beide Möglichkeiten den gleichen Typus, da die zu 6 
gehörige ,,Gerade'* ©, auf einer J gegen 11 [O gegen U] abgrenzenden Kurve liegt. 
— Ist aber J + 0, so bestimmt J eindeutig, welches von den beiden in Frage kom- 
menden (5, zu wählen ist, q. e. d. Aus dem Beweis (cf. besonders Mitte dieser 
Seite!) folgt der 


Zusatz: Einer |S| entsprechen dann und nur dann Typen geschlossener Kurven, 
wenn 

1. nicht zwei gleichbenannte Elemente in |S| aufeinander folgen (da es sonst 
reduzible Schnittklassen gäbe), | 

2. das erste und das letzte Element der Kette (t) denselben unteren Index haben 


(was im bestimmten Fall durch Anfiigung von < 2, im Unbestimmten von < 1 Ele- 
menten stets erreichbar ist). 


Baer, Kurventypen auf Flächen. 241 


Soll auch S ein Kurventypus entsprechen, so ist nur die Orientierung eines 
Elementes U K und eines Elementes SK in S willkürlich; die aller übrigen Elemente 
wird hierdurch und durch | S| bestimmt. 


Anhang 1: Invariante Bestimmung der unendlichen, orientierten Schnittreihe. 

Wir hatten die unendliche, orientierte Schnittreihe S^ einer Kurve @ mit einem Kurven- 
system ($*) gewonnen, indem wir ein f(G) = M,M, von M, nach M, durchliefen und dabei fest- 
stellten, wann f(@) auf die einzelnen Erzeugenden f(R*) von irreduziblen Schnittklassen von © 
mit ft trifft. Wir sahen, daß die Elemente von S® nur davon abhängen, wie die Endpunkte der 
Erzeugenden zu M, und M, liegen. Dies wollen wir jetzt ausnutzen. 

Der li berandende Einheitskreis wird durch M; und M, in zwei Bogen zerlegt, von denen 
der eine rechts von dem gerichteten f(G) liegt; diesen rechten Bogen M, M, legen wir der weiteren 
Betrachtung zugrunde. Durchlaufen wir ihn von M, nach M,, so treffen wir sukzessive auf die An- 
fangs- bezw. Endpunkte aller Erzeugenden f($”), von denen jedes nur durch einen Punkt vertreten 
ist, welchen Punkt wir also als Repräsentanten der Erzeugenden auffassen können. Damit ist unter 
den Erzeugenden eine bestimmte Reihenfolge festgelegt; sie erhalten die positive oder negative 
Orientierung, je nachdem ob der End- oder Anfangspunkt der betreffenden Erzeugenden ange- 
troffen wird. 

Die Gleichwertigkeit dieser unendlichen Reihe mit S^ ist aus dem Beweis von (1), p. 236 er- 
sichtlich, da sich nach diesem S? stets auf die gleiche Gestalt wie unsere unendliche Reihe bringen 
läßt; wir sind daher berechtigt, sie ebenfalls S^ zu nennen. 

Die Invarianz unserer S? gegenüber Deformationen von © oder R* ist evident, da bei De- 
formationen die Endpunkte der f stets in Ruhe bleiben. 

Unsere neue Bestimmung der S? hat vor der alten den Vorzug, daB sie für alle zu © bezw. 
$t" homotopen Kurven definiert ist, während früher an die Lage der ft* gegeneinander gewisse An- 
forderungen gestellt wurden, weiter daB ihre Invarianz unmittelbar ersichtlich ist, schlieBlich, daB sie 
keine Unbestimmtheiten aufweist. Es gibt also für sie keine erlaubten Transpositionen; dieser 
Vorteil wird dadurch zum Nachteil, daB sich in manchen Fällen die S? von @ von der S? von 
G nicht nur durch die Umkehrung der Reihenfolge und der Orientierung der einzelnen Elemente 
unterscheidet, sondern auch durch Veründerung der Reihenfolge einzelner Elemente — stets wenn 
bei unserer alten Definition Unbestimmtheitsstellen auftraten. Dieser Umstand läBt uns die alte 
Bestimmung auch für die im Anhang 2 zu besprechende, wichtige Modifikation geeigneter erscheinen. 

Man kónnte diesen Nachteil beseitigen, indem man die Reihenfolge auf dem rechten und die 
auf dem linken Bogen: M; M, des U berandenden Einheitskreises als S” festlegte bezw. den Über- 
gang von der einen zur anderen gestattete; aber einmal würde damit der Vorzug der Eindeutigkeit 
verloren gehen, und weiter würde es ganz unbestimmt werden, wie dieser erlaubte Übergang für 
die Perioden (cf. p. 237!) der beiden S? zu erklären ist. 


Anhang 2: Charakterisierung der Elemente der Fundamentalgruppe. 


Elemente der Poincaréschen Fundamentalgruppe F'!) einer Fläche % sind bekanntlich die 
Klassen von ineinander unter Festhaltung eines bestimmten Punktes P auf (y deformierbaren ge- 
richteten Kurven. 

Sei also P ein beliebig zu wühlender, aber fester Punkt auf %; sei © eine beliebige Kurve 
auf % durch P. 

Wir suchen die Invarianten von & gegenüber stetigen Deformationen mit P als Fizpunkt. 

Hierzu betrachten wir ein & = P,P,, wo P,(j = 1,2) über P gelegen ist. — Weiter sei {R*} 
ein System von Kurven derart, daß die endliche, orientierte Schnittreihe von & mit (ft) definiert sei. 


1) cf. v. Kerékjártó: Topologie I, p. 178. 
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Wir bilden dann eine erweiterte Schnittreihe von © mit (f); diese wird ebenso wie die 
gewöhnliche endliche, orientierte Schnittreihe gebildet — mit zwei Abünderungen: 

l. in die erweiterte Schnittreihe werden alle und nur die f(f*) aufgenommen, die P, von P, 
trennen; diese /(&*) brauchen also nicht noch überdies die Eigenschaft zu haben, M; von M, zu trennen, 
WO M, M, = dem f(&), auf dem unser © liegt; 

2. die Auswahl der Punkte P,,P,, durch die die endliche aus der unendlichen Schnittreihe 
herausgegriffen wird, ist nicht mehr willkürlich, sondern durch den fest gewählten Punkt P bestimmt. 

Es hóren also die zyklischen Permutationen auf, erlaubte Operationen zu sein; dies bleiben 
einzig noch die erlaubten Transpositionen. 

Ahnlich wie Satz 3 (cf. besonders den Hilfssatz (1), p. 236!) beweist man den 

Satz 8a: Die erweiterte Schnittreihe von © mit (8) ist invariant gegenüber Deformationen 
von & mit P als Fixpunkt bis auf erlaubte Transpositionen. 

Ahnlich wie Satz 4 (cf. besonders Hilfssatz (a), p. 289!) beweist man den 

Satz 4a: Die Klasse von © ist durch die erweiterte, nichtorientierte Schnittreihe | S| mit = 
eindeutig bestimmt, d. h. zwei Kurven ©; (j = 1, 2) sind unter Festhaltung von P ineinander de- 
formierbar, wenn | S,| — | S,|, d. h. durch erlaubte Transpositionen ineinander überführbar sind. 

Von dem Zusatz bleiben die Bedingungen 1. und 2. richtig. 

Seien jetzt G,(j,— 1,2) zwei Elemente aus F, E, ihre nichtorientierten, erweiterten Schnitt- 
reihen mit dem Kurvensysten 2. 

Wir suchen die zu dem Element &,, = ©,- ©, zugehörige ©. 

Man schreibe die Elemente von £, hinter denen von E, in ihrer Reihenfolge auf und erhält 
so eine Reihe E; auf diese kónnen wir erlaubte Transpositionen anwenden; wird durch diese be- 
wirkt, daB in E zwei gleichnamige Elemente aufeinanderfolgen, so werden sie entfernt; fahren wir 
in dieser Weise solange, wie môglich, fort, so gelangen wir nach endlich vielen Schritten zu der 
gesuchten Schnittreihe; es gilt dann also in leicht verständlicher Symbolik: 

Eu = E, + E, 

Daß E, wirklich die gesuchte erweiterte Schnittreihe ist, sieht man leicht ein; denn einmal 
können in ihr höchstens die Elemente von E, und E, auftreten; andererseits wird aber eine Er- 
zeugende, die zweimal auftritt, nicht mehr Pi? von Pi? trennen. 


8 2. Die Dehnschen Normalformen !). 


Wir haben im $1 ein vollstándiges Invariantensystem beliebiger Kurven- 
typen aufgestellt. Einen anderen Weg zur Charakterisierung einfacher Kurven- 
typen — d. s. solche, unter deren Individuen auch einfache Kurven vorkommen — 
deutet Dehn l.c. an: Er konstruiert Normalformen einfacher Kurven ?), die den 
Typus derselben vollstándig charakterisieren sollen; wir werden zeigen, daB sie 
dies wirklich tun, d. h. daß zu jedem Typus einfacher Kurven 1. genau eine solche 
Normalform gehört und daß 2. zu verschiedenen Typen auch verschiedene Normal- 
formen gehóren. 


I. Konstruktion der Dehnschen Normalformen. 


Außer den UK und SK wählen wir auf $ noch ein System untereinander 
punktfremder Kurven: ZKi (i —1,...,2(p —2)) aus, derart, daß die ZK mit 


1) cf. Maz Dehn: Autographierter Vortrag im Breslauer mathematischen Colloquium vom 
12. IL 1922. 

3) Er tut dies sogar für Systeme von endlich vielen, untereinander punktfremden, einfachen 
Kurven; cf. jedoch p. 246. 
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den SK zusammen % in 2(p —1) berandete Flächen zerlegen, die je einer 
Kugel mit drei Löchern homoiomorph sind). Die ZK mögen so ausgewählt 
sein, daß sie mit den SK | 

punktfremd sind und je 
mit genau zwei UK einen 
irreduziblen Schnittpunkt 
gemein haben. Die SK, 
UK, ZK werden orien- 
tiert, wie es in der Figur 4 
angegeben ist. 

Unter einem PX Ki 
(X= S, U, Z) sei eine zu 
XKi isotope?) Kurve verstanden, die mit XKi auf iy einen Ringbereich be- 
randet und für alle / mit Y KI genau dieselben irreduziblen Schnittpunkte gemein 
hat wie X Ki. 

Unter einem b, sei ein ganz auf J gelegener, von SKi und einem PS Ki beran- 
deter Ringbereich verstanden; weiter sei der Drehring des U Ki ein ganz auf O ge- 
" legener, von U Ki und einem PUKi berandeter Ringbereich; schlieBlich sei 3, ein 
von ZKi und einem PZKi berandeter Ringbereich, derart, daB der PZKi ganz 
auf der rechten Seite des ZKi gelegen ist. Die b, und 3, seien untereinander 
punktfremd ausgewühlt. 

Seien U Ki und SKk untereinander punktfremd. Unter einer Trennungslinie 
TLik — für i — k auch TLi genannt — ist eine einfache Kurve zu verstehen, 
die, von ZK abgesehen, nur mit UKi und SKk je genau zwei irreduzible Schnitt- 
punkte in der Reihenfolge: UKi, SKk, UKi, SKk gemein hat. Ein von zwei 
[Lik berandeter Ringbereich heiße d§ (dj = b?) In Figur 1 findet sich eine 
TL 25. Unter der Urform einer Dehnschen Normalform sei ein System von 
endlich vielen, untereinander fremden, einfachen Kurven auf % verstanden, 
dessen einzelne Elemente TL, PXK und Kurven des Index J =O sind, welche 
mit den Randkurven der d,,3, und den UK nur irreduzible Schnittpunkte ge- 
mein haben. Die TL und PXK mögen ganz im zugehörigen Ringbereich (b, Dreh- 
ring des UK, 3, d*) liegen. 

Sei m,[l] die Zahl der Schnittpunkte einer. Urform mit SKi[ZKi], [4] 
die Zahl der PSKi[PZKi] im tg]: dann ist durch (77 287 77 $777) 
die Urform eindeutig bestimmt ?*). Denn in den dreilöchrigen Kugeln, in die % 
durch die SKi und ZKi zerlegt wird, ist die Zahl der Verbindungen zweier ver- 
schiedener Ründer miteinander oder eines Randes mit sich selbst — in diesem 
letzten Falle haben wir es mit TZ zu tun — durch die m;, % eindeutig bestimmt. 

Wir numerieren jetzt die Schnittpunkte der Urform mit einem SKi[ZKi] 
von 1 bis m,[l;], in dem wir mit einem beliebigen Punkte beginnen und der Orien- 





1) sog. dreilóchrige Kugeln. 
3) cf. v. Kerdkjärtö: 1. c., p. 190. 
3) Für die Zahlenpaare der Urform gilt stets: m;-»; — 0, 1;-4;= 0. 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 4. 33 
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tierung entsprechend weiterzählen. Ebenso erteilen wir den im Innern des 0,[3,] 
verbundenen Schnittpunkten der Urform mit Randkurven des à,[3,] die gleiche 
Nummer, wie den zugehörigen Schnittpunkten mit SKi[ZKi]. 


Unter einer Verdrehung der Urform um »,[4;] = 0 längs SKi[Z Ki] versteht 
man folgendes: 


Man löscht den im b,[4] gelegenen Teil der Urform und verbindet dafür den 
Punkt x auf SKi[ZKi] mit dem Punkte x + [x + À] auf PSKi[PZKi], der 
andern Randkurve des d,[3,], wobei im Sinne des Vorzeichens von »,[A,] weiter- 
zuzählen ist. Die neuen Verbindungen sollen untereinander punktfremd und ganz 
im d,[3,] gelegen sein und müssen diesen unter Umständen mehrmals durchlaufen. 


Diese allgemeinste Dehnsche Normalform ist eindeutig durch 


(eM) 


bestimmt !). 


If. Invarianz der Dehnschen Normalformen. 


1. Die Invarianten S, J (cf. Satz 4, p. 2391) einer in Dehnscher Normalform 
befindlichen Kurve © sind durch die Dehnschen Zahlen: mi, vj, i, 4; derselben ein- 
deutig bestimmt. 

Hieraus folgt dann, daß zu einer Dehnschen Normalform genau ein Kurven- 
typus gehört. | 

Beweis: Bezeichnen wir mit T das System der SK, UK, ZK, so ist durch 
die Dehnschen Zahlen von € die Reihenfolge der Schnittpunkte von € mit Kurven 
aus T bis auf zyklische Permutationen eindeutig festgelegt, ebenso ihre Orien- 
tierung *). Diese Schnittpunkte brauchen nicht sämtlich irreduzibel zu sein. Man 
hat Paare reduzibler Schnittpunkte von © mit einer Kurve aus T vor sich, sobald 
in der Reihenfolge der Schnittpunkte von © mit T hintereinander zwei entgegen- 
gesetzt orientierte Schnittpunkte von © mit derselben Kurve aus T auftreten, 
oder wenn dies durch erlaubte Operationen mit der Reihenfolge der Schnittpunkte 
zu erreichen ist. Läßt man nacheinander alle derartigen Paare reduzibler Schnitt- 
punkte aus unserer Reihe fort, so erhält man schließlich die endliche, orientierte 
Schnittreihe T von € mit T. 


Mit T ist ohne weiteres auch S gegeben. Aus S läßt sich ablesen, ob J = 0 
oder + 0. | 


Ist aber J +0 und kommen in S nur SK vor, so wird J =O oder = U, 
je nachdem ob alle », A; = 0 sind oder nicht *). 


1) Da eine Verdrehung um »; +0{1; + 0] nur in Frage kommt, wenn in der Urform »; =0 
[4; = 0] ist. 

3) Die Orientierang von Schnittpunkten ist in Übereinstimmung mit der Orientierung irredu- 
zibler Schnittpunkte zu definieren. 

*) Ein anderes Kriterium ist das folgende: Es wird J = U oder — O, je nachdem ob beim 
Übergang von der Reihenfolge der Schnittpunkte mit T sur Schnittreihe UK weggelassen wurden 
oder nicht. 
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Ist schließlich J + 0 und kommen in S nur UK vor, so wird J = I oder = II, 
je nachdem was fiir ZX in T vorkommen, d. h. je nachdem ob diese ZK auf I oder 
auf IZ gelegen sind, q. e. d. 

2. Die Dehnsche Normalform einer Kurve ©, die einfachen Kurven homotop 
ist, existiert und sie bzw. ihre Dehnschen Zahlen sind durch die Inearianten S, J 
eindeutig bestummt. 

Hieraus folgt, daß zu jedem einfachen Kurventypus genau eine Dehnsche 
Normalform gehórt. 

Beweis: Wegen Satz 3, p. 238 und Satz 4, p. 239 ist durch S, J, ein- 
deutig auch die endliche, orientierte Schnittreihe 7 von © mit T bestimmt. — 
Wegen der Sätze 2, 3 können wir annehmen, daB € mit den Grenzkurven der 
d,3, und den UKi nur irreduzible Schnittpunkte gemein hat. Die beiden Grenz- 
kurven eines b,[4] haben dann notwendig die gleiche Zahl positiv- bzw. negativ- 
orientierter Schnittpunkte mit 6. 


Dadurch sind die Werte der mx, J; bestimmt und damit auch die Urform der 
Normalform, wenn © nicht zufällig ein PSK oder PZK ist, in welchem Falle wir 
allerdings nichts weiter zu beweisen haben. 

© ist auf genau eine Weise mit der Urform in Übereinstimmung und damit 
auf Dehnsche Normalform zu bringen. | 

Wenn wir dies gezeigt haben, wird auch 2. bewiesen sein. — Die Dehnsche 
Normalform geht aus der,Urform durch Verdrehungen hervor; bei diesen bleiben 
die folgenden vier Arten von Verbindungen in Ruhe: 

1. eines b, mit einem b,, (k + I) 

2. eines 3, mit einem &g, (k + /) 

3. eines b, mit einem 3, 

4. eines b,[3,] mit sich selbst, | | 
welche je in einer der dreilóchrigen Kugeln gelegen sind, in die $y durch die b, 3, 
zerlegt wird. © mit der Urform in Übereinstimmung bringen heiBt also, die ent- 
sprechenden Verbindungen von © in die durch die Urform geforderte Lage durch 
eine Deformation von © bringen. 


Die ersten drei Arten von Verbindungen werden durch ein Stück eines UK 
„gekennzeichnet‘‘, das eine ebensolche Verbindung ist, die vierte Art stellt ,, Ansatz- 
Btellen* für TL dar. 

Durch die Urform wird gefordert, daB von den Verbindungen der ersten drei 
Arten eine gewisse Zahl ganz auf O, der Rest ganz auf U gelegen ist, von denen 
der vierten Art, daß zwischen den Schnitten mit der Randkurve des à,[3,] genau 
einer mit einem UK liegt. 

Die Verbindungen der ersten drei Arten sind deshalb nur auf eine Art in die 
durch die Urform vorgeschriebene Lage zu bringen, weil man sie nur über die 
kennzeichnenden UK-Stücke hinwegdeformieren kann; ein gleiches gilt von den 
Verbindungen der vierten Art, da etwaige überzählige Schnitte mit UK je nur mit 
dem einen Schnitt mit der Randkurve transponiert werden kónnen. 

Sorgen wir noch dafür, daß sich in keinem b;[3,] Paare reduzibler Schnitte 
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mit UK finden, so haben wir unsere Kurve auf Dehnsche Normalform gebracht; 
wir haben auch gesehen, daB dies nur auf eine Weise möglich war, da die Urform 
eindeutig durch 7 bestimmt war und die Kurve nur auf eine Weise mit der Urform 
in Übereinstimmung gebracht werden konnte, q. e. d. 

Zusammenfassend ergibt sich der 


Satz 5: Zu jedem einfachen Kurventypus gehort genau. eine Dehnsche Normal- 
form, zu verschiedenen aber verschiedene. 


III. Die Dehnschen Normalformen von Systemen von endlieh vielen Kurven. 


Bemerken wir, daB die Urformen der Dehnschen Normalformen aus endlich 
vielen, untereinander punktfremden, einfachen Kurven bestehen, daB weiter die 
Verdrehungen der Urform in keiner Weise so bestimmt sind, daß die sich ergebende 
Dehnsche Normalform nur aus einer einzigen Kurve besteht, so sehen wir, daB die 
Dehnschen Normalformen im allgemeinen Systeme von endlich vielen, unter- 
einander fremden, einfachen Kurven sind. — 

Zunüchst folgt ohne weiteres aus den Sützen 3, p. 238 und 4, p. 239: 


Irgendzwei Systeme eon endlich vielen Kurven sind dann und nur dann homotop, 
d. h. durch gleichzeitige stetige Deformation aller Kurven des einen Systems ineinander 
überführbar, wenn sich eine solche eineindeutige Zuordnung der Kurven des einen 
zu denen des andern Systems finden läßt, daß die zugeordneten Kurven homotop sind, 
also in den Inearianten S, J übereinstimmen. 

Durch eine geringe Modifikation des Beweises des Satzes 5 folgt hieraus 
dann der | 

Satz 5a: Jedes System von endlich vielen Kurven, das wenigstens einem System 
punktfremder, einfacher Kurven homotop ist, läBt sich auf genau eine Weise auf Dehn- 
sche Normalform bringen; zwei Kurvensysteme lassen sich dann und nur dann auf 
die gleiche Normalform bringen, wenn sie homotop sind. 
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Uber das Minimum von ganzen Funktionen. 
Von Guido Hoheisel in Breslau. 


Über das Minimum einer ganzen Funktion in einem von Nullstellen freien 
Gebiete sind keine sehr scharfen Abschätzungen bekannt. Diese Lücke auszu- 
füllen, ıst das Ziel dieser Arbeit. Das nullstellenfreie Gebiet wird hier einfach zu- 
sammenhängend angenommen. Der Durchsichtigkeit halber sei es als gewöhnlicher 
Winkelraum 

a<argz<fß; (B—a<22) 
gedacht. Verallgemeinerungen in dieser Hinsicht werden am Schluß angegeben. 
Mit M(r) wird der Maximalbetrag von |f(z)| auf dem Kreise |z| = r bezeichnet. 
Wir wollen beweisen: 

Ist die ganze Funktion f(z) in einem Winkelraum (a, B) nullstellenfrei, dann 

gibt es zu positiven Zahlen e, 7 immer eine positive Zahl e = o(e, n), so daß 
I/@)|> M "(rd n) 

im ganzen Winkelraum (a + e, B — c) gilt. Dabei ist o eine geometrische Kon- 

stante, also unabhängig von f. 

Zum Beweise sei an eine Anwendung der Jensenschen Formel erinnert, die 
von Lindelöf bemerkt worden ist. 


In der Jensenschen Formel (die Annahme /(0) —1 bedeutet keine Ein- 
schränkung) 


Do fig |ftrér)] do — log —" 
Zn J og |f(re#)| dp = Bal 
WO d,,..., dn die Nullstellen von f(z) in |z| < r bedeuten, ist die rechte Seite sicher- 


lich positiv. 
Ist also für ein o> 0 / die Länge aller Intervalle auf |z| =r, in denen 
| If) < M (r) 
ist, dann folgt 
0c. [log |fre*)| do < (2 D log M(r) — Lo log M(r) 
Im J g |f(re*)| dg < (2nr —1)log M(r) — lo log Mir). 


Mithin 
2xr—l(ico)>0. 
2rr 
1i+oa 
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Es sei nun t = t(e, 7) kleiner als 5 und kleiner als i- Dann gibt es 
mithin ein c, = o(r) derart, daß in jedem Bogenstück des Kreises |z| = r von 
der Länge 2rrr wenigstens ein Punkt liegt, für den 

[f(z)| > Mr) 
ist. Es sei jetzt z irgendein Punkt in (a + e, B — 2). Dann gibt es auf |z| =r 
einen Punkt Z, so daß der Bogen (zZ) « rx und ferner 

I/2) 2 M"(r) 
ist. Um Z werde der Kreis mit 2r7 geschlagen, der wegen t < 5 ganz in (a, p) 
liegt. Der Punkt z liegt offenbar im Innern, denn es ist 

|z—Z| «rr. 

Wird dieser Kreis durch Ahnlichkeitstransformation auf den Einheitskreis 
|o| x 1 abgebildet, so daß der Punkt Z in den Nullpunkt geht, so verwandelt 
sich /(z) in eine Funktion g(o). Der feste Punkt z hat seinen Bildpunkt in 

1 
|| < 9 . | 

p{o) ist nullstellenfrei. Ist M, das Maximum von (o) in |o| = 1, dann 
gilt nach einer Borelschen Ungleichung 

PO) | _ yams 
i——|< M, ° 
| p(m)| ^ " 
für alle |w|< o. Wegen 
My < M(r(4 + 27)) 
folgt für den festen Punkt z 
| f(2)| > MA +27) [/(2) 
[f(2)| > Mrd +27) €" > Mr 43) = M(rA + n)) 
was wir beweisen wollten. 

Der Beweis bleibt wörtlich erhalten, wenn statt des gewöhnlichen Winkel- 

raums ein allgemeiner vorliegt, d. h. die Menge aller z, für welche 
a(r) « arg z < P(r) (0 <r < o) 
gilt. Dabei soll für große r 
lim inf (B(r) — a(r)) > 0 
sein. a(r) und f(r) sollen außerdem stetig sein und ihre Differenzenquotienten 
wie T abnehmen, genauer 
{Al 
ru 

Es läßt sich auch dann t = r(e, n) so bestimmen, daB der Kreis um Z ganz 

innerhalb des Winkelraumes liegt. 


|a(r + h) — a(r)| < const. 
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Vektoranalysis. Von Prof. Dr. Siegfr. Valentiner. 


addi 18 Pig. e " ss w; Nr. 854 
ra e Int tion. Von Dr. F. A. Willers. Mit 
88 Fi - egra ne Nr. 801 


Namerlache Integration. Von Dr. F. A. Willers. Mit 
Ebene de Geometrie. Von Prof. G. Mahler. Mit 110 swei- 
arb. Fig. .............. 
Ebene und s sphärische Trigonometrie. Von Prof. 
Dr. Gerh. Hessenberg. Mit 59 Fig. . . . - Nr. 99 
Sammiung und Aufgaben aus der ebenen und 
sphärischen Trigonometrie. Von Studienrat Dr. 
Fritz Heiland. Mit 26 Fi Nr. 848 
Stereometrie. V. Prof. Dr. R. Glaser. M. 81 Fig. Nr. 97 
Sammlung von Aufgaben aus der Stereometrie. 
Von Dr. Robert Glaser. Mit 54 Fig. Nr. 779 
Projektive Geometrie in synthetischer Behandlung. 
Von Prof. Dr. K. Doehlemann. Mit 91 Fig. 3 Bände. 
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Nr. 72. 861 
Darstellende Geometric. Von Prof. Dr. Robert 
Haußner. Mit 150 Fig. 2 Bde. . Nr. 142, 143 


Geometrisches Zeichnen.Von H. Becker. Neubearb. 
von Prof. J. Vonderlinn. Mit 290 Fig.u.28 Taf. Nr. 58 
Graphische Darstellung inWissenschaft undTech- 
nik. Von Obering. Pnivatdos. Dr. Marcello F Pirani. 
Mit 58 Fig. ............. r TB 
Analytische Geometrie der Ebene. Von Pro, Dr 
M. Simon. Mit 52 Fig. . . . . . . . . . . 
Aufgabensammiung zur analytischen Geometrie 
derEbene. V. Prof. O. Th. Bürklen. M. 81 Fig. Nr.256 
Analytische Geometrie des Raumes. Von ] Prof. 
Dr. M. Simon. Mit 28 Fig r. 89 
Aufgabensammlung zur analytischen Geometrie 
des Raumes. Von Prof. O. Bürklen. MAS: 
Nr 
Keordinatensysteme. Von Prof. Paul B. Fischer. Mit 
ren. Nr. 
Al ebraische Kurven. Neue Bearbeit. von Prof.Dr. 
. Wieleitner. 
I. Gestaltliche Verhältnisse. Mit 97 Fi iguren. Nr.435 
IL Allgemeine Eigenschaften. Mit 85 Fig. Nr. 486 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Von Prof. Dr. O. 
Knopf. 2 Bde. Mit 10 Fig. . . Nr. 506,871 
Politische Arithmetik. V. Prof. Dr.E.Foerster. Nr. 879 
"'titinsten Qundrate nach der Methode der 


kleinsten Quadrate. Von Prof. Wilh. Weitbrecht. 
2 Bde. Mit16Fig.......... Nr. 902, 641 
Vermessungskunde. Von Prof. Dipl.-Ing. P. Werk- 
meister. 8 Bde. Mit 800 Fig. . . .Nr. 469, 862 
Geodäsie. Von Prof. Dr. C. Reinherts. Neubearb. 
von Dr. G. Förster. Mit 68 Fig. . . . . Nr.108 
ae ary aan Instrumente. Von Dr. Fr.A. Willers. 
it 68 Fi 
Versicherungsmathemaili, Von Prof. Dr.Fr. Bochm. 
I. Elemente der Versicherungsrechnung. Nr. 180 

TI. Lebensversicherungsmathematik. Einführung in 
die technischen Grundlagen der Sozialver- 
sicherung .... . Nr. 917 
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